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Nachwoi't. 


Das  mathematische  Wörterbuch,  welches  der  Unterzeichnete  vom 
Buchstaben  Q an  verfasst  hat,  Hegt  nunmehr  vollendet  vor; 

Es  war  Bestreben,  wo  irgend  thunlich  zugleich  die  in  den 
ersten  Bänden  enthaltenen,  von  Hoffmann  herrührenden  Artikel  zu 
ergänzen  und  zu  vervollständigen,  weshalb  viele  Ueberschriften 
der  letzten  Bände,  welche  andern  der  ersten  synonym  sind,  nicht 
auf  diese  verweisen,  sondern  selbstständige,  zum  Theil  längere 
Artikel  geben. 

Da  ein  Werk  dieser  Art  für  einen  grossen  und  sehr  ver- 
schieden vorbereiteten  Leserkreis  berechnet  ist,  so  hat  man  bei 
jedem  einzelnen  Artikel  gesucht,  den  Ansprüchen  desselben  in 
sofern  gerecht  zu  werden,  als  z.  B.  bei  Artikeln  aus  der  kauf- 
männischen Rechenkunst  mathematische  Betrachtungen  überhaupt 
vermieden,  bei  technischen  Artikeln  dieselben  in  möglichst  elemen- 
tarer Weise  gegeben  sind.  Dagegen  hat  man  sich  bei  Betrach- 
tungen aus  der  höheren  Mathematik  ein  sogenanntes  Popularisiren 
ganz  erspart.  Die  neuesten  Forschungen  wurden  dagegen  überall 
berücksichtigt. 

Berlin,  September  1867. 


«■n 


‘ • 


DigiliBadJ!l^960|li 


? • • 


r 


-f  =•  :i  ‘ r u 
-V'l  ' 

* Tabelle.  Siebe  Tafel. 

Tafel  (Arithmetik). 

Unter  mathematischer  Tafel  wird  jedes 
Verzeiebniss  von  Grossen  verstanden, 
welches  Behufs  des  Aufschlagens  geord- 
net ist.  Hinsichtlich  der  Anordnung 
kann  man  unterscheiden:  Tafeln,  welche 
Formeln  enthalten , z.  B.  Integraltafeln, 
wie  sie  hier  gegeben  sind  (siehe  den 
Artikel:  Quadratur),  Tafeln  von  alge- 
braischen, trigottpmetrischen  und  der- 
gleichen Formeln.  Bei  diesen  ist  keine 
andere  Anordnung  als  die  systema- 
tische möglich.  Die  zweite  Art  von 
Tafeln  kommt  namentlich  in  der  ange- 
wandten Mathematik  vor  und  enthalt 
Zahlen,  welche  gewissen  Stoffen  oder 
Gegenständen  entsprechen,  wie  z.  B.  die 
Beibungstafcln,  die  Tafeln  der  specihschen 
Gewichte.  Die  Namen  der  Gegenstände, 
auf  welche  sich  die  Zahlen  beziehen, 
müssen  hier  alphabetisch  geordnet  sein. 
Ueber  diese  beiden  Arten  von  Tafeln 
lässt  sich  weiter  nichts  Allgemeines  sa- 
gen, als  dass  sie  übersichtlich  und  na- 
mentlich correct  sein  müssen.  Ihr  Werth 
wird  völlig  illusorisch,  wenn  nicht  mit 
der  grössten  Genauigkeit  auf  Vermei- 
dung von  Rechen-  und  Druckfehlern  hin- 
gewirkt ist,  und  gilt  dies  namentlich  von 
Tafeln  der  zweiten  Art,  wo  derjenige, 
welcher  sie  benutzt,  oft  kein  Mittel  hat, 
Unrichtigkeiten  zu  erkennen,  wahrend 
bei  Formeltafeln  Vergleiche  mit  andern 
Formeln,  Symmetrie,  Proben  oft  mit  ge- 
ringer Mühe  Fehler  erkennen  lassen,  und 
bei  gehöriger  Vorsicht  und  Gewandtheit 
selbst  nicht  völlig  correcte  Tafeln  nutz- 
bar machen  können.  Desto  mehr  ist 
jedoch  von  den  Tafeln  dritter  Art  zu 
sagen,  auf  welche  wir  jetzt  kommen. 

Dieselben  enthalten  Zahlen,  welche  ge- 
wissen andern  gegebenen  Zahlen  ent- 
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sprechen,  mit  andern  Worten,  sie  sind 
dazu  bestimmt,  eine  gewisse  Function 
f(x)  für  beliebige  reelle  Werthe  von  x 
ohne  Weiteres  anzugeben.  Die  am  häu- 
figsten angewandten  solcher  Tafeln  sind 
bekanntlich  logarithmische  und  trigono- 
metrische Tafeln.  Ausserdem  gehören 
hierher  Fotenztafeln,  die  (noch  nicht  voll- 
ständig vorhandenen)  Tafeln  der  Theta- 
reihen und  elliptischen  Functionen.  Auch 
in  den  verschiedenen  Anwendungen  der 
Mathematik  kommen  dergleichen  Tafeln 
vor,  von  denen  wir  nur  die  Lebensdauer- 
tafeln erwähnen  wollen.  — Die  Grösse 
X,  mit  welcher  man  in  die  Tafel  geht, 
wird  gewöhnlich  Argument  genannt.  Bei 
der  Anw’endung  solcher  Tafeln  kommt 
es  zunächst  auf  zwei  Hauptpunkte  an, 
die  Zwischenräume  des  Arguments  und 
die  Grenzen,  in  welchen  die  Tafel  be- 
rechnet ist.  Es  ist,  was  zunächst  den 
letzten  Umstand  anbetrifft,  klar,  dass 
die  Tafel  unmöglich  von  x=— oo  bis 
x=-j-oo  berechnet  werden  kann.  Dies 
übt  allerdings  keinen  Einfluss,  wenn 
/“(x)  eine  periodische  Function  von  x ist, 
wo  man  natürlich  nur  diejenigen  Werthe 
von  f (x),  welche  eine  Periode  bilden,  za 
berechnen  bat  Dies  ist  bei  den  trigonome- 
trischen Tafeln  der  Fall.  Aber  auch 
bei  andern  Tafeln  ergeben  sich  bequeme 
Auskunftsmittel.  Bei  den  gemeinen  Lo- 
garithmen z.  B.  übt  bekanntlich  die  Stel- 
lung des  Komma  auf  die  Mantisse, 
welche  die  Tafeln  allein  enthalten,  kei- 
nen Einfluss  aus,  und  ist  die  Kennziffer 
leicht  direct  zu  Anden  Eben  diese  Eigen- 
schaft bat  ja  eben  unter  den  unendlich 
vielen  logarithmischen  Systemen  zur 
Auswahl  des  gemeinen  Systems  geführt. 
— Bei  andern  Tafeln  nähert  sich  die 
Function  mit  positiv  oder  negativ  wach- 
sendem X einer  constanten  Grenze,  und 
dann  ist  unmittelbar  die  Grenze  der  Be- 
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Tafel, 


rechnang  gegeben.  Soll  nämlich  f{x) 
anf  eine  Anzahl,  z.  B.  fünf,  Dccimal* 
stellen  gefunden  werden,  so  ist  bis  zu 
dem  Werthe  von  x zu  geben,  für  wel- 
chen sich  f{x)  in  den  ersten  fünf  Stellen 
nicht  von  dem  Grenzwerth  unterscheidet. 
Die  in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
angewandten  Tafeln  für  das  Integral 


/: 


— X* 


dx  sind  derartig  eingerichtet. 


Für  + 00  hat  man  nämlich  den  Grenz- 

_,oo 

werth 


/ 

J 0 


e ^ </x=^,  dem  sich  die 


Function  sehr  schnell  nähert,  so  z.  B. 
stimmt  sie  für  x = 2,75  schon  anf  vier 
Stellen  mit  dem  Grenzwerthe  überein. 
In  andern  Fällen  wird  sich  die  gesuchte 
Function  zwar  keiner  Constante,  aber 
einer  direct  und  ohne  Tafeln  leicht  zu 
bestimmenden  andern  Function  zu  nähern, 
so  dass  der  Werth,  wo  die  letztere  an- 
wendbar wird,  die  Grenze  der  Tafeln 
bezeichnet. 

Schliesslich  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass 
alle  diese  Hülfsmittel  versagen  können, 
und  man  dann  eben  untersuchen  muss, 
in  welchem  Umfange  ausschliesslich 
oder  vorzugsweise  die  gedachte  Func- 
tion etwa  in  Anwendung  kommen  möge. 
Was  nun  die  Zwischenräume  anbetrifft, 
in  welchen  die  Function  zu  berechnen 
ist,  so  muss,  da  der  Grösse  x in 
den  Tafeln  keine  Continuität  gegeben 
werden  kann,  darauf  gesehen  werden, 
dass  man  mit  hinreichender  Genauigkeit 
und  Leichtigkeit  aus  den  gegebenen 
Werthen  von  f{x)  die  dazwisehen  lie- 
genden ermitteln,  d.  h.  dass  man  die 
Tafeln  interpoliren  kann. 

Die  einfachste,  und  wenn  die  Zwischen- 
räume hinreichend  klein  sind,  immer  an- 
wendbare Form  der  Interpolation  beruht 
auf  der  Betrachtung,  dass  sich  der  Aus- 
druck einer  bestimmtenGrenze 


rw= 


UM 

dx 


immer 


nähert,  wenn  die 


Dififerenz  f— x sich  der  Null  nähert. 
Nur  für  einzelne  Werthe  von  x kann 
eine  Ausnahme  stattündon.  Sind  also 
x^,  X zwei  auf  einander  folgende,  in  der 
Tafel  enthaltene  Argumente,  zwischen 
welchen  sich  ein  solcher  Ausnahmswerth 
nicht  befindet,  und  ausserdem  einander 
so  nah,  dass  lür  die  Anzahl  von  E>eci- 
roalstellcn,  auf  welche  f(jx)  in  der  Tafel 
berechnet  ist,  man  setzen  kann ; 


x.—x  ' ' 


und  ist  { ein  zwischen  x nnd  x^  liegen- 
des, nicht  in  der  Tafel  enthaltenes  Ar- 
gument, so  ist  auch  : 

m-fjx)  ^ f.x,)  - f(x) 

i — x x^—x 

Also  /'({)  ergibt  sich  mit  der  für  die 
Rechnung  hinreichenden  Genauigkeit 
durch  die  Formel: 

1)  + 

WO : 

AA^)  = A*i) -/(»).  A(x)  = xi-* 


bezüglich  die  Differenzen  zweier  anf  ein- 
ander folgenden , in  der  Tafel  enthalte- 
nen Functionen  und  der  entsprechenden 
Argumente  anzeigen.  — Fast  alle  Ta- 
feln sind  so  eingerichtet,  dass  die  Ar- 
gumente in  arithmetischer  Reibe  fort- 
sebreiten,  dann  ist  A(x)  constant.  Ist 
A(x),  wie  es  sehr  oft  der  Fall  ist,  gleich 

der  Einheit,  so  ist  ■^^^=/*(x,)— f(x) 

eine  Grösse,  die  sich  durch  blosses  Ab- 
ziehen schnell  finden  lässt.  Ist  A(x) 
nicht  gleich  Eins,  so  ist  es  am  bequem- 
sten, wenn  diese  Grösse  (die  sogenannte 
Differenz)  bei  jedem  Argument  in  den 
Tafeln  selbst  angegeben  ist.  Die  In- 
terpolation besteht  dann  lediglich  in  der 
Multiplication  mit  z,  die  übrigens 
durch  sogenannte  Intcrpolationstäfelchen 
noch  erleichtert  wird,  und  in  der  Addi- 
tion zu  der  in  der  Tafel  enthaltenen 
nächsten  Function  fix).  — Uebrigens 
kann  in  Formel  1)  sowohl  x<{<X|, 
als  auch  x,<{<z  genommen  werden, 
und  wird  man  dies  thun,  je  nachdem 
I dem  nächst  kleinem  oder  nächst 
grössern  in  den  Tafeln  enthaltenen  Ar- 
gument näher  liegt.  Im  letztem  Falle 
verwandelt  sich  die  Addition  in  Sub- 
traction. 

Die  meisten  Tafeln  dienen  aber,  nicht 
allein  das  zu  gegebenen  x gehörige  f (x), 
sondern  auch,  wenn  f(x)  gegeben  ist, 
das  zugehörige  x zu  ermitteln.  Die 
auch  hierbei  nötbige  Interpolation  wird 
mittels  derselben  Grundformel , die  sich 
auch  schreiben  lässt: 

{—X  _ x^— X 

vollffihrt,  und  man  erhält: 


2) 


A(z). 


/Ifix) 

An  die  Stelle  der  Multiplication  in  der 
ersten  Interpolationsformel  tritt  hier  die 
Division. 
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Die  gegebenen  Formeln  sind  unabhängig 
von  der  Form  der  Function,  welche  die 
Tafel  geben  soll.  Die  Bedingung,  dass 
sic  anwendbar  seien,  bestimmt  aber  zu- 
gleich die  OrOsse  der  Zwischenräume, 
welche  dem  Argument  gegeben  werden 
darf.  Zunächst  dürfen  dieselben  keinen 
Werth  von  x oinschliessen,  wo  der  Aus- 
druck f(x)  continuirlich  zu  sein  aufhOrt, 
weil  sonst  die  Grundbedingung  unseres 
Verfahrens  aufbören  würde.  Dann  darf 
auch  kein  Maximum  oder  Minimum  von 
f{x)  zwischen  denselben  liegen,  weil  für 
ein  solches : 

r(x)-o 

ist,  also  nicht  allgemein  mit 

identificirt  werden  kann.  Freilich  kann 
es,  wenn  der  Worth  xf  von  x,  welcher 
dem  Maximum  oder  Minimum  entspricht, 
irrational  ist,  nicht  vermieden  werden, 
dass  die  Argumente  x,  und  x dasselbe 
zwar  enthalten , wobei  aber  x,  dem 
Werthe  x'  wenigstens  sehr  nahe  ist. 
Dies  thnt  natürlich  nichts.  Da  es  auf 
absolute  Genauigkeit  bei  Tafeln  nicht 
ankommt,  sondern  immer  nur  auf  eine 
gewisse  Anzahl  von  Decimalstellcn. 
Endlich  müssen  sich  die  Ausdrücke 

/•'(*)  und  wirklich  hinrei- 

X, — X 

chend  nähern.  Dies  erkennt  man  im 
Allgemeinen  daran,  dass  für  3 auf  ein- 
ander folgende  Argumente  der  Tafeln 

die  Werthe  A(f«)  — /‘(^,) 

sich  nur  um  wenige  Einheiten  der  letzten 
Stelle  unterscheiden. 

Es  wäre  tu  verlangen,  dass  die  Un- 
terschiede der  Argumente  bis  auf  eine 
Einheit  übereinstimmten,  wenn  man  ab- 
solute Genauigkeit  bis  auf  die  letzte 
Stelle  beim  Interpoliren  verlangte,  eine 
Genauigkeit,  die  jedoch  schon  aus  an- 
dern leicht  ersichtlichen  Gründen  nicht 
zu  erreichen  ist. 

Nicht  für  alle  Argumente  der  Tafel 
ist  diese  Bedingung  durch  dieselben 
Zwischenräume  zu  erreichen.  Ein  Bei- 
spiel geben  die  trigonometrischen,  die 
Logarithmen  der  Sinus  u.  s.  w.  enthal- 
tenden Tafeln.  Dieselben  können  in 
dieser  einfachen  Weise  bis  auf  sieben 
Decimalstellen  sehr  gut  interpolirt  wer- 
den, wenn  die  Zwischenräume  der  Ar- 
gumente eine  Minute  enthalten,  jedoch 
nur  von  etwa  6 Grad  an  aufwärts;  bis 
dahin  sind  viel  engere  Zwischenräume 
nOthig.  In  den  ersten  Minuten  wären 
selbst  einzelne  Secunden  zu  gross,  wenn 


hier  nicht  die  Sinus  und  Tangenten  den 
Bogen  identificirt  werden  könnten,  und 
sich  so  leichtere,  von  den  Tafeln  unab- 
hängige Berechnungsarten  ergaben. 

Der  Begriff  der  Interpolation  ist  je- 
doch noch  in  einer  viel  allgemeineren 
Weise  aufzufassen.  Es  ist  hierbei  jedoch 
zunächst  auf  die  Natur  der  Functionen, 
welche  die  Tafeln  geben,  einzugehen. 

Ist  yrr/‘(x),  die  durch  die  Tafeln  ge- 
gebene Function,  monogen,  d.  h.  eine 
solche,  die  einer  Erweiterung  für  imagi- 
näre X fähig  ist,  so  hat  sie  die  Eigen- 
schaft (vergleiche  den  Artikel:  imaginäre 
Quantitäten) , dass  sie  sich  nach  ganzen 
positiven  Potenzen  einer  GrOsse  x — x, 
entwickeln  lässt,  wenn  f(x,)  continuir- 
lich, und  in  dem  Zwischenräume  (x — X| 
als  den  Modul  einer  complexen  Zahl 
gedacht)  sich  keine  Discontinuität  oder 
Mehrdeutigkeit  befindet.  Man  bat  also 
für  hinreichend  kleines  x — x^ : 

y — y *i)  *i)*  •» 

wo  yj  = /'(x,),  A,,  A,  gewisse  Con- 
stanten  sind.  Obgleich  diese  Reihe  ins 
Unendliche  verläuft,  so  wird  sie  doch 
für  jede  gegebene  Grenze  der  Genauig- 
keit auf  eine  Anzahl  von  Gliedern  sich 
beschränken,  da  sie  convergirt.  Es  ist 
dann  y als  ein  Polynom  nter  Ordnung 
von  X zu  betrachten.  Ein  solches  bil- 
det aber  immer  eine  arithmetische  Reibe 
nter  Ordnung,  und  bei  solchen  sind  die 
fiten  Differenzen  constant  (vergleiche  den 
Artikel:  Reiben).  Ist  also  die  Tafel  in 
gleichen  sonst  mit  der  Muassgabe  belie- 
bigen Zwischenräumen  berechnet,  dass 
sich  in  solchen  keine  Discontinuitäten 
oder  Mehrdeutigkeiten  befinden,  so  wird, 
die  Discontinuitätspunkte  ausgenommen, 
noch  immer  eine  Interpolation  mOglich 
sein,  ganz  als  wenn  die  Tafel  eine  arith- 
metische Reihe  höherer  Ordnung  ent- 
hielte. Wir  werden  aber  die  entsprechen- 
den Formeln  hier  sogleich  für  den  all- 
gemeinen Fall  geben,  dass  die  Zwischen- 
räume beliebig,  also  auch  ungleich  sein 
können.  Zunächst  bemerken  wir  jedoch, 
dass  dies  nur  für  monogene  Functionen 
gilt.  Man  hat  sogar  hiernach  ein  Cri- 
terium,  ob  eine  Tafel  eine  solche  Func- 
tion enthalte.  Bildet  man  nämlich  die 
ersten,  zweiten  ti.  s.  w.  Differenzen,  so 
muss  man  in  diesem  Falle  zuletzt  für 
grössere  Zwischenräume  auf  Differenzen 
kommen,  die  von  einander  nur  sehr  we- 
nig abweichen. 

Als  Beispiel  denken  wir  uns  z.  B. 
eine  Tafel  der  Logarithmen  der  Sinns 
von  10  zu  10  Minuten  berechnet.  Ein 
Theil  solcher  Tafel  ist: 

1* 


Tafel. 


4 


Tafel. 


Bogen  Log.  Sinns  1.  Diff.  2.  Diff. 


39»  (y  9,7988718 

39»  10"  9,8004272 

39»20"  9,8019735 

39»30"  9,8035105 

39»40"  9,8050385 

39»50"  9,8065575 

40»  0"  9,8080675 


15554 

15463 

15370 

15280 

15190 

15100 


—91 
—93 
—90 
-90 
— 90 


Es  sind  also  schon  die  zweiten  Differen- 
zen als  constant  za  betrachten. 

Wollte  man  dagegen  in  gleicher  Weise 
z.  B.  eine  Tafel  der  Lebensdauer  nnter- 
snchen,  so  würde  man  anf  keine  gleiche 
Rcgelm&ssigkeit  kommen,  und  dies  ist 
ein  Zeichen,  dass  diese  Fnnction  keines- 
wegs monogen  ist.  Das  hin  and  wie- 
der anfgetaachte  Bestreb  n,  dieselbe  dnrch 
eine  mathematische  Formel  auszudrtkcken, 
ist  also  als  ein  Terfehltes  zu  betrachten. 

Setzen  wir  jetzt  eine  monogene  Func- 
tion y von  X voraus.  MOgen  den  Wer- 
then  *1,  Xj  . . . die  Werthe  y»,  y, 

, . . y^  entsprechen,  und  zwar  derart, 

dass  zwischen  den  beiden  äussersten  x 
sich  keine  DiscontinnitAt  and  Mehrdeu- 
tigkeit befinde,  so  kann  für  jedes  da- 
zwischen liegende  x die  Function  y als 
ein  Polynom  nter  Ordnnng  von  x be- 
trachtet werden,  und  ein  solches  stimmt 
bekanntlich  immer  mit  y überein,  wenn 
es  für  die  n Werthe  Xj,  x,  . . . x 

bezüglich  mit  y,,  y*  . • . tiberein- 

stimmt.  Um  also  den  zur  Interpolation 
dienenden  Werth  von  y zu  ermitteln,  ist 
eine  ganze  algebraische  Function  nter 
Ordnung  von  x zu  ermitteln,  welche  die 
eben  angeführte  Eigenschaft  hat.  Setzen 
wir  zunächst: 


y=yj+(x— xj  [«fyi+(x— xOy^. 
wo: 


_y>— yt 

‘ X,— Xi 

genommen  wurde,  so  stimmt  diese  Func- 
tion offenbar  für  x=X|  mityj,  und  für 
x = x,  mit  y,  überein,  wenn  das  sonst 
beliebige  y"  für  x = x,  nicht  unendlich 
wird.  Bestimmen  wir  jetzt  y"  so , dass 
für  x=X]  die  Function  mit  y,  Zusam- 
menfalle. Zu  dem  Ende  muss  offenbar 
sein,  wenn  y/  der  entsprechende  Werth 
von  y"  ist: 

ffyi  +(»s  — «Tj)  = 

y >,rys-^i  y«-yi1  i . 

‘ Lxi — Xj  X,— x,Jx, — X,  ’ 


hierfür  kann  man,  wie  leicht  zu  sehen, 
setzen : 

Lx,— X,  Xj— x^Jx,- Xi’ 

also  wenn  man  setzt: 


cTy 


X,— X, 


<fy>— <fyi 


y"=(f«y,+(x— x,)y", 

da  für  x = x.  diese  Formel  in  die  vor- 
hergehende fioergeht.  Man  hat  also: 


y=yi+(*—*i)<^yi 

+(x  — X|)(x— X,)  [d*y» 
-f(x  — x,)y"], 


wo  y"  für  x=Xj  nicht  unendlich  wer- 
den darf. 

Kun  bestimmt  man  y"  derart,  dass  für 
x = x^  auch  y=y*  wird,  und  dies  gibt,  wie 
oben : 


y''s=d»y,-Hx-xJy""", 
wo  gesetzt  wurde : 

* — X ’ ' V. — u. 


X.— X, 


yi^yi 

und  indem  man  so  fortfährt,  hat  man: 


3)  y=yi+(*— *i)«^yi 

+ (x— xj(x  -x,)<f*yi 
-f(x  — xj(x — x,)(x  — x,)<f*y» 

-f...-f(x— Xj)(x— x,)...(x— x^)<f” y^^ 


wo  zu  setzen  ist: 


■'ä'.+  l-''». 


’’  *»+*  *• 


Diese  von  La  Place  herrfihrende  For- 
mel kann  als  allgemeinste  Interpolations- 
formel gelten,  nnter  der  Bedingung,  dass 
y als  ein  Polynom  nter  Ordnung  ge- 
dacht werden  kann.  Die  Formel  wird 
für  die  Werthe  x^,  x,  . . . x von  x 

genau  richtig.  — Sie  dient  für  uns  zu- 
nächst, aus  n in  den  Tafeln  enthaltenen 
anf  einander  folgenden  Werthen  y^  y, 
. . . y^  jeden  dazwischen  liegenden  Weith 
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Tafel. 


y za  finden.  Vertanscht  man  y and  dr,  so  dient  sie  dazu,  aus  der  gegebenen 
Function  das  Argument  zu  finden. 

Sind  gleiche  Zwischenräume  vorhanden,  hat  man  also: 

SO  ist: 


A*y, 

1 . 2A*  ' ' 


wo: 


die  erste,  zweite  n.  s.  w.  Differenz  angeben.  Die  Gleichung  3)  nimmt  dann  die 
Form  an : 


4)  y=yi- 


Ay, 


+ 1.2.A*  ^ + 


(ar-jJ(x  — 3T,— A)(x— X,— 2A)  . . . (j— g,  — n— lA) 

1 • 2 . . . n - 1 A" 

Soll  aber  ans  den  gegebenen  Werthen  von  y das  Argument  x berechnet  wer- 
den, so  ist  X mit  y zu  vertauschen.  Gleiche  Zwischenräume  vorausgesetzt,  bat 
man  dann: 

A 

=— — , </*x  = — — . . . 

• ' Cy,+,-y,)Ay,Ay,^, 

Die  Formeln  entbehren  in  diesem  Falle  der  Einfachheit  und  Regelmässigkeit. 
Schreitet  man  nur  bis  zur  zweiten  Differenz  vor,  so  kommt  also: 

5)  . . . 


I 1 

Man  sieht  namentlich,  zum  Auffinden  des 
Arguments  diese  allgemeinere  Interpo- 
lationsmethode viel  Rechnung  darbietet. 
Tafeln,  welche  oft  gebraucht  werden,  sind 
daher  immer  so  einzuriebten , dass  man 
nach  der  erstgegebenen  Methode  verfah- 
ren kann.  — Indess  wird  auch  die  all- 
gemeinere Interpolation  dem  directen 
Berechnen  der  Grösse  selbst  in  der  Re- 
gel vorznxiehen  sein,  vorausgesetzt,  dass 
man  das  Gesetz  kennt,  wonach  dieselbe 
zu  entwickeln  ist.  Oft  genug  ist  dies 
aber  nicht  der  Fall.  Man  ist  auf  ein- 
zelne, durch  Versuche  oder  auf  andere 
Weise  gefundene  Werthe  angewiesen, 
die  man  in  eine  Tafel  ordnen  kann,  und 
die  Interpolation  nach  der  letztem  Me- 
thode wird  zur  Nothwendigkeit.  Welche 
Vortheile  für  einzelne  Fälle  oder  im  All- 
gemeinen sieh  hiermit  noch  verbinden 
lassen , dies  auseinander  zu  setzen, 
würde  hier  zu  weit  führen. 

Die  Interpolationsformeln  sind  aber 
auch  für  die  Berechnung  und  Prüfung 
der  Tafeln  selbst  von  besonderer  Wich- 
tigkeit. Man  wird  nämlich  nicht  für  alle 
in  den  Tafeln  enthaltenen  Werthe  direct 
die  FoncUonen  ermitteln,  sondern  dies 


sfi  y I ‘-iy* 

nur  für  grosse  Zwischenräume  thun,  die- 
selben in  den  kleineren  Zwischenräumen, 
weiche  die  Tafel  gehen  soll,  aber  durch 
Interpolation  nach  Formel  3)  oder  4) 
finden.  Damit  bei  den  mehrfachen  hier 
vorkommenden  Multiplicationen,  Divisio- 
nen und  Additionen  die  letzten  Stellen 
noch  genau  seien,  müssen  aber  die  Grund- 
werthe  auf  mehr  Stellen,  als  die  Tafeln 
enthalten,  gegeben  sein,  also  z.  B.  auf 
zehn  Stellen,  wenn  die  Tafeln  deren  sie- 
ben enthalten  sollen. 

Da  es  bei  allen  Tafeln  auf  Correct- 
beit  ankommt,  so  muss  eine  besondere 
Controlle  der  Rechnnngs-  und  Drackfeh- 
1er  eintreten,  und  dazu  hat  man  ein  sehr 
bequemes  Mittel,  indem  man  die  ver- 
schiedenen Dififerenzreihen  bildet.  Ist 
Alles  correct,  so  müssen  die  letzten  Dif- 
ferenzreihen ans  nur  sehr  langsam  sich 
ändernden  Zahlen  bestehen.  Wegen  des 
Einflusses  der  weggelassenen  Ziffern  wird 
allerdings  bei  der  letzten  Ziffer  immer 
trotz  der  Controlle  noch  eine  Unsicher- 
heit von  einer  oder  einigen  Stellen  blei- 
ben , und  ist  daher  bei  Berechnung  der 
Tafel  auf  die  Richtigkeit  dieser  Ziffer 
besonders  zu  achten.  . 
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IndeBs  selbst  diese  Unsicherheit  kann,  Unklarheit,  die  in  vielen  Btichem  derart 
da  auf  absolute  Genauigkeit  der  letzten  sich  findet,  nothwendig  auch  dem  mit- 
Stellc  doch  in  allen  Rechnungen  zu  ver-  theilen  muss , der  ans  den  in  Rede  ste- 
zichten  ist , den  Gebrauch  der  Tafeln  hendeii  Werken  Belehrung  schöpfen  will, 
kaum  gefährden,  während  Fehler  in  den  Namentlich  aber  sind  oft  die  Streitig- 
höbern  Stellen  den  NuUen  der  ersteren  keiten  spasshaft,  wenn  der  einen  Formel 
fast  illusorisch  zu  machen  im  Stande  von  Seiten  eines  andern  Verfassers  eine 

andere  gegenübcrgestellt  wird,  natürlich 
Die  Intcrpolationsformeln  können  auch  nls  die  eigentlich  wahre,  und  an  Beispie- 
ft  cilen  überhaupt  die  Tafeln  vertreten,  len  gezeigt  wird,  dass  letztere  besser  mit 


zuw 


insofern  man , wenn  für  einige  Werthe  der  Erfahrung  übereinstimme.  Nach 
der  Variablen  die  Function  gegeben  ist,  dem  Obigen  kann  dies  nicht  anders  sein, 
den  durch  Interpolation  sich  ergebenden  wenn  die  Beispiele  für  den  Zweck  aus- 


Werth  derselben  für  diese  setzen  kann, 
freilich  nur  in  gewissen  Grenzen.  Aen- 
dern  sich  diese  Grenzen,  so  ändert  sich 
somit  auch  die  Form  der  Function.  Da- 


gewählt sind,  denn  die  eine  Formel  gibt 
in  diesen,  die  andere  in  Jenen  Grenzen 
genauere  Intcrpolationswcrtbe. 

Wir  erwähnen  schliesslich  noch  der 


1/  \ 

7 +(y-yi)  z-zL 

• • •» 


wo : 


bei  braucht  man  den  wirklichen  Ausdruck  Tafeln,  welche  Functionen  von  zwei  oder 
derselben  gar  nicht  zu  kennen,  oder  darf  mehreren  Variablen  enthalten,  und  bc- 
ihn  ignoriren,  wenn  er  zu  complicirt  ist.  merken  nur,  dass  das  Gesagte  auf  solche 
Dies  ist  wichtig,  wenn  es  nicht  auf  einen  ebenfalls  Anwendung  findet,  da  jedem 
bestimmten  Werth  der  Function  ankommt,  Werthe  der  einen  Variablen  unendlich 
sondern  man  dieselben  in  Formeln  ein-  viele  der  anderen  entsprechen.  Die  In- 
setzen  will.  Freilich  gewähren  auch  terpolationsformeln  für  solche  Functionen 
dazu  die  Tafeln  die  Möglichkeit,  selbst  lassen  sich  leicht  durch  Wiederholung 
wenn  es  auf  Integrale  ankommen  sollte,  der  gegebenen  Schlüsse  ableiten.  Be- 
au deren  Stelle  dann  mechanische  Qua-  goügt  man  sich  mit  ersten  Differenzen, 
dratur  tritt.  Indess  würden  hierbei  oft  so  hat  man*: 

sehr  weitläufige  Rechnungen  erfordert,  ..  , ,,  , ^ 

und  ist  das  eben  angedeutete  Verfahren  ' y*  * * i*  yi»  i • • v 

daher  in  den  Anvs’endungen  der  Mathe- 
matik und  in  den  technischen  Rechnun- 
gen oft  vorzuziehen.  Auch  braucht  man 
sich  hierbei  nicht  gerade  der  Interpola- 
tionsformel 2)  zu  bedienen,  sondern  kann 
nach  Bedürfniss  andere  algebraische  oder 
transcendente  Ausdrücke  nehmen,  da  auch 
diese  in  gewissen  Grenzen  immer  gan- 
zen algebraischen  gleich  zu  setzen  sind. 

Nur  müssen  hinreichend  viel  Constanten 
darin  enthalten  sein , welche  sich  durch  • * * 

gewisse,  in  Zwischenräumen  gefundene 
Werthe  der  Function  bestimmen  lassen. 

Beispiele  hierzu  sind  z.  B.  die  Formeln,  jgt,  wie  sich  leicht  aus  den  Elementen 
welche  die  Dampfspannungen  im  Maxi-  der  Differenzialrechnung  ergibt, 
mnm  als  Function  der  Temperatur  ge- 
ben. Die  Formeln  hierfür  sind  ledig-  Tafol  (PerspCCtiva). 
lieh  als  Interpolationsformeln  zu  betrach-  r i u j u 

ten,  und  nehmen  für  verschiedene  Tem-  D>e  Ebene,  auf  welcher  das  Bild  ent- 

peraturgrenzen  auch  verschiedene  Gestalt  werfen  wird.  Sie  ist  Basis  Ke- 

an,  während  das  wirkliche  Gesetz  der  »ej».  dessen  Spitze  das  Auge  des  Beob- 
Dampfspannung  unbekannt  ist.  — Es  achtere,  und  dessen  Seiten  die  Verbin- 
wäre  daher  sehr  got,  dass  man  derglei-  dungslinien  desselben  mit  den  entspre- 
chen Ausdrücke j^als  1 das,  was  sie  sind,  ebenden  Punkten  des  Objects  sind.  Der 
als  Intcrpolationsformeln , auch  immer  Uurcbschnitt  der  Tafel  mit  dem  Kegel- 
gäber  .Leider  ist  es  aber  namentlich  in  uiantel  ist  eben  das  Bild, 
teohniseben  Werken  ein  sehr  schädlicher 

Missbrauch,  solche  Formeln  aus  einem  (AstrOIlOlIlIü  UHd  ChlMlOlOgiü}. 

Belebten'  und  falschen  Raisonnement  ab-  Im  astronomischen  Sinne  ist  Tag  die 
zuleiten,  in  dem  Bewusstsein,  dadurch  Zeit,  in  welcher  die  Erde  um  ihre  Axe 
das  wahre  Gesetz  gefunden  zu  haben,  rotirt.  Diese  Zeit  wird  auch  Stemontag 
wodurch  sich  die  grosse  Verwirrung  und  genannt,  , 
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Tantochrone. 


Ihm  gegenüber  steht  der  Sonnentag, 
d.  h.  die  Zeit,  in  welcher  die  Sonne  za 
gleicher  Höhe  über  den  Horizont  zurück- 
kehrt. Im  bürgerlichen  Leben  bestimmt 
man  hierzu  die  Zeit  zwischen  den  zwei 
tiefsten  Standpunkten  (untern  Cnlmina- 
tionen)  der  Sonne,  also  von  Mitternacht 
zu  Mitternacht,  in  der  Astronomie  oft 
auch  die  Zeit  zwischen  zwei  Mittagen 
(obem  Culminationen  der  Sonne).  — 
Die  Sonnentage  sind  im  Laufe  des  Jah- 
res ungleich,  immer  aber  hat  das  Jahr 
einen  Sonnentag  weniger  als  Stemen- 
tagc. 

Zur  Ausgleichung  und  zur  bürger- 
lichen Zeitbestimmung  dient  der  mittlere 
Tag,  d.  h.  die  arithmetische  Mitte  aus 
allen  Tagen  eines  Jahres.  Sein  Verbält- 
niss  zum  wahren  Sonnentage  gibt  die 
Zeitgleichung,  oder  was  dasselbe  ist, 
den  Unterschied  des  Ganges  einer 
Taschenuhr  von  dem  der  Sonnenuhr. 

Die  Einführung  der  mittleren  Tage 
ins  bürgerliche  Leben  stammt  erst  seit 
Ende  des  vorigen  Jahrhunderts.  — Nicht 
alle  Völker  zählten  die  Tage  von  Mitter- 
nacht an , sondern  viele  wählten  noch 
viel  schwankendere  Anfangspunkte,  die 
Juden  vom  Sichtbarwerden  der  Gestirne. 

Im  engeren  Sinne  ist  Tag  die  Zeit, 
während  deren  die  Erde  von  der  Sonne 
erleuchtet  ist;  sie  ist  also  ungleich  für 
verschiedene  Breiten  und  Jahreszeiten. 
Auch  hier  tritt  ein  Sdiwanken  ein.  Man 
kann  den  Tag  von  Sonnen-Aufgang  bis 
Untergang,  oder  vom  Anfang  der  Mor- 
gendämmerung bis  zum  Ende  der  Abend- 
dämmerung rechnen. 

Tagebogen  (Astronomie). 

Diejenige  Zeit  oder  derjenige  Theil 
eines  Parallelkreises,  welche  ein  Stern 
von  seinem  Auf-  bis  zum  Untergange 
znrücklegt.  — Ciicumpolarsterne  haben 
also  einen  Tagebogen  von  24  Stunden 
oder  360  Grad. 

Tangente , Berfthmngslinle  (Geome- 
trie). 

Diejenige  Grade,  welche  die  Grenze 
der  Bichtang  einer  Sehne  bezeichnet, 
wenn  man  zwei  Schnittpunkte  derselben 
einander  immer  näher  rücken  lässt.  Kür- 
zer kann  man  auch  sagen : Die  Tangente 
ist  diejenige  Sehne,  von  der  zwei  Schnitt- 
punkte einander  unendlich  nahe  sind. 

Tangente  (Trigonometrie). 

Der  Quotient  des  Sinus  durch  den 
Cosinus,  oder  wenn  man  den  gegebenen 
Winkel  als  zu  einem  rechtwinkligen 


Dreieck  gehörig  denkt:  das  Verhältniss 
der  gegenüberliegenden  Cathete  zur  an- 
liegenden. 

Denkt  man  den  Winkel  als  Centri- 
winkel  eines  Kreises  mit  Radius  Eins, 
so  ist  Tangente  auch  das  zwischen  bei- 
den Schenkeln  liegende  Stück  derjenigen 
geometrischen  Tangente  an  den  Kreis, 
welche  in  dem  Schnittpunkte  des  einen 
Schenkels  berührt. 

Tangentialkraft  (Dynamik). 

Wenn  irgend  ein  Punkt  sich  in  einer 
Curve  bewegt,  und  man  zerlegt  die  auf 
ihn  augenblicklich  wirkende  Kraft  nach 
Normale  und  Tangente,  so  wird  die  letz- 
tere Componentc  mit  diesem  Namen  be- 
zeichnet. 

Tangentialrad  (Maschinenlehre). 

Gleichbedeutend  mit  Turbine. 

Tara  (practisches  Rechnen). 

Die  Vergütigung,  welche  dem  Käufer 
einer  Waare  für  den  geringem  Werth 
der  Verpackung  vom  Bruttogewicht  der- 
selben bewilligt  wird.  In  der  Regel 
wird  die  Tara  nicht  jedesmal  einzeln 
durch  Wiegen  bestimmt,  sondern  sie  ist 
ein-  für  allemal  festgestellt  (Usotara), 
und  besteht  entweder  in  einem  gewissen 
Procentsatz  von  der  Kaufsumme,  oder 
im  Freigeben  eines  gewissen  Gewiebt- 
satzes.  Existiren  solche  Feststellungen 
nicht,  so  ermittelt  man  wohl  auch  bei 
grossem  Sendungen  durch  Wiegen  der 
Verpackungen  einzelner  Colli  einoDurch- 
sebnittstara,  und  überträgt  diese  auf  die 
ganze  Sendung. 

Tancherkolben  (Maschinenlehre). 

Kolben,  wie  sie  bei  Dmckpumpen  in 
Anwendung  kommen.  Der  Taucherkol- 
ben ist  mit  einem  verticalen  engen  Ka- 
nal versehen,  welcher  oben  durch  einen 
Hahn  geschlossen  ist.  Oeffnet  man  die- 
sen, so  wird  der  innere  Pumpenraum 
mit  der  äussem  Luft  in  Verbindung  ge- 
bracht, und  dadurch  die  unter  der  Stopf- 
büchse und  im  Cylinder  angesammelte 
verdichtete  Luft  entfernt. 

Tantochrone  (Dynamik). 

Diejenige  Curve,  auf  welcher  ein  Kör- 
per, aus  ungleichen  Höben  herabfallend, 
in  gleicher  Zeit  eine  Schwingung  aus- 
führt.  Die  Cycloide  oder  Badlinie  bat 
diese  Eigenschaft  (vergleiche  den  Arti- 
kel : Radlinie). 


Taylor’scher  Satz. 


Theiler. 
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Ttylor'scher  Sati  (Analysis). 

Die  bekannte  Formel,  welche  die  Ent- 
wickelung der  Functionen  nach  ganzen 
positiven  Potenzen  des  Zuwachses  gibt: 

/■(»+*)=/(•>)+»/■' w+j^rw 

Ueber  Beweis  und  Anwendung  derselben 
siche  den  Artikel:  Quantität  (imagin&re). 

Telescop. 

Siehe  Fernrohr. 

Tenninrechnnng  (practisches  Rech- 
nen). 

Die  Beductionen  der  ungleichen  Zei- 
ten , in  welchen  gewisse  Summen  zahl- 
bar sind,  auf  eine  mittlere  Vcrfallzeit, 
oft  auch  der  ungleichen  Zinssätze  auf 
einen  mittleren.  Ein  Beispiel  wird  dies 
Verfahren  klar  machen. 

Bei  spiel. 

Jemand  schuldet  300  Thlr.  zu  4^  in 
4 Monaten,  600  Thlr.  zu  5 { in  6 Mo- 
naten, 200  Thlr.  zu  3|  £ in  8 Monaten. 

Man  redneirt  zunächst  auf  und 
1 Monat.  Also  da  z.  B.  die  Zinsen 
von  300  Thlr.  zu  4 ^ gleichbedeutend 
mit  den  Zinsen  von  4 - 300  zu  l g,  und 
4 • 300  Thlr.  zu  4 Monaten  so  viel  Zin- 
sen geben,  als  4 • 4 • 300  in  1 Monat,  so 
hat  man  also  zu  bilden : 

. 300-4  =1200  — 1200-4  = 4800 

600-5  =3000  3000-6=18000 

200-3}=  700  700-8=  5600 

1100  4900 

Indem  man  die  betreffenden  Glieder 
nddirt,  findet  man  also,  dass  sich  1100 
so  verzinsen,  wie  4900  zu  lg,  woraus 
her^'orgeht,  dass  sie  zu: 

= 8 

ansstchen  müssen,  und  dass  4900  Tba- 
1er  so  viel  Zinsen  bringen,  wie  28400 
in  einem  Monat,  so  dass  die  Summe 
Monat  ausgestanden  haben 
muss.  Es  ist  also  4*8  der  mittlere 
Zinsfass,  5|g  Monat,  gleich  5 Monat 
24  Tage,  die  mittlere  Verfallzeit. 

Terrestrisches  Fernrohr  (Optik). 

Ein  Fernrohr,  ^velches  die  Gegenstände 
aufrechtstehend  zeigt.  (Siehe  den  Ar- 
tikel: Fernrohr.) 


Teiüe  (Chronologie). 

Der  sechzigste  Theil  einer  Secunde. 

Tetraeder  (Geometrie). 

Ein  von  vier  Dreiecken  begrenzter 
Körper. 

Tetragon. 

Siehe  Viereck. 

Tetragonalxahi  (Arithmetik). 

Gleichbedeutend  mit  Quadratzahl. 

Thaler  (Ittniwesen). 

Die  HauptreebnungsmOnze  Deutsdi- 
lands  und  anderer  Länder.  Kach  der 
Convention  von  1856  worden  in  allen 
deutschen  Staaten  Thaler,  deren  30  auf 
ein  Pfund  fein  neuen  Gewichts  (}  Kilo- 
gramm) gehen,  und  zu  * Feingehalt 
ausgeprägt.  Nach  dem  ältem  Vertrage 
von  1838  prägten  die  Zollvereinsitaaten 
14  Thaler  aus  einer  Cölnischen  Mark 
feinen  Silbers  (0,2338123  Kilogramm), 
und  zu  12  Löth  Feingehalt,  also  |.  Es 
ist  sonach- das  Verhältniss  des  neuen 
Thalers  znm  alten: 

*:  *0.2338123, 
also  das  Verhältniss  ist: 

1 : 1,002053  = 0,998949:1. 

Von  andern  Thalem  sind  zu  merken: 

Der  Hamburger  Bankthaler  (11}  auf 
die  COlnische  Mark). 

Ffir  Dänemark: 

Der  Beicbsbankthaler  (18}  auf  die 
COlnische  Mark). 

Der  Spedesthaler  (9}  auf  die  Mark). 

Thaler  Courant  (11}  auf  die  Mark). 

Für  Schweden : 

Species-Beichsthaler  (9,162  auf  die 
Mark). 

Blosse  Bechnnngsmünze  ist  der  Tha- 
ler Gold,  und  wird  darunter  der  fünfte 
Theil  des  Lonisd’or  oder  der  Pistole  ver- 
standen. 

Thara. 

Siehe  Tara. 

Theiler  (Arithmetik). 

Gleichbedeutend  mit  Divisor.  Ueber 
das  Auffinden  der  einfachen  Theiler  der 
Zahlen,  sowie  der  grössten  gemeinschaft- 
lichen Theiler  mehrerer  Zahlen  siehe 
den  Artikel:  Quotient. 


DIgltized  by  Google 


Theilkreis. 


9 


Thierkreis. 


Theilkreis  (Haschinenlehre). 

Der  (gedachte)  Kreis,  auf  welchem  dio 
Theilung  eines  Zahnrades  anznbringen 
ist  (vergleiche  den  Artikel:  Rad). 

Theilung  (Arithmetik). 

Zerlegung  einer  Summe  in  zwei  oder 
mehrere  Glieder. 


Mikrometer  sind  wie  bei  andern  astro- 
nomischen Instrumenten. 

Theorem  (allgemeine  Mathematik). 

Siehe  Lehrsatz. 

Theorische  Astronomie  (Astronomie). 

Die  Lehre  von  der  wahren  Bewegung 
der  Himmelskörper  (siehe:  Astronomie). 


Theilung  (Geometrie). 

Zerlegung  einer  Raumgrösse  in  meh- 
rere StOcho,  nach  irgend  einem  Gesetze. 

Die  Theilung  der  graden  Linie  enthält 
der  Artikel:  Raumlehre,  lieber  die  Thei- 
lung gradliniger  Figuren  siehe  den  Ar- 
tikel : Dreieck,  über  die  des  Kreises 
siehe : Kreistheilung,  über  die  der  Lem- 
niscate:  elliptische  Transcendenten. 

Theodolith  (practische  Astronomie  und 
Geodäsie). 

Instrument  zur  gleichzeitigen  Aufnahme 
des  Azimuthes  und  der  Höhe.  Es  be- 
steht aus  einem  horizontalen  eingctheil- 
ten  Kreise  D und  einem  vertikalen  F 
(Fig.  1),  beide  verbunden  mit  Femröh- 

Fig.  1. 


Thermometer  (Wärmelehre). 

Jedes  Instrument  zum  Messen  der 
Temperatur.  Die  gebräuchlichsten  sind 
die  Weingeist-  und  Quecksilber-Thermo- 
meter, ausserdem  sind  Metall-  und  Luft- 
Thermometer  zu  bemerken.  Die  fein- 
sten Thermometer  bestehen  aus  einer 
Thermosäule  in  Verbindung  mit  einer 
Boussole.  Was  die  Eintheilnng  anbe- 
trifift,  so  sind  hauptsächlich  deren  drei 
üblich : 

Das  RtSanmur’sche  Thermometer,  na- 
mentlich in  Deutschland  gebräuchlich, 
in  welchem  der  Abstand  vom  Gefrier- 
zum  Siedepunkte  in  80  Grad  getheilt 
wird. 

Das  Celsius’schc,  in  Frankreich  einge- 
fUhrt,  wo  dieser  Abstand  in  100  Grad 
zerfallt. 

Beide  haben  den  Nullpunkt  der  Thei- 
lung im  Gefrierpurkte. 

Das  Fahrenheit'sche , in  England  üb- 
lich, theilt  diesen  Abstand  in  180  Grad, 
hat  aber  seinen  Nullpunkt  32  Grad  (Fah- 
renheit) unter  dem  Gefrierpunkte. 

Vergleiche  den  Artikel  Warme. 


Thesis  (allgemeine  Mathematik). 

Behauptung;  das  in  einem  Satze  Aus- 
gesagte oder  Behauptete  im  Gegensätze 
zur  Hypothesis  oder  Voraussetzung. 


Thetareihen  (Analysis). 

Die  Reihen,  welche  Zahler  und  Nen- 
ner der  elliptischen  Functionen  darstellen. 
Auch  die  Abcl’schen  Functionen  w'erden 
auf  ähnliche  Reihen  zurückgeführt. 


ren  C und  E.  C ist  beweglich  um  eine 
Vertikalaxe  und  an  dieser  Bewegung 
nimmt  auch  Kreis  F Theil.  E ist  be- 
weglich um  eine  Horizontalaxe.  Dreht 
man  das  erste  Fernrohr  so  lange,  bis 
F in  den  entsprechenden  Scheitelkreis 
fällt,  und  bringt  dann  E in  die  Gesichts- 
linie des  gesuchten  Objects,  so  kann  auf 
dem  ersten  Kreise  das  Azimuth,  auf  der 
andern  die  Höbe  abgelcsen  werden.  Die 
Fräcisionsvorrichtungen , Stauen,  Stell- 
schrauben, Femröbre  zum  Ablesen  und 


Thierkreis  (Astronomie). 

Der  über  den  ganzen  Himmel  gehende 
grösseste  Kreis,  in  welchem  sich  die 
Ekliptik,  d.  h.  die  scheinbare  Sonnen- 
bahn, befindet.  Er  wird  in  zwölf  Theile 
getheilt,  welche  nach  den  dort  befind- 
lichen Sternbildern  meistentbeils  Thier- 
namen führen : Widder,  Stier,  Zwillinge, 
Krebs,  Löwe,  Jungfrau,  Waage,  Scor- 
pion,  Schütz,  Steinbock,  Wassermann, 
Fische. 

Jeder  dieser  Theile  entspricht  einem 
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Torgionspendel. 


Monat«^  derart,  dass  vom  Fr&hlinge&qoi- 
noctinm  bis  zam  21.  April  sich  die 
Sonne  im  Widder  befindet  u.  s.  w. 

Thomsons  Turbine  (Hydraulik). 

Siehe  Turbine,  hydraulisches  Rad. 

ThnrmmtUiIe  (Haschinenlehre). 

Siebe  Mühle,  Windmühle. 

Tiefe  (Ferspectire). 

Die  senkrechte  Entfernung  eines  bin* 
ter  der  Tafel  befindlichen  Punktes  von 
derselben. 

Ton  (Aknstik). 

Die  durch  regelmässige  (pcndelartige) 
Schwingungen  elastischer  Körper  hervor- 
gebrachte wellenförmige  Bewegung  der 
Luit  nnd  der  übrigen  umgebenden  Kör- 
per in  ihrer  Einwirkung  auf  den  Gehör- 
sinn. Helmholz  unterscheidet  den  Ton 
vom  Klange,  indem  er  unter  dem  erste- 
ren  eine  einfache  pendelartigo  Schwin- 
gung, unter  dem  letzteren  eine  zusam- 
mengesetzte versteht. 

lieber  die  Gesetze  der  Entstehung  von 
dergleichen  Schwingungen  vergleiche  den 
Artikel:  Schwingungen  und:  Wellenbe- 
wegung, über  die  Entstehung  des  Tones 
daraus  und  die  Gesetze  der  Töne  den 
Artikel:  Aknstik. 

Tonart  (Akustik). 

Die  Art  und  Weise,  wie  die  einzelnen 
Töne  der  Scala  aus  dem  Grundtone  ab- 
geleitet werden.  (Vergleiche  den  Arti- 
kel: Akustik.) 

Tonika  (Aknstik). 

Gleichbedeutend  mit  Grundton. 

Tonne  (Hessknnst). 

Ein  Gewicht  und  Flflssigkeitsmaass 
an  verschiedenen  Orten.  Die  englische 
Tonne  (Tun)  enthält  20  englische 
Centner. 

Xis  Körpermaass  hat  die  englische 
Tonne  \ Last  = 5 Quarters , als  Wein- 
maass  2 Pipen  = 252  Gallons. 

Die  Schiffstonne  enthält  20  Centner. 

Als  Flüssigkoitsmaass  ist  die  Tonne 
in  verschiedenen  Gegenden  Dentschlands 
üblich.  Die  Dresdener  Tonne  hat  105 
Dresdener  Kannen,  die  Leipziger  75  Leip- 
. ziger  Kannen , die  Berliner  160  Quart, 
die  Kopenhagener  136  Pott,  die  Stock- 
holmer A8  Kannen. 


Tonnenftoh  (Hasehinenlehre). 

Die  aus  Brettern,  Stangen  n.  s.  w. 
gebildete  Bahn , auf  welcher  in  einem 
flachen  Schachte  die  Kübel  stehen. 

Dieselbe  ist  an  den  Seiten  nnd  in 
der  Mitte  mit  aufrechten  Brettern  ver- 
sehen, damit  die  Kübel  nicht  mit  einan- 
der und  mit  andern  Gegenständen  zn- 
sammenstossen. 

TonnengoblAse  (Maschinenlehre). 

Ein  doppelt  wirkendes  Gebliise  mit 
Wasserliderung.  (Vergleiche  den  Ajrti- 
kel:  Gebläse.) 

Tonnengewölbe  (Statik). 

Ein  Gewölbe,  bestehend  ans  einem 
Halbkreise  auf  zwei  parallelen  Wänden. 
(Vergleiche  den  Artikel:  Gewölbe.) 

Tonnemnfthle  (Hydranlik). 

Eine  Wasserscbnecke  (Schraube)  mit 
rechtwinkligem  Querschnitte,  welche  von 
aussen  mit  cylindrischem  Mantel  umge- 
ben ist,  weicher,  fest  mit  den  Gängen 
verbunden,  dem  Ganzen  das  Ansehen 
einer  Tonne  gibt. 

Tontino  (praetisehes  Rechneii). 

Eine  Leibrente,  zu  deren  Ankauf  sich 
eine  Gesellschaft  derart  verbindet,  dass  die 
Ueberlebenden  die  Rente  der  Verstorbe- 
nen erben.  lieber  die  Berechnung  der 
Tontinen  siehe  den  Artikel:  Rente. 

Torsion  (Statik). 

Die  Drehung,  welche  die  einzelnen 
Fasern  eines  nicht  völlig  festen  Körpers 
unter  der  Einwirkung  zweier  gleichen, 
aber  entgegengesetzten  Paare  erleiden. 

Torsionselastieit&t  (Statik). 

Die  durch  Torsion  in  einem  elastischen 
Körper  erregte  Kraft. 

Torsionsfestigkeit  (Statik). 

Der  Widerstand  gegen  die  Torsion, 
welche  in  einem  festen  Körper  statt- 
findet. 

Vergleiche  über  die  Theorie  der  Tor- 
sion die  Artikel:  Elasticität  nnd:  Festig- 
keit. 

Torsionspendel  (Dynamik). 

Eine  elastische  Stange  oder  ein  sol- 
cher Faden,  welcher  vermittelst  der  Tor- 
sion um  seine  eigene  Axe  "schwingt. 
Dieselbe  ist  in  der  Regel  mit  einem 
Querarme  C C,  (Fig.  2)  versehen,  durch 
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Torsionspendel. 


Fig.  2. 


dessen  Drehung  man  die  Schwingungen 
hervorhringt.  Sei  l die  Länge  des  ha- 
dens  OD,  a=CD  der  Radius  des  Quer- 
anns,  9 der  momentane  Drehnngsvrin- 
kel  CDM.  Die  Torsion  wirkt  auf  den 
Arm  als  ein  Paar,  welches  diesem  Win- 
kel & proportional  ist  und  die  Grösse 
hat : 

.7  WC 

wo  W das  Trägheitsmoment  des  Fa- 
dens, C der  Elasticitätsmodul  ist.  Man 
hat  somit,  wenn  Mk*  das  Trägheitsmo- 
ment des  Querarms  C C,  ist : 

lö  + — =“• 

Diese  Formel  ist  ganz  wie  die  angenä- 
herte Pendelformel  zu  integriren. 

Setzt  man: 

d» 

= M» 


S = n cos 


Ti 


cw 

IM' 


di 

so  kommt: 


dt-^^ 

dt..-. 


u*  = 


CW 

l 


wo  tt  der  Anfangsw^rth  von  9-  ist,  also : 
d9 


y«» 

also  abermals  integrirt: 


__  dt  feW 
H “ k\  IM ' 


arccos 


± - JL  i/^ 

a “ k y /Af’ 


Das  Pendel  macht  isochrone  Schwingun- 
gen, welche  von  dem  Ansschlagswinkel 
a unabhängig,  und  wo  die  halbe  Sebwin- 

gungsdaner  gleich  kn  y ist 

Das  Torsionspendel  dient  namentlich 
dient  namentlich  als  Drehwaage,  welche 
von  Colomb  herrUbrt  Dieselbe  wandte 
Cawendish  an , um  die  mittlere  Dich- 
tigkeit der  Erde  zu  bestimmen. 

Sei  wieder  C C,  ^ig*  3)  die  Quer- 
stange. In  O und  0*  sind  zwei  Blei- 
kugeln von  8 Zoll  Durchmesser  (eng- 
lisch) angebracht,  welche  anziehend  auf 
('  und  C,  wirken.  Sei  wieder  DC=a, 
DO  = b,  Winkel  CDO  = y,  die  Masse 
jeder  Bleikugel  gleich  M,  CDM=  9 der 
momentane  Drebungswinkel,  MO  = z, 
(o  hat  man : 

**  = 2a6  C08(y—9). 

Die  Anziehungskraft  der  Bleiku- 
geln wirkt  neben  der  Torsion.  Diese 
Anziehungskraft  ist  umgekehrt  dem 
Quadrat  der  Entfernung  proportio- 
nal , also  wirkt  auf  M in  Rich- 
tung MO  die  Kraft  wo  n die  Masse 

der  Kugel  C ist.  Diese  Kraft  zerfällt 
in  eine  normale,  welche  wegen  der  Festig- 
keit der  Querstange  vernichtet  wird,  und 
in  eine  tangentiale: 
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Törsionspendel. 


Fig.  8. 


auf  Cj.  Die  Wirkung  von  (y  auf  C 
• und  von  O auf  C^  ist  dagegen  zu  ver- 
nachlässigen, und  man  hat  die  Bewe- 
Die  zweite  Kugel  wirkt  in  gleicher  Weise  gungsgleichung : 

, CW&  2u  mahn  Bin  {y—&) 

di^  + —r  = • 

Nimmt  man  an,  dass  der  Querstab  nur  ein  sehr  geringes  Gewicht  habe,  also  die 
Kugeln  C und  allein  die  Masse  M bilden,  so  ist  Mk"^—  2ita*,  also: 

d'*  & CW & _ fibm  sin  (y—&) 

“dP  z»  * 


Mit  Vernachlässigung  der  hohem  Potenzen  von  & erhält  man: 


ad*& 

dt* 


=g'ß-g'», 


wo  gesetzt  wurde: 

[(a*-l-6*)  cosy— 2a6— ofcsin  y*] 


ftmb  CW 
c*  ^ 2UuC 


umbBiny 

P •“ i — 7^”»  ^ 

c*g' 

Durch  Integration  erhält  man  ganz  wie 
oben : 

ff=^+<ICOS  (»  |/Z+1), 

wo  tt  und  l Constante  sind. 

Man  hat  also  isochrone  Schwingun- 
gen, deren  halbe  Dauer  n ^ -—p 

dem  Vergleich  dieser  Zahl  mit  der  hal- 
ben Schwingungsdancr  eines  gewöhn- 
lichen mathematischen  Pendels  lässt  sich 
das  Verbältniss  der  Dichtigkeit  der  Erde 
zu  der  der  Bleikugeln  ableiten.  Diese 


= a*-f  6*— 2o6cos  y. 

halbe  Schwingungsdauer  ist  nämlich  (siehe 
die  Artikel;  Pendel,  oder:  Rotation) 

71  t/ wo  l die  Pendellänge,  g die  Be- 

t 9 . -r.  • 

schleunigung  der  Schwere  ist.  Damit 

also  beide  Pendel  in  gleicher  Zeit  ihre 

Schwingungen  machen,  muss  sein: 

ga=g*l. 

Ist  M die  Masse  der  Erde,  r der  Ra- 
dius, BO  hat  man  aber: 


uM 

^ = 7^' 


Ausserdem  war: 


,_f*mb  siny 
^ ’ 
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wo  6,  c und  y bekannt  sind.  — /J  lässt 
sich  leicht  experimental  bestimmen.  Man 
hat  nämlich: 


f&r  < = 0:  9 = ß-\-acosl, 


and: 
fdr 


ir 


&^zzß—acoB  A, 


^ ^ 

so  dass  ß— — g — 1-  gleich  dem  halben 

Ansscblagswinkel  des  Torsionspendcls 
ist.  Somit  also  ergibt  sich: 


M= 


mb  Ir*  sin  y 

~e*Jä  * 


m ist  ebenfalls  bekannt.  — Anf  diese 
Weise  findet  Cawendish  för  die  mittlere 
Dichtigkeit  der  Erde , die  des  Wassers 
als  Einheit  genommen,  5,48,  Hntton  fin- 
det 532,  Reicht  durch  einen  gcnauom 
Apparat  5,43,  später  5,583,  Bayly  5,675. 

Aehnliche  Apparate,  und  dies  ist  ihre 
ursprüngliche  Bestimmung,  werden  zur 
Bestimmung  der  electrischen  und  magne* 
tischen  Intensität  angewandt.  Vergleiche 
hierüber  den  Artikel : Drehwaage. 

Totalisenr,  Totalisimngsapparat  (Ma- 
schinenlehre). 

Vorrichtung,  um  die  Arbeit  einer  Kraft 
zu  messen  (vergleiche  den  Artikel:  Dy- 
namometer). 


Trabant  (Astronomie). 

Siehe  Satellit. 


Tractorie,  Znglinie  (Geometrie). 

Eine  Curve,  deren  Tangente  vom  Be- 
rührungspunkt bis  zu  einer  andern  Curve, 
Directrix  genannt,  eine  constante  Grösse 
bat.  Die  Tractorie  entsteht,  wenn  man 
einen  biegsamen , an  einem  Ende  be- 
lasteten Faden  mit  dem  andern  Endo 
an  einer  Curve  auf  horizontaler  Ebene 
entlangschiebt. 

Um  die  Gleichung  der  Tractorie  zu 
finden , bedienen  wir  uns , wie  öfter  in 
diesem  Wörterbnehe,  der  Beziehung 
zwischen  Bogenlänge  und  Tangenten- 
winkel. 

Sei  s der  Bogen  der  Directrix  von 
einem  festen,  sonst  beliebigen  Funkte 
an  bis  zu  dem  betreffenden  Punkte  A 
(Fig.  4),  / der  Winkel  der  durch  A ge- 
zogenen Tangente  mit  einer  festen  Li- 
nie CEj  Ati=a  die  Tangente  an  die 
Tractorie,  B ein  Funkt  derselben,  B „A^ 
zwei  nächste  Punkte  der  Tractorie  nnd 
Directrix,  also  B^  A^  = BA  = a.,  der  Bo- 
gen der  Tractorie  sei  gleich  a,  der  Win- 
kel ihrer  Tangente  BA  mit  CE  gleich 
A,  also  BB^=d(Tt  Winkel  AB A^  = </A. 
Setzen  wir  noch  Winkel  BAA^=r,  so 
ist  in  Dreieck  ABA^: 

a—da  _ d$  _ a 
sin  j ~ dl  ~ sin  (r-f-dfA)’ 

und  ausserdem  in  Dreieck  CAE: 
7i-/-fA=r, 
woraus  sich  leicht  ergibt: 

1) 

2) 


a(/A  = sin  (/— A)  ds, 
da  = — cos  (f  — A)  d$. 


Fig  4. 


•1 


t j 


n».- 


J ■ 

f»  . r 


r»r;iia  * 

V J • ' I'  i'  sl'Sf  ' 

*,n  I '■ 

1 I!  r.  , ? ' ? ' ' i ' 


n ; . - 
, i-U  lull  ■ 
a'i  il 

|*>ni 


.1  [»:■''*  'I 

Ij  I i ..t  i 


• A. 


v: 
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Tractorie. 


Die  eiaAushste  Tractorie  ist  die,  deren 
Directrix  eine  Grade  ist.  Indem  wir 
letztere  mit  der  Linie  CE  identificiren, 
erhalten  wir  1 = w,  also : 


adA  = sinA</s,  da—coBld$, 


aomit: 


da-^acoildi,  o = <tlgsinA, 

wo  ff=0  för  ^ — gC8et*t  iat;  also 
anch: 


sin  A = e “ . 

Noch  gibt  die  Gleichung  1)  sehr  leicht: 

t 

tgy  = e , 

wo  ebenfalls  » = 0 für  i = -^  gesetzt  ist. 

Nimmt  man  CE  als  Abscissenaxe,  und 
legt  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
so,  dass  die  Ordinatenaxe  die  Tractorie 
berührt,  so  ist  der  eben  gefundene 
Werth  von  $ offenbar  die  Snbtangente, 
während  man  hat: 

dy 

^ÄsinA,  dy  = acoBi,di, 
y = fl  sin  L 

da  offenbar  fÖr  = y = fl  ist. 


wo  man  ebenfalls  mit  beginnt. — 

Was  die  Gestalt  der  Curve  anbetrifft,  so 
ist  aus  der  Gleiebung: 

fl 

sin  A = e® 

ersichtlich,  dass  c nur  negativ  sein  kann, 
und  dass  den  äussersten  Wertben  o = — oo : 

A=rO  und  X = n,  a = 0 dagegen  i = 

iS 

entspricht.  Zu  jedem  A und  dem  ent- 
sprechenden n — A gehört  ein  gleicher 
Werth  von  «r.  Die  Curve  zerAlllt  also 
in  zwei  congruento  Zweige,  die  sich  in 
einer  Spitze  an  einander  scbliessen,  wo 
die  Axe  der  y berührt  ist,  während  die 
Axe  der  x eine  Asymptote  ist.  Der 
Flächeninhalt  des  ganzen,  ins  Unendliche 
fortgesetzten  Zweiges  wird  gefunden, 
wenn  man  A = 0 und  A = rr  setzt.  Man 
erhält  bezüglich: 


Tlfl* 


E’—  ' “ 


und 


na^ 


Ausserdem  ist: 


(fxzrcos  Adtf = 


g cos  A*  dX 
sinA  ’ 


also : 


also  jedesmal  der  vierte  Theil  eines 
Kreises,  der  « zum  Durchmesser  hat. 

Sei  jetzt  die  Directrix  ein  Kreis,  so 
ist  s=sr/,  wenn  r der  Radios  desselben, 
und  die  Linie  CE  ein  Durchmesser  ist. 
Man  hat  dann : 

1)  fldA  = r sin  (/— A)  <ft, 

2)  da  — —r  C08  (l—X)  dl, 
also  wenn  wir  /— A = r setaen : 

adX  = r sin  r (</r  -f  dA), 

oder : 


* = ‘*(‘g-j+co8  A-1), 

da  * für  A= verschwindet. 

Elirainirt  man  A aus  diesen  Ausdrücken, 
so  hat  man  die  Gleichung  der  Tractorie 
in  Farallelcoordinaten.  Die  Rcctiiica- 
tionsformel  enthält  die  Gleichung: 

fl 


sin  A = e " 

unmittelbar.  Was  die  Quadratur  anbo- 
trifft,  so  ist  die  Formel  dafür: 


also : 


F^J'ydxriza^J'  cosA’dA, 


j(2A+sin2A-n), 


t,  V oju  r ur  . aar 

oA  = — I : — = dl ; : — » 

fl+rsini  rt-|-rsinr 

(r-f  a sin  r\ 
fl+r  sin  I/’ 


A = r + 


arc  cos  I 


wo  der  Anfangswerth  von  A angemessen 
bestimmt  ist,  nnd  ausserdem : 


dff  = — r cos  r (dr-f-  dA) 


= — rcosr  (2dr — Y 

\ . fl-f-rsinr/ 


g=  — 2r  sinr  + alg(fl-frsin  r)  — flig «t 

wenn  för  r = 0 also  für  f=A  auch  fl  = 0 
genommen  ist. 

Die  letztere  Formel  dient  zur  Recti- 
heation.  Eliminirt  man  r,  so  bat  man 
die  Gleichung  der  betreffenden  Tractorie. 

Die  Tractorie,  derdh  Directrix  eine 
Grade  ist,  hat  auch  eine  mechanische 
Anwendung. 


•'vsrw 
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Trägheitsmoment. 


Sei  R der  Axendruck  für  den  Qna> 
drauoll  eines  stehenden  Zapfens , wel- 
cher eine  Rotationsfläche  von  zu  bestim- 
mender Gestalt  bildet.  Der  Nonnaldmck 
gegen  den  Zapfen  ist  dann  offenbar  gleich 

— — , wo  a der  Neigungswinkel  des  be- 
sin  o 

treffenden  Flächenelements  gegen  die 
Axe  ist.  Dieser  Grosse  ist  die  Rei- 
bung proportional.  Ist  noch  x der  ho- 
rizontale Abstand  des  Elements  von  der 
Axe,  so  ist  das  Moment  der  Reibnng 

gleich  -r— . Offenbar  aber  ist 

Bin  n sin  <r 

gleich  der  Länge  der  Tangente  an  die 
Erzeugungscurve  vom  Berührnngspankt 
bis  zur  Axe.  Soll  nun  der  Zapfen  (so- 
genannter Antifrictionszapfen)  einer 
gleichroässigcn  Abnutzung  unterliegen, 
BO  muss  dieses  Moment  constant,  d.  h. 
die  Erzeugungscurve  des  Zapfens  eine 
Bujghens’sche  Tractorie  sein,  deren  Di- 
rectrix  die  Zapfenaxe  ist. 

Träger  (Häschinenlehre). 

Jede  Einrichtung  zum  Tragen  oder 
Stützen. 

Trägheit  (Hechanik). 

Die  Eigenschaft  der  materiellen  Punkte, 
sich  unter  dem  Einflüsse  eines  momentan 
wirkenden  Antriebes  so  lange  mit  gleich- 
mässiger  und  gleichgerichteter  Geschwin- 
digkeit zu  bewegen,  bis  ein  anderer  An- 
trieb hinzukommt.  Die  Trägheit  ist 
also  weiter  nichts,  als  der  metaphysische 
Satz  vom  zureichenden  Grunde  auf  die 
Mechanik  angewandt  Es  ist  die  Träg- 
heit aber  lediglich  eine  Abstraction,  da 
erstens  die  in  der  Natur  wirkenden 
Kräfte  nicht  momentan,  sondern  conti- 
nuirlich  sind,  also  die  Trägheit  nicht  für 
diese  Kräfte  selbst,  sondern  für  die  un- 
endlich kleinen,  von  Moment  zu  Moment 
sich  wiederholenden  Impulse  gilt,  in 
welche  man  sich  diese  Kräfte  zerlegt 
denkt,  andererseits  aber  die  materiellen 
Punkte  nicht  getrennt,  sondern  mit  an- 
dern verbunden  Vorkommen,  welche  ge- 
wisse von  dem  dynamischen  Zustande 
des  Systems  abhängige  Spannungen, 
also  auch  Kräfte,  auf  einander  ansUben. 
Bei  sogenannten  Stosskräften  zeigt  sich 
die  Trägheit  am  einfachsten , da  man 
dieselben  für  gewisse  Betrachtungen  als 
momentan  annebmen  kann. 

Trägheitshalbmesser  (Mechanik). 

So  wird  oft  die  Entfernnng  eines 
Punktes  A von  einer  feiten  Axe  B ge- 


nannt, dessen  Trägheitsmoment  in  Be- 
zog auf  diese  Axe,  wenn  man  die  Masse 
eines  gegebenen  Körpers  C in  ihn  ver- 
eint denkt,  dem  Trägheitsmoment  dieses 
Körpers  gleich  wäre.  Ist  also  M die 
Masse,  T das  Trägheitsmoment  von  C, 
Q der  Trägheitshalbmesser  von  A,'ao 
bat  man: 


Trägheitskräfte  (Mechanik). 

So  werden  jetzt  oft  die  Producte  des 
Massenelements  in  dem  Zuwachs  einer 
der  nach  den  Axen  zerlegten  Geschwin- 
digkeitscomponenten  mit  umgekehrten 
Vorzeichen  genannt.  Die  Trägheits- 
kräfte haben  also  die  Ausdrücke: 


d'x  , 


•jp''’"’ 


d*z 

dl» 


dm. 


Führt  man  sie  ein,  so  lässt  sich  das 
das  d’Alembert’sche  Prinzip  so  ans- 
spreeben:  Die  Trägheitskräfte  eines 

Systems  und  die  auf  das  System  wir- 
kenden continnirlicben  Kräfte  halten 
einander  jederzeit  das  Qleichgewidit.  — 
Was  den  Namen  anbetrifft,  so  lieg^ 
demselben  vielleicht  folgende  Betrach- 
tung zu  Grunde.  Wenn  man  in  irgend 
einem  Momente  auf  jeden  Punkt  eines 

bewegten  Systems  die  Kräfte  —j-rdm 

ol* 

o.  8.  w.  einwirken  liesse , so  würden 
diese  den  Geschwindigkeitsznwachs 
d*z 

+ ^ dm  vernichten,  jeder  Punkt  des 

Körpers  sich  also  gleicfamässig  und  in 
constanter  Richtung  bewegen,  wie  es  dem 
Trägheitsgesetze  gemäss  stattflnden  muss. 

Uebrigens  ist  der  Name  kein  gerade 
glücklich  gewählter. 

Trägheitsmoment  (Mechanik). 

So  wird  die  Somme  für  irgend  ein 
System  genannt,  wo  m die 

Masse  eines  materiellen  Punktes,  r seine 
senkrechte  Entfernung  von  einer  gegebe- 
nen Axe  ist,  erstreckt  auf  das  ganze 
System.  Also  wenn  dasselbe  in  einem 
continuirlichen  Körper  besteht,  und  dm 
das  Massenelement  ist,  so  ist  das  Träg- 
heitsmoment gleich  J r»  dm. 

Uober  Berechnung  und  Anwendung 
der  Trägheitsmomente  vergleiche  den 
Artikel : Rotation. 

Der  Name  Trägheitsmoment  rührt  von 
Euler  her.  . 
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‘ Tragbögen. 


Tngb5g«D  (SUtik). 

Bogenförmige  Trftger.  Siehe  den  Ar- 
tikel: Festigkeit,  an(^:  Hols- und  Eisen- 
Constmction. 

Trigketten  (Statik)  sind  Tragbögen, 
die  nach  unten  gerichtet  sind,  und  darum 
oft  nicht  aus  massivem  Holz  oder  Eisen, 
fondem  aus  Seilen , Drahtseilen  und 
Ketten  von  Schmiedeeisen  angefertigt 
sind.  Dergleichen  sind  z.  B.  die  Hänge- 
brficken  (vergleiche  den  Artikel:  Seil- 
cnrven). 

Tragkraft  (Statik). 

Siehe  Festigkeit. 

‘ Tragmodal  (Statik). 

Die  Zugkraft,  welche  einen  prismati- 
tischen  Körper,  dessen  Querschnitt  der 
Einheit  gleich  ist,  bis  zur  Grenze  der 
Elastidt&t  ansdehnt  oder  zusammendrückt. 
Es  gibt  also  zwei  Tragmoduln , die  von 
einander  verschieden  sind. 

Tragmoment  (Statik). 

Siehe  Biegungsmoment. 


Tn^jectorie  (Geometrie). 

1)  So  wird  eine  Cnrve  genannt,  welche 
eine  gegebene  Schaar  anderer  Curven 
unter  constantem  Winkel  schneidet. 

Setzen  wir  ebene  Curven  voraus,  und 
sei: 


1)  f{x,  y,  <r)=0 

die  Gleichung  einer  Cnrve  aus  der  ge- 
gebenen Schaar,  wo  mithin  a der  ver- 
änderliche Parameter  ist.  Sei  k der 

Winkel  der  Tangente  an  die  Trajec- 
torie mit  der  Axe  der  x,  l der, 
welchen  die  Tangente  an  irgend  einer 
Cnrve  ans  der  Schaar  in  dem  Punkte, 
wo  die  Trajectorie  schneidet,  mit  der- 
selben Axe  macht,  a der  constante  Win- 
kel einer  Cnrve  aus  der  Schaar  mit  der 
Trajectorie,  so  hat  man: 


2)  k = a + l. 

Ist  p = der  aus  Gleichung  1)  ge- 
nommene Difforenzialquotient,  also : 


3) 


so  gibt  Gleichung  2): 


4)  ^ = tgA=tg(Ä+/,  ^=cosA=cos(rt+l),  ^^  = sin  A = sin(rt-f /), 

wo  die  Grossen  <fz,  <fy,  d«  eich  auf  die  Trajectorie  beziehen,  also  auch: 


djf  _ tga-hp  dx cosa— psina  </y  _ sin  a-f-p  cos  a 

^ ~ 1-ptgä’  d^—  V(l+P*)  ’ ^ ~ V(l+P‘)  ’ 

wo  da  das  Bogenelement  der  Trajectorie  ist. 

Eine  der  Gleichungen  5)  gibt,  wenn  man  n und  p mittels  3)  und  1)  elimi- 
minirt,  die  Differenzialgleichung  der  Trajectorie.  Oft  ist  cs  jedoch  bequemer,  statt 
der  Ausdrücke  rechts  ihre  Werthe: 

tg(a-f-/),  8in(a-}-/),  cos(a-fO 

zu  benutzen.  Sei  z.  B.  die  Schaar  gradlinig,  und  schneiden  sich  alle  in  einem 
Punkte,  den  wir  zum  Anfangspunkt  der  Coordinaten  nehmen,  so  wird  die  Glei- 
chung 1)  die  Gestalt  haben: 

y = xtgl. 

l ist  hier  selbst  der  Parameter.  Man  hat: 

^=cos(a+0,  ^ = sin(a+/), 

d.  h.  wenn  man  y,  als  Function  von  x und  l betrachtet,  für  dy  einsetzt: 


d.  h.; 


tg  Idx+x  sec  l*  dl 
da 


sin  (ff+O» 


tg /cos  («+/)■+ 


xdl 

da  cos l* 


=;  sin  (a-l-/), 


i\nada  = 


xdl 

cos/* 


</x  = sin  ad 


und  da  man  hat: 
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dx  = cos  X d<5=i  cos  (a  4-  /)  rf<r, 

cos la-{-l)d<s  — t\xiaco&l  —p, — sinnsin  Ida, 

di 


d.  h. : 


cos  a da = sin  a 
l 


d'a 


dl  ’ 

/cot  a 


.da  l cot  a 

, a—Be 

wo  B eine  Constantc  ist,  welche  durch  den  Anfangspunkt  bestimmt  werden  muss. 
Setzt  man  l = X—a,  so  kommt: 

wo  X eine  andere  Constantc  ist.  Die  Trajectorie  ist  eine  logarithmischc  Spirale 
(vergleiche  den  Artikel:  Transformationscoordinaten). 

Ist  = rIso  die  Trajectorie  eine  rechtwinklige,  so  hat  man: 

d*a 

a = AX+B] 


in  diesem  Falle  ist  sic  ein  Kreis. 


Setzen  wir  jetzt  für  die  Gleichung  der  logarithmischen  Spirale : t = ■—  -f  B, 
so  erhalten  wir; 

cl 


et 


dx zz cos  Idszz Ae  cos/«//, 
dtjz=.s\nlds  — Ae*^  ^ sin  / dl, 


:-\-yi  = Aj' t 


/(c+i) 


c+t 


also,  wenn  man  sich  x und  y als  Functionen  von  / nnd  A,  A also  als  den  ver- 
änderlichen Parameter  denkt: 

w’ährend  aus  den  Gleichungen  4)  folgt: 

_ ,(ö+/)» 
da 


SO  dass 

man  hat: 

dA 

</<r(c  + i)/” 

oder: 

cl 

i .dl 

. dA  c — * \ ai 

e 

V^da"^  dal+c^)  * 

wenn  man  also  Reelles  nnd  Imaginäres  trennt: 

Cli 

e «/^\ 

« 1 

r5+ 

1-f-c*  da 


= 8ina. 
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Trajectoric. 


Durch  Elimination  von  ergibt  sich: 

. cldl 

At  — = C08«+C8in  o, 
da 

und  indem  man  dies  in  die  vorletete  Gleichung  einsetzt: 

1 , ^ d /da  —ci\  da  —cl 


l+c 

also  durch  Integration 


cosrt  + csina,  da  —cl  , . , 

■ ilc<  -'«r;-’ 


wo  b eine  Constautc  ist;  somit: 

da  —cl 


(/sin  n + b)  (l  + c*) 
C08O-|-  c sin  a 


— ~ P ^ c 

dl 

cosa  + csinJ  , 


da=Be^ 

B ist  eine  leicht  zu  bestimmende  Constantc,  nnd  dns  Integral: 

(c-  i 

„ \ cosrt+csino/ 
a=  Ee  , 

wo  >L  = fl  + / gesetzt  ist,  zeigt,  dass  man  abermals  eine  logarithmische  Spirale 
hat,  was  somit  nicht  bloss  bei  rechtwinkligen  Trajectorien  stattfindet,  wie  dies 
schon  Nicolaus  Bernoulli  gezeigt  hat,  sondern  bei  jedem  Schnittwinkel. 

Denken  wir  uns  eine  Schaar  Parabeln  mit  gemeinschaftlichem  Parameter 
und  gemeinschaftlicher  Axe,  so  ist: 

y'  = 2A  (x—tt), 

wo  a Terändcrlich  ist.  Die  Gleichung  5)  wird : 

^ _ y tgg+A 
dx  y— Atgrt' 


oder; 


also 


dx  = ^ — dy=  dy  (cot« : 

ytga+A  ^ sma 


ytg 

x — y cot  a 


(ysina+Acosfl) 


}• 


sin  a 


- lg  (y  sin  a+A  cos  a) 


bei  passender  Wahl  der  Constante.  Ist  die  Trajectoric  eine  rechtwinklige , so 
kommt : 


x=— Algy,  y = e , 

also  eine  logarithmische  Linie.  — Haben  die  Parabeln  parallele  Axen,  und  liegen 
die  Scheitel  in  einer  daranf  senkrechten  Graden,  so  ist: 

(y— c)*=2i4x,  » 

also: 

^ _ tga(y-ff)  +A  _ VA+tgaV(2x) 
dx  (y— «)— Atga  y(2x)— tg«yA’ 


oder: 
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Trajectorie. 


also: 


<*+  (V(2x) — tg  a Vil)) 

= tg  a rfx  + d Vx, 

cos  fl*  y{2x)—tgayA/ 

y = xtg«  + ^ lg(V(2*)-tg  «V^)  i 


aber  wenn  die  Trajectorie  rechtwinklig 
ist,  erh&It  man: 


dx 

U' 

2, 

/2  , 

't*’’ 

was  die  Gleichung  einer  Nen'schen  Para- 
bel ist. 

2)  Von  besonderem  Interesse  ist  aber 
die  Theorie  der  Trajectorien  eines  Sy- 
stems von  graden  Linien  An  diesen 
Fall  will  der  Verfasser  dieses  Wörter- 
bnihs  eine  Reibe  von  Betrachtungen 
knOpfen,  die  vielleicht  zur  Vervollständi- 
gung dieser  Theorie  nicht  unwesentlich 
sind. 

Als  Coordinaten  nehmen  wir  Bogen- 
länge und  Tangentenwinkel  an  (vergleiche 
den  Artikel : Transformationscoordinaten), 
welche  dem  Problem  eine  möglichst  ein- 
fache Gestalt  geben. 

Eine  Schaar  von  graden  Linien  in 
der  Ebene,  die  nicht  alle  parallel  sind, 
ist  vollständig  bestimmt,  wenn  man  ihre 
Einhdllnngscnrve  kennt.  Diese  wollen 
wir  hier  Charakteristik  nennen,  und  der 
Kürze  wegen  die  Trajectorie  der  Gra- 
den auch  als  Trajectorie  dieser  Charak- 
teristik und  umgekehrt  bezeichnen.  Sei 
fl  der  Schnittwinkel  der  Trajectorie;  fUr 

fl=~  verwandeln  sich  dann  Trajectorie 

nnd  Charakteristik  in  Evolvente  und 
Evolute. 

Sei  OY  (Fig.  5)  eine  beliebige  Grade, 
AA^Af  ein  Bogen  der  Charakteristik, 
A^B,  A.B^  zwei  unendlich  nabe  Tan- 
genten, BB^  das  Bogenclement  der  Tra- 
jectorie, l der  Winkel  zwischen  OY  nnd 
A^B^t  also  l-^dl  der  von  OY  mit 
A 'sei  der  von  OY  mhBB^,  also:  Win- 
kel A.BY=a=l-l 

Sei  ferner  A , A,  = <fs,  B B , = der.  Noch 
ist  Winkel  B,  AB=zdl.  / nnd  $ sind 
die  Coordinaten  der  Charakteristik,  I 
nnd  a die  der  Trajectorie. 

Wir  setzen  noch  A|B=r,  also: 

A,B,=r+dr,  A^B^=r+dr^d$j 
dann  ist  in  Dreieck  B^AB: 


Fig.  5. 


do  : dl=r:  sin <i, 

nnd: 

r-\-dr—ds  ; sin<t  = r : sin(«— <//). 

Ans  der  letzteren  Gleichung  folgt: 

d(r— s)  sin  fl  = rd/cos  fl, 

also  wenn  man  r ans  der  erstem  ein- 
setzt : 

d (r— s)  = cos  fl  d<T, 
r— s = A-f-flCos  fl. 


also  wenn  man  r hieraus  in  die  erste 
Gleichung  einsetzt: 

1)  s-fA  = ^ sin  fl— fl  cos  fl,  A = fl-fl, 


wo  A eine  willkürliche  Constante  ist,  die 
sich  ans  den  beliebigen  Anfangswerthen 
von  fl  oder  s ergibt.  Die  Gleichungen 
1)  reichen  bin,  um  $ nnd  l als  Functio- 
nen von  X,  oder  a nnd  l als  Functionen 
von  / zn  finden.  Nach  Elimination  von 
/,  bezüglich  l hat  man  die  Gleichung  der 
Charakteristik  oder  Trajectorie.  Setzt 


man  <1=-^,  so  kommt  für  die  Beziehung 

zwischen  Evolvente  und  Evolute: 

2* 
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Trajectorie. 


2)  .+  A = % A = |.+  (. 

Bcispi  cl  1. 

Die  Trajectorie  sei  ein  Kreis  mit  Ra- 
dius B,  also : 

a = BL 

Die  Gleichungen  1)  geben  dann: 
s-\-A=:BB\na—BXco8  a 
Setzen  wir: 

B sin  a — B a cosa — A — * — s', 

was  lediglich  eine  Coordinaten-Transfor 
mation  ist  (vergleiche  den  Artikel : Trans- 
formationscoordinaten),  so  kommt : 

B l cos  a. 


Man  hat  also  einen  Kreis  mit  Radius 
Bcosa,  d.  h. : 

,,Alle  Graden,  die  einen  Kreis  unter 
gleichem  Winkel  schneiden,  hüllen  einen 
concentrischen  Kreis  ein,  dessen  Radius 
gleich  dem  Lothe  vom  Mittelpunkte  auf 
eine  der  Schnittlinien  ist.“ 

Beispiel  2. 

Die  Trajectorie  sei  eine  Radlinie  (Cy- 
cloide,  Epicycloide  oder  Hypocycloide), 
so  ist  ihre  Gleichung  (vergleiche  den 
Artikel:  Radlinie): 

c-=B  cos  « l, 

also  wenn  man,  wie  dies  immer  gesche- 
hen kann,  y4=0  setzt: 


s=—  Bet  sin  tt  l sin  a—  B cos  a I cos a. 


Wir  setzen  noch: 

asin  a = C sin  co8  0 = Ccos«6,  V —l-^a — b,  CB=D. 


dann  kommt: 


— *=  />  co8«r, 

d.  h.  eine  der  erstem  ähnliche  Radlinie.  Für  die.  gemeine  Cycloide  ist  « = 1, 
C=l,  D=B,  also : 

— 1= B cos  r. 


Die  Charakteristik  ist  hier  der  Trajectorie  oongment.  Gleiches  findet  natürlich 
auch  für  Evolvente  und  Evolute  statt. 

Für  die  logarithmischc  Spirale  ist  die  Gleichung ; 


(Vergleiche  den  Artikel:  Transformationscoordinaten.)  Setzen  wir: 

ö-f (.'(rtsina— coso)  = D,  De^^=C, 
so  ist  für  die  Charakteristik: 


r teV 
t = Ce  , 

also  eine  congmente  Curve.  Ist  jedoch  « = cota,  so  wird  D = 0,  » = 0,  also  die 
Charakteristik  kann  auch  ein  Punkt  sein.  Für  « = 1 z.  B.  kommt  in  die- 

sem  Falle. 


Ist  die  Gleichung  der  Charakteristik  gegeben,  und  soll  die  der  Trajectorie 
gefunden  werden,  so  muss  Gleichung  1)  integrirt  werden.  Diese  Integration  lässt 
sich  leicht  auf  Quadraturen  zurückfdhren,  und  wie  leicht  zu  sehen,  erhalt  man, 
wenn  B eine  neue  Constante  ist: 


fcota 


la) 


=‘—f 

Bina  J 


“rf(. 


A . Be 

+ 


fcota 


coso 


Bina 


Für  ergibt  sich  direct  aus  Gleichung  2): 


2 a) 


O—J* s dl-i^Al-i- B» 


Bei  spiel  1. 

Die  Gleichung  der  Kcttcnlinio  ist: 

szzCtgl. 

(Siehe  den  Artikel:  Seilcurve).  Man  erhält  für  ihre  Evolvente: 
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— Clg  cos/+yl /; 

fflr  ihre  Evolute  würde  sich  nach  dem 
Vorigen  ergeben: 


C 


$ — ■ 


cos  /** 

Beispiel  2. 

Die  Gleichung  des  Kreises  ist  s — Rl. 
Die  Gleichung  la)  gibt  für  die  Trajec- 
torio  immer  wieder  einen  Kreis,  nur  für 

a = ^ gibt  die  Gleichung  2 a),  wenn  man 

B — d setzt:  ^ 

o = ^Rl'  + Al. 

Dies  ist  also  die  Gleichung  der  Kreis- 
evolvcnte.  Sei: 

o'  = irf'*+or  . I . 

die  einer  zweiten  Kreisevolvente,  und 
setzen  wir:  ^ 

Ar 

l'  = l+b,  o'—jrb*—ab  = ff,  rb+a  = -^, 


lieber  Form,  wenn  diese  Curve  rectificir- 
bar  ist;  indessen  folgt,  dass  die  Bogen- 
länge der  Evolute: 

da  , 

oder  wenn  man  s-\-A=.%'  nimmt: 

da 

Tl 

immer  in  endlicher  Form  sich  finden 
lässt.  Sei  nämlich  / = 0 die  Gleichung 
der  Evolvente  in  rechtwinkligen  Coordi- 
naten,  und  setzen  wir: 


$'  = 


d^f  d*  f d*f 
I _ f/f  I —ft  I f 

di»“'  ’ dxdy“'*  ’ dy»  “■'»’ 


so  ist,  wenn  man  die  Axe  der  Y als 
die  Linie  annimmt,  mit  welcher  die  Tan- 
gente den  Winkel  l macht: 

dx=z  sin  Ids,  </y=cos/</s; 


so  kommt: 

a = i^(Rl'+Al), 

offenbar  eine  der  ersten  ähnliche  Curve, 
also: 

„Jede  zwei  Kreisevolventen  sind  ähn- 
lich.“ 

Die  Evolvente  einer  Kreisevolvente  nen- 
nen wir  Kreisevolvente  zweiter  Ordnung, 
die  der  letztem  Kreisevolvente  dritter 
Ordnung  n.  s.  w.  Man  sieht  dann  aus 
Gleichung  2 a),  dass  die  Kreisevolvente 
Itter  Ordnung  eine  Gleichung  derart  hat, 
dass  die  Bogenlänge  als  beliebige  ganze 
rationale  Function  n-|-lter  Ordnung  des 
Tangentenwinkels  gegeben  ist,  also: 


ist  also  s die  unabhängige  Veränder- 
liche : 

d*x~cosldl  ds,  d'y= —sinldlds. 

Differenziiren  wir  f=0  zweimal,  und  eli- 
miniren  dx,  dy^  d*x,  d^y,  so  kommt: 

f=0,  f' sin  cosl=0, 

(f"  sin  /»-f-2/‘/sin  Icosl+f^cos  /*) 

+f'  cos  l—f^Binl= 0. 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  ist  x und 

ds 

y zu  eliminiren,  um  s*  und  ^ als  Func- 
tion von  l zu  haben. 

B eispi  el  1. 


+^n4-l* 

Eine  Gleichung  von  ähnücber  Gestalt  er- 
gibt sich,  wie  Gleichung  1)  zeigt,  für 
die  Charakteristik  der  allgemeinen  Kreis- 
evolvente, d.  h. ; 

„Alle  Graden,  die  eine  Kreisevolvente 
von  beliebiger  Ordnung  unter  gleichem 
Winkel  schneiden,  hüllen  eine  Kreisovol- 
vente  von  derselben  Ordnung  ein.“ 

Nur  für  <*  = -^  wird  der  Coefdeient 

der  höchsten  Potenz  von  / der  Null 
gleich  und , wie  selbstverständlich , die 
Evolute  um  eine  Ordnung  niedriger. 

Ist  die  Gleichung  einer  Curve  in  recht- 
winkligen Coordinaten  gegeben,  so  er- 
gibt sich  die  Bogenlänge  als  Function 
des  Tangentenwinkels  nur  dann  in  end- 


Für die  Parabel  ist: 

/’=y’— 2ax. 

Es  ergibt  sich: 

f_d$_  A 
* dl  ~ cos  /*’ 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Parabelcvo- 
lute  (Neil’sche  Parabel). 

Beispiel  2. 

Für  die  Fllipse  oder  Hyperbel  ist: 


Für  die  Evolute  erhält  man: 

3)  Damit  zwei  Trajectorien  demselben 
System  von  Graden  angeboren,  muss  sein: 
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da  da*  , , . , „ 

* = j-j  cosfl— (T  sma— il  = -37  cosb— a'  Bin  b—B, 

ä l dt 

wo  a der  Sdmittwinkel  der  einen,  b der  der  andern  ist.  Setzt  man  also  il—S=  C, 
so  hat  man  die  Bedingung: 


1) 


n • t t L 

sin  a— ff  co8a=C/-J--jT-  sin  6— <j'cos6. 
dl  dl 


Sind  die  Schnittwinkcl  gleich,  so  kommt: 

d (ff  — ff') 


sina 


dl 


also  durch  Integration: 

2) 


a—o'  — Ae 


cosa(ff— o')  = C, 


/cota 


sin  a 


Wir  untersuchen  jetzt,  in  welchem  Falle  zwei  Trajectorien  desselben  Systems  bei 
gleichem  Schnittwinkcl  auch  ähnlich  sind.  Ist  a=.f(J)  die  Gleichung  der  einen, 
so  muss  die  der  andern  die  Form  haben  (vergleiche  den  Artikel : TransformaUons- 
coordinaten) : 

o'  = a+jt/-(^  + Z); 

man  hat  also: 


wo: 


C 

9=- « 

sin  a 

ist.  Diese  Functioncngleichnng  ist  leicht  anfzulösen. 

Habe  l zunächst  das  positive  Zeichen,  so  setzen  wir: 

f(0  = 7(0+me^‘^^‘*+«, 

und  wenn  wir  dies  einsetzen,  m und  n aber  so  bestimmen,  dass : 

A 


m=- 


j_j^^cot«’  k—l 

ist,  so  kommt: 

(f{l)  = k(f(ß+l). 

Illusorisch  wird  diese  Gleichung  für: 

A = 1 und  für  k = 

Im  letztem  Falle  setzen  wir: 

f (0 = 7 (0 + (*»  «^  *^*  ** + 


wo  sich  dann  ergibt: 


g g 

n = j-~-  , m willkürlich,  y>=  — 

Ar—  1 p 


ß 

und  wie  oben : 

7(0  = ^7(/*+0- 

Für  ^=0  wird  auch  dieser  Worth  illusorisch.  Dann  ist  aber: 

j Jcota 
Ae  =g, 

also  die  Gleichung  unmöglich. 

Ist  dagegen  Ir  = l,  so  ist  zu  setzen; 


es  wird  dann  n willkürlich. 


DIgitized  by  Google 
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A ff 

»=7- 

and  wieder: 

y(/)  = *7  (/J+O* 

Nur  für  «^‘^^‘*=1  ist  dieser  Aasdmek 
illasoriscb.  In  diesem  Falle  ist  ent* 
weder : 

cota=0,  = 

man  hat  also  die  Evolvente;  dann  ist 
aber  die  Gleichung  2)  illnsorisch.  Pie- 
ser  Fall  wird  na<äher  direct  untersucht 
werden.  Oder  es  ist  ß = 0,  ein  Fall«  der 
ojOTenbar  unmCglich  ist. 

Es  fuhrt  also  in  jedem  Fall  unsere  Auf- 
gabe auf  die  Auflösung  der  Gleichung: 

und  man  erh&lt  dafür: 

_ 

wo  F eine  beliebige  Function  ist,  welche 
die  Periode  ß hat.  Denkt  man  sich  die 
Constanten  mit  a vereint,  so  kommt  im 
Allgemeinen : 

_ J_ 

a = Fk 

V 1.  — 5 cot  a . . 

wenn  aber  « = e ^ ist: 

und  wenn  k = l ist: 

a = F~\~me^^^^ 

Der  letztere  Fall  entspricht  der  Con- 
gruenz.  In  jedem  dieser  Fälle  sind  also 
swei  Trajectorien  congruent.  Ist  jedoch 
F eine  Constante,  so  sind  alle  drei  Aus- 
drücke von  ß unabhängig,  da  im  ersten 
_ 1 

Falle  k,  also  auch  k ^ beliebig  ist. 

Man  hat  dann  also  Liniensysteme,  zu 
denen  unter  Schnittwinkel  a unendlich 
viel  continuirlich  auf  einander  folgende 
ähnliche  Trajectorien  gehören. 

Was  übrigens  die  Lage  der  einzelnen 
Trajectorien  anbetrifft.  so  ist  diese  durch 
den  zugehörigen  Anfangswertb  der  Länge 
der  Schnittlinie  r gegeben,  und  diesen 
bestimmt  die  Gleichung: 

da  : dl=r  : sina. 

Untersuchen  wir  jetzt  die  Charakte- 
ristiken, zu  welchen  unendlich  viel  ähn- 
liche Trajectorien  gehören,  so  gibt  die 
Gleichung: 


da  . 

s = sin  a— ff  cos  a, 

in  den  beiden  ersten  Fällen  logarith- 
mische  Spiralen,  im  letzten  einen  Kreis. 
Es  ist  aber  noch  der  Fall  zu  untersu- 
chen, wo  in  f(ß+l)  das  untere  Vorzei- 
chen stattändet. 

In  der  Formel: 

schreiben  wir  ß—l  für  /,  und  erhalten: 
/r  - j)  _*/(/)  = ^ ,W- 0 
also  wenn  ß—l  eliminirt  wird: 

1-*’ 

Dies  ist  indess  nur  ein  besonderer  Fall 
des  allgemeinen  Werths  von  a.  Dieser 
Ausdruck  wird  für  k=+l  illusorisch, 
also,  wenn  er  eintritt,  dann  hat  man : 

also  auch: 

+ [A(0 + /’O»  - 0] = ^ 

Gleichungen,  die  nur  für  azz—^  also  in 

dem  schon  oben  ausgeschlossenen  Falle 
der  Evolvente  zu  realisiren  sind.  Die- 
sen Fall  untersuchen  wir  jetzt  direct. 
Man  hat  für  ihn: 

d(ff-  ff-o'  = Cf+F, 

also  im  Falle  der  Aehnlichkeit : 

/'(0-*A(A±0=c/+F, 

wo  F mit  E-j-a  vertauscht  ist.  Bei  po- 
sitivem Zeichen  ist  zu  setzen: 

und  man  erhält: 

. C (l-k)E-\-kCß 
^=T=re  9= — jzjt — ’ 

und : 

ff>{I)=k(f(ß+l), 

Der  Fall,  wo  dies  illusorisch  wird,  ist: 
Ir=:l;  dann  setzt  man: 

f(l)  = <fit)-\-al'+bl+ff, 
wo  dann  erhalten  wird: 

C . 2E+Cß 

“=Tß’  ‘= 27"' 

und : 

f(l)  = >r(ß+l), 

also  ist  F wieder  eine  Function  mit  Pe- 
riode ß,  so  ergibt  sich : 
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und  im  Falle  der  Congrucnz! 


a = Fk 

tf  = F+a/*-fA/. 


Far  conslantc.  F gm  vrieder  da.  Obige.  - In  diesen.  Falle  gibt  die  Gleichnng 

für  di.  Evolute  u = - bezüglich  wieder  einen  Kreis  und  eine  logaritbmisehe 
Spirale. 

winbf.:  tz^LlfuTj'ÄÄeXm^^^^^ 

Wir  wollen  also  dieselben  noch  direct  nntersuchen.  ^ 

In  die  Formel : 


J cot  a 


^ sin  a 


a = - 


sra  a 


welche  die  Trajectorie  gibt,  setzen  wir  zu  dem  Ende  für  s den  der  loirarith 
mischen  Spirale  entsprechenden  Werth:  logarith- 


ond  erhalten: 


sz:  Ae  , 


a = - 


Ae" 


4* 


Be 


• wir  C# 


sina(«  — cota)  ' sina 
mit  /+c,  finden,  setzen  wir  [är  B und  vertauschen  l 


a = 


, . .c cota  /cota 

sin  a (a***  cot  d)  sino  * 


Damit  beide  Gurren  ähnlich  seien,  muss  man  haben  : 


/?,  c 


c cota 


= Be 


ca 


wSn' ?abtn.“""  *.  Siciobes 

zerfaUen  nl™o'm°'za”ei'*Se]3"*r”'^‘i'''"  » gegebenem  Schnittwintel 

tiv  und  iedt  Kl  c «•"«  ^ positiv,  für  die  andere  nega- 

Ssich  iiue  cmX  beiden  Klassen  di- 

L der  äar.k,eri«ik  Trajectorie,  für  welche  B=0  ist,  und  dies  ist  eben 

wird  illusorisch  wc^n  II^  logamhmische  Spirale.  Diese  Untersuchung  aber 
im  illusonseh,  wenn  «=arccot«  jst.  In  diesem  Falle  bat  man  jedoch  direct. 

o=(4i+«)e'““'. 

\sin  a / 

Vertauscht  man  / mit  /4-c,  /?  mit  B„  so  kommt: 


r-(  I ff  I \ .ccota  /cota 

Isina+^^+sir^r  " 


Damit  diese  der  ersteren  ähnlich  sei 
muss : ’ 

b,+~=b 

sin  a 


den  Werth; 


f=Pdl-\.Bl 


sein,  und  hier  ist  c immer  reell.  Also  * — Ae"^, 

mr  den  Schnittwinkel  arccota  sind  alle  kommt: 

Irajcctoricn  einander  ähnlich.  n 

Dieselben  Betrachtungen  sind  für  die  o = — +B/, 

Evolvente  zu  machen.  Setzt  man  in  die  “ 

X ormel ; j , . . 

und  durch  Aenderung  von  B ergeben 
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sich  wieder  zwei  Klassen  einander  äbn* 
lieber  Evolventen,  die  positiven  nnd  ne- 
gativen B entsprechen,  und  durch  eine 
der  Evolute  ähnliche  Curvo  von  einan- 
der getrennt  werden. 

Es  ist  jetzt  noch  der  Kreis  zu  unter- 
suchen. Setzt  man  in  die  Formel  für 
die  Trajectorie: 

s = Al, 

so  kommt : 

ff= : . 

sina 

Vertauscht  man  B und  l mit  £,  nnd 
ßo  ergibt  sich  für  die  Congruenz 
^ (denn  es  war  ja  hier  ä = 1): 


a= — : — für  Ä=0, 
sin  a 

also: 

r=~A, 

d.  h.:  Die  Trajectorien  schneiden  von 
den  Tangenten  der  Charakteristik  gleiche 
Stücke  ab. 

4)  Noch  interessanter  ist  das  Problem : 
„Zn  finden,  in  welchem  Falle  eine  Tra- 
jectorie und  ihre  Charakteristik  ähnlich 
sind,  der  Fall  der  Evolvente  und  Evo- 
lute natürlich  mit  inbegriffen.“ 

Es  ist  hier  zu  setzen : 

» = y (0>  <f  = 0?  + 0- 

In  die  Formel: 


was  wieder  lehrt,  dass  B^  nnd  ß gleiche 
Zeichen  haben.  Für  ^6  = 0 ergibt  sich 
ein  Kreis , so  dass  das  oben  Gesagte 
auch  für  diesen  Fall  gilt. 

Von  den  Evolventen  eines  Kreises 
haben  wir  schon  oben  gezeigt,  dass  sie 
alle  congruent  sind.  Vergleicht  man 
noch  die  Formeln: 

a 

und : 

a=  

sin  a 


s-i-A=  — sm a—  a cos  a 
a l 

setzen  wir  noch: 

— für  A,  — für  A-f-acosa, 
m m 

+ /9— / für  L, 

jo  nachdem  in  </  OJ+0  obere  oder 
Zeichen  genommen  wird.  Dann  bat  man 
entweder: 

1)  il-f-my  (/— /9)  = sin  ay/(/) 

—cos  07(0, 

oder : 

2)  yl-fmy  (/?—/)  = sina  y'(/) 


so  ergibt  sich : 

„dass  jede  Trajectorie  eines  Kreises, 
seine  Evolvente  ausgenommen,  zugleich 
Evolvente  einer  logarithmischen  Spi- 
rale ist.“ 

Die  Trajectorie  der  logarithmischen 
Spirale,  welche  der  Charakteristik  con- 
gruent ist,  hatte  zur  Gleichung: 

Ae"' 

a = - 

sin  a («—cot  a) 

Setzt  man  dies  in  die  Gleichung: 

d<$ 

r=s'“«rr 

so  kommt: 

A " ^ 

Attt 

r = . 

«—cot  a 

Für  r=0  kommt: 

/=— 00 . 

Es  geht  also  diese  Curve  durch  den 
Punkt,  um  welchen  sich  die  Charakte- 
ristik in  verengten  Windungen  herum- 
wickelt. Für  die  Evolvente  gilt  dasselbe. 
— Für  die  Elreistrajectorie  war; 


—cos  «7  (/). 

!//(/)  stellt  den  Differenzialquotienten 
von  y(/)  vor,  für  m=+l  findet  Con- 
gruenz statt,  m,  a,  ß,  A sind  reelle  Zah- 
len. — Was  zunächst  die  Gleichung  2) 
anbetrifft,  so  differenziiren  wir  dieselbe. 
Es  kommt: 

— m I//  " (/)— cos  «'//(/), 

nnd  wenn  man  ß—l  für  l setzt: 

— my'(/)  = sin  ay  "(/?—/) 

— co9a(f*{ß—l). 

Nochmaliges  Differenziiren  der  vorletzten 
Gleichung  gibt: 

m ff,"  (j9—  /)  = sin  a y/"  (/)— cos  a ff,"  (1). 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  kann 
nnd  eliminirt  werden. 

Dies  gibt: 

sin  = (cos  a*— »?»•)«//(/). 

Man  erhält  als  allgemeines  Integral  die- 
ser Gleichung: 

,(0  = C+C,e“>'+C..-"«' 

wo: 


Trajectorie. 


26 


Trajectorie. 


_V(C08O^-CT«) 

' sin  a 

zu  setzen  ist. 

Jedoch  ist  dieser  Ausdruck  allgemeiner  als  die  gegebene  Function  in  Glei- 
chung 2).  Setzt  man  nämlich  diesen  Werth  von  io  dieselbe,  so  kommt, 

wenn  man  nach  Potenzen  von  ^ ordnet,  und  den  Coefficienten  jedes  Gliedes 
einzeln  verschwinden  lässt: 


C= 


m-{-cosa 


C,  = C, 


n^sina— COSA  tt^ß_ 


e — 


m 


sin  a-{-C08  a 


Die  beiden  Werthe  von  C,  werden  jedoch  identisch,  wenn  man  fdr  0|  seinen 
Werth  setzt.  Ist  noch: 

was  lediglich  Coordinaten-Transformation  entspricht,  so  kommt: 

3)  . = 


tn 


Dieser  Ausdruck  wird  illusorisch,  wenn  m=— cosa  ist.  Für  diesen  Fall,  und 
auch  f&r  m=cos<t,  hat  man  jedoch: 

y"'(0=o, 

also: 


7.  (l)  = Cl>+C,  l+C„ 

und  wenn  man  dies  in  die  Functionengleichnng  setzt,  für  den  Fall,  wo 
m=  —COSA  ist: 


C = 0, 

Die  Curve  ist  also  ein  Kreis. 


COSA 


Illusorisch  wird  auch  dies  fdr  a = -ö''  erhält  dann  direct: 


C^=0, 


was  einem  Funkte  entspricht. 

Ist  noch  m = cosA,  so  wird: 


also: 


^ _C(sinA— /Jcosa)  _ A — cos A 
COSA  ""  sina-|- /Jcos  a’ 


^_Aco8a  ^ _ A sin  A— ^cos  a) 
sioA*  sina’ 

Die  Gleichung  der  Curve  ist: 

C=Ci*-t-C^l. 

Man  hat  eine  Kreisovolvente.  Für  o = aber  ist: 

7'(/)s=A,  $=zAl, 

also  ein  Kreis.  Kreis  und  Krciscvolvente  ausgeschlossen,  gibt  die  Gleichung  3) 
das  allgemeine  Resultat. 

Es  sind  nun  die  Fälle  zu  unterseheiden,  wo,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  m 
grösser  oder  kleiner  als  cosa  ist.  Im  erstem  Falle  hat  man: 

a^=zp^  OT  = V(p*  sin  A*-|-co8  A*). 

Setzen  wir  ferner: 

«xß 

Ce  ^ a 

D = — /4— ^ = ß 

V(cosA-h-tpaina)’  -Ä  * 
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80  kommt: 


Boi  ferner: 


8=D[e*^  V(co8fl4-»p8>D®)+ V(co8  a— ipsina). 


also  aach: 


ferner : 


cos  a = tn  cos  a, 
p sin  a = m sin  a, 


IL  • 

+ C=2i)V»e_*‘, 

SO  kommt: 

5 = C cos  pl, 

also  eine  Epicycloidc,  Hypocycloido  oder  Cjcloide,  ein  Resultat,  was  uns  schon 
bekannt  ist.  Sei  aber  m kleiner  als  cos  a,  und  setzen  wir : 

m = cos  a cos  b, 


so  ist: 


, . , a.sina— coso 

« I = cot  a sin  6,  — = 


sin  6—1 


m cos  6 

Je  nachdem  nun  sin 6—1  und  cos  6 gleiche  oder  ungleiche  Zeichen  haben,  neh* 
men  wir; 

cos  6 — 


und  erhalten: 

s = D(e"‘ 

Da  nun  «|=cotasin6,  also  cota,  abge- 
sehen vom  Vorzeichen,  grösser  als  a^ 
ist,  so  kann  man,  wenn  y grösser  als  a 
ist,  setzen : 

a , = cot  »*, 

wo  sich  dann  ergibt: 

Die  beiden  hierin  enthaltenen  Cnrven 
wollen  wir  (vergleiche  den  Artikel: 
Transformationscoordinaten)  als  imagi- 
näre Cfcloiden  erster  und  zweiter  Gat- 
tung bezeichnen.  Sie  haben  somit  die 
Eigenschaft,  dass  alle  Linien,  welche  sie 

SO  kommt: 


unter  einem  spitzen  Winkel  a,  der  klei- 
ner als  der  spitze  Winkel  y ist,  schnei- 
den, eine  ähnliche  Cnrvc  einhUllen.  Für 
a>y  ist  aber  die  Trajectorie  nicht  mehr 
der  Charakteristik  ähnlich. 

Es  ist  m=:cos(t,  oder  kleiner  als  cosa, 
soll  also  m=  + l sein,  so  muss  a = 0 
oder  n werden,  wo  dann  Trajectorie  und 
Charakteristik  zusammenfallen.  Es  ist 
also  hier  der  Fall  der  Congruenz  aus- 
geschlossen. 

Wir  müssen  der  Vollständigkeit  wegen 
untersuchen,  welche  Cnrve  von  Graden 
eingehallt  wird,  die  unter  einem  Win- 
kel a,  der  kleiner  als  y ist,  eine  der 
beiden  imaginären  Cycloiden  schneiden. 

Setzt  man  die  Gleichung  der  letztem 
in  die  Formel: 

inn— tfcosa. 


, . D . , . Icoiy — . , , . —/cot»', 

= [sin  (a— >')  e -f- sin(a4-»')e  J. 

cos  V ^ ' IV/  j 


Setzen  wir  ferner: 

D E 1 D “^cotv  . , - _ kcot»' 

= -pr,  sin(a— *')  = + Äe  sin(a-fi')  = Ke  , 

cos »'  Ä ' — V ' / 

so  ist: 

sin  (n—y)  sin(a-[-»')=  + Ä*, 

also  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen,  je  nachdem  a grösser  oder  klei- 
ner als  y ist.  — Wenn  noch  t-\-A  mit  i,  /—cot»'  mit  / vertauscht  wird,  so  hat 
man  fOr  die  Charakteristik  der  imaginären  Cycloide  erster  Gattung: 
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and  für  die  der  Cycloide  zweiter  Gat- 
tung: 

,_P//C0t»',  — /coti/v 

s — iL\e  1-  e ), 

Das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt , je 
nachdem  a grösser  oder  kleiner  als  y 
ist.  D.  h.: 

„ Werden  beide  Curven  unter  einem 
Winkel,  der  grösser  als  y ist,  geschnitten, 
so  ist  die  Charakteristik  der  ersten  Curvc 
der  zweiten  Curv'c  ähnlich  und  umge- 
kehrt. — Für  a = y erhält  man  aber: 


t+A  = ^ 


D , — / cot  <i 

sin  2a  e , 

cosa 


d.  h.  für  a = y haben  beide  Cycloiden 
eine  logarithmische  Spirale  als  Charak- 
teristik. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Gleichung 
1),  welche  ein  viel  sdlgemeinercs  Resul- 
tat gibt.  Setzt  man  in  dieselbe: 

wo: 


m-f-  cos  a 
ist,  so  erhält  man: 


3)  mf(l—ß)  = Binaf'{r)—coBaf{l). 
Ausgeschlossen  ist  der  Fall,  wo : 


wo  g als  eine  ganze  positive  ins  Unend- 
liche wachsende  Zahl  gedacht  werden 
kann,  wenn  y nöthigen  Falls  negativ  ge- 
nommen wird.  Die  Gleichung  3)  hat 
nun  die  Form : 

— yf(l)  cosa. 

Denkt  man  sich  y zunächst  endlich,  so 
besteht  das  Integral  aus  g Theilsätzen 
von  der  Form : 


und  wenn  man  dies  in  die  gegebene 
Gleichung  einsetzt,  so  hat  man  zur  Be- 
stimmung die  Gleichung: 

mye  ^ =sina(e  — 1)— »'coso, 

also  ist  Wurzel  einer  Gleichung  ^ten 
Grades.  Ist  y nuendlich  klein,  so  ist 
dieser  Grad  unendlich  gross,  und  die 
Gleichung,  die  nun  transcendent  ist,  hat 
die  Form ; 

4)  «sin  a— cosa, 

während  das  allgemeine  Integral  die 
Form  hat: 

5)  , 


m=— cosa 
ist.  Dann  setzen  wir  : 

<fii)=no+hi. 

Man  erhält  dann  dieselbe  Gleichung  3), 
und  man  hat: 


sin  a— /S  cos  a 

Auch  dies  wird  illusorisch,  wenn  ausser- 
dem ß = tga  ist,  und  man  setzt  dann: 

r,.(f)=f(0+kl>+kj. 

Es  ergibt  sich  wieder  die  Gleichung  3), 
und  ausserdem: 

, _ A cot  a 

^ — ; j 

8in  a 

während  k^  unbestimmt  bleibt. 

Jedenfalls  ist  also  Gleichung  3)  zu  in- 
tegriren.  Denken  wir  uns  y verschwin- 
dend klein,  so  ist: 

j..  -no 

zu  setzen.  Ausserdem  kann  man  immer 
setzen : 


wo  die  Summe  auf  alle  Wurzeln  der 
Gleichung  4)  geht,  und  beliebige 
Constanten  vorstellt. 

Wir  setzen  noch: 
sin  a 


ß«, 

Man  hat  dann: 


= B, 


cosa 


m 


= D, 


4a)  e“-}-F«=D, 


6.)  = . 


Wir  wollen  zunächst  untersuchen,  welche 
reelle  Wurzeln  die  Gleichung  4 a)  hat. 
Denken  wir  uns  D veränderlich,  so  wird 
fOru  = -oo,  D — ^ CO  werden,  je  nach- 
dem B negativ  oder  positiv  ist;  für 
«=-|-QO  aber  wird  ö = -{-ao  sein.  Für 
alle  andern  Werthe  bleibt  D endlich 
und  continnirlich.  Untersuchen  wir  die 
etwaigen  Maxima  und  Minima  von  B. 
Es  ist: 


du 


u 

e 


+B. 


-ß=gy, 
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Damit  dies  Null  sei,  muss  e*  = —B  sein, 
was  nur  bei  negativem  B möglich  ist. 
Für  negatives  B hat  also  D ein  Mini- 
mum, und  zwar  ist  für  dasselbe: 

« = lg(-ß). 

Es  geht  dann  D abnehmend  von  -f-x 
bis  zu  dem  Werthe: 

der  dem  Minimum  entspricht.  Dieser 
Werth  ist  positiv  oder  negativ,  je  nach- 
dem — B kleiner  oder  grösser  als  e ist. 
Ist  B positiv,,  so  wird  dagegen  D im- 
mer wuchsen,  und  zwar  von  —cd  bis 
4-00. 

Man  hat  also: 

1)  Bei  positivem  B für  jedes  gegebene 
D nur  einen  reellen  Werth  von  «. 


2)  Bei  negativem  B für  jedes  D,  das 
algebraisch  grösser  als  — Ä[l  — lg(  — B)] 
ist,  zwei  reelle  Werthe  von  u,  der  eine 
grösser,  der  andere  kleiner  als  lg(— /?). 
Jedem  D,  das  algebraisch  kleiner  als 
— B [1  — lg  (— i^)]  ist,  entspricht  dagegen 
gar  kein  u.  Nur  fiir  D=  — B [1  — lg(— B)] 
gibt  es  einen  Werth  von  u,  nämlich 
« = lg(  — B),  und  zwar  ist  der  zugehörige 
Werth  positiv,  negativ  oder  Null,  je 
nachdem  — B grösser,  kleiner  als,  oder 
gleich  e ist. 

Ist  o = so  hat  man  eine  Evolvente. 


Dann  ist  D—0,  B = — -.  Für  m = cosa 

mß 

ist  D = l,  B =— Es  bleibt  also, 
ß 

wegen  des  willkürlichen  /J,  ß immer  un- 
bestimmt. Ist  aber  m = —cosa,  und 
ausserdem  ß=:tg  a,  so  wird  /)  = !, 
B=—l.  Es  ist  dann  lg(— B)  = 0.  Man 
hat  dann  nur  ein  reelles  u,  nämlich  « = 0. 

Untersuchen  wir  jetzt  die  imaginären 
Werthe  von  u.  Wir  setzen  u=v  + ici 
Die  Gleichung  4 a)  zerfällt  dann  in  zwei 
andere: 


V 

e = 


Btr 

sinto’ 


V 

e 


coBV)+Bt  = Df 


oder  wenn  man  den  Werth  von  v ans 
der  ersten  Gleichung  in  die  zweite  setzt: 


— Bic  cot it4-B  lg  ( = D, 

Vsmic/ 


d.  h.  wenn: 


D 

K-  1 ^ 

K=-_. 


4 b) 


IT  — tr  cot  IT 
— e 
sin  10 


K, 


eine  Gleichung,  die  unverändert  bleibt, 
wenn  man  ir  mit  — ir  vertauscht.  Man 
braucht  also  nur  die  positiven  Wurzeln 
zu  betrachten.  Sei  A'  veränderlich,  und 
nehmen  wir  zuerst  u>  unendlich  klein, 
so  wird : 


also : 


10 

= «?  cot  10  = 

sin  10 


1, 


*■=1,  0=-B|l-Ig(-ß)]. 


Sei  ferner: 


t0  = s rr— y, 

wo  * eine  beliebige  positive  ganze  Zahl, 
V unendlich  klein  und  positiv  ist,  so 
wird : 

COtl0=:  —X, 
sini0  = ( — 1)*~ 
K=(-l)'-‘oo, 

d.  h.  K ist  am  Ende  Jedes  ungraden 
Halbkreises  positiv  unendlich,  am  Ende 
jedes  graden  negativ  unendlich.  Dagegen 
wird  für  u>  = sn-\-y : 

cot  10  = -^,  sini0  = (— l)*r, 


K-  11« 

K-—  — -(-1)  fl. 


V 

e e ' V 


wo  ju  positiv  und  unendlich  klein  ist. 
Also  am  Ende  jedes  Halbkreises  springt 
K von  +»  näch  Null  mit  verändertem 

Vorzeichen.  Nur  für  * = 0 ist  A'=-^, 

nnd  da  K für  10=42*'  seinen  Werth 
nicht  ändert,  so  findet  hier  ein  Mini- 
mum statt.  Im  Laufe  jedes  Halbkreises 
aber  bleibt  K continuirlich. 

Suchen  wir  jetzt  die  etwa  noch  vor- 
handenen Maxima  and  Minima. 

Man  hat: 


dw 


— 10  cot  w 


8ini0 


(1-2» 


cot  f0 


t0«  \ 

sinie*/ 


Damit  dieser  Ausdruck  verschwinde, 
muss  entweder : 

10  cot  10  = X 

sein,  was  nur  an  der  Grenze  der  Halb- 


gesetzt wird: 
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kreise  stattfindet,  wo  also  Discontinuität 
herrscht,  oder  es  muss  sein; 

IC*  +sinic*  =2«?  sin  IC  cos  ic  = ic  8in2«r. 

Ist  IC  grösser  als  1,  so  ist  immer: 
ic»-l-sin  ic*>iP’,  icsin2ir<fc*, 

also  diese  Gleichung  unmöglich.  Ist  ic 
kleiner  als  1.  so  kann  ic  nur  im  ersten 
Quadranten  liegen.  Die  Gleichung  hat 
aber  auch  die  Form: 

(ic— sinic)*  =2ic  sin  ic  (cosic— 1), 

wo  beide  Seiten  ungleiche  Zeichen  ha- 
ben, also  auch  in  diesem  Falle  die  Glei- 
chung unmöglich,  wenn  nicht  ic  = 0 is^ 
und  hier  findet  das  schon  bekannte  Mi- 
nimum statt.  K geht  also  in  allen  gra- 
den  Halbkreisen  fallend  von  0 bis  — oo  , 
in  den  ungraden  wachsend,  von  0 bis 
+00,  mit  Ausnahme  des  ersten,  wo  es 

von  bis  +00  geht.  Ist  also: 
e 

1)  K negativ,  d.  h.  B positiv,  so  liegt 
in  jedem  graden  Halbkreise  ein  positi- 
ver Werth  von  ic. 

2)  Ist  K positiv,  also  B negativ,  so 
liegt  in  jedem  ungraden  Halbkreise  mit 
Ausnahme  des  ersten  ein  positiver  Werth 
von  IC. 

3)  Ist  K grösser  als  — , d.  h.  D klei- 
ner als  -/?  [l-lg(-ß)].  80  «8 

auch  einen  positiven  Werth  von  ic  im 
ersten  Halbkreise.  Dieser  Fall  findet 
also  dann  statt,  wenn  die  Gleichung  gar 
keine  reellen  Wurzeln  hat. 

Zu  jedem  positiven  ic  gehört  ein  glei- 
ches negatives.  Nur  für : 

K=l,  D=-fi[l-lg(-fi)] 

e 

fallen  die  beiden  im  ersten  Quadranten  be- 
findlichen Wurzeln  zusammen,  und  ge- 
ben » = 0.  Dies  ist  dann  die  einzige 
Wurzel,  welche  in  diesem  Falle  statt- 
findet. „ 

Es  zerAllt  also  f{l)  in  einen  recUen 
und  einen  imaginlron  Theil,  der  erstcre 
besteht  aus  Null,  einem  oder  zwei  Theil- 
sfttzen.  Der  imaginäre  Theil  hat  immer 
unendlich  viel  Glieder  von  der  Form: 

-(c+ici)-^ 

2 Ce  P. 


und  nehme  man  zu  jedem  positiven  ic 
das  entsprechende  negative,  so  nimmt 
der  imaginäre  Theil  die  Form  an : 

ic/i 


(sintc\ 
bw  ) 


-I  ■ 

r)^i- 


+ Ce 


ß 


l 


Sei  noch  : 

rt+c=(?,  i{a—c)  = H, 

y(0=r(0+<^=*. 

so  ist  also  die  allgemeinste  Lösung  der 
Fnnctionengleichung : 

/ I 


— u,  - 


6)  $=C^e 


'ß 


+ C,e 


+ 2 


, . cos— +«8in-- 1 


Es  ist  hier  erforderlichen  Falls  einer 
der  Ausdrücke  C^  und  C, , oder  beide 
der  Null  gleich  zu  setzen.  Die  Summe 
aber  besteht  aus  unendlich  vielen  Glie- 
dern, die  man  natürlich  auf  eine  belie- 
bige Zahl  reduciren  kann,  wenn  man 
die  entsprechenden  G und  H verschwin- 
den lässt. 

Ist  m=— cosa,  so  kommt  zu  $ noch 
ein  Glied  kl  hinzu,  und  ist  ausserdem 
ßzztga,  so  ist  Ä: hinzuzufögen. 

Untersuchen  wir  jetzt  einige  specielle 
FäUe. 

Möge  zunächst  die  Gleichung  zwei 
reelle  Wurzeln  haben.  Nimmt  man  diese 
willkürlich  an,  so  kann  man  B und  D, 
also  auch  ß und  m bestimmen.  Wegen: 

e“i+Bwj=D,  e***+Ä«,=D 
ist  nämlich: 


B = 


**■ 

e 


V.  tt. 

U,  — Ui 


und  daher: 


«I  e 


Es  war  aber: 


0 Bw 
e = — . 

sin  IT 


Sei : 


ß — Xga 

"i—e" 

cos  ß(«,  — «.) 
m = - 

Nur  wenn  m=  — coso  ist,  findet  zwischen 
u,  und  eine  Bedingungsgleichung 
statt,  und  es  dürfen  dann  nicht  mehr 
beide  willkürlich  genommen  werden. 
Die  Auflösung  wird  illusorisch,  wenn 

a — " ist,  da  dann : 

£ 


—B  = b,  also  b = 


—sin  a 
mß  ’ 


D = 0, 


5 = ^ 
ßm 
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wird,  also  ß and  m sich  nicht  abgeson- 
dert berechnen  lassen.  Dann  ist : 


e 


e * = — 


u, 


ßtn  — Bzz 


u, 


In  beiden  letzten  F&llen  kann  man  also 
nnr  ein  u willkflrlich  annehmen.  Im  all- 
gemeinen Falle  dagegen  setzen  wir: 


nnd  man  hat  die  particnlärc  Anflösnng: 

* = Ci  C, 

Von  dieser  Gleichung  sind  die  beiden 
imaginären  Cycloidcn  besondere  Fälle. 
Sie  enthält  übrigens  a nicht,  nnd  es  kom- 
men also  unendlich  viel  ähnliche  Charakte- 
ristiken, die  jede  einem  andern  Schnittwin- 
kel entsprechen.  Indess  schliessen  wir 
hieraus  nicht,  dass  dies  für  alle  Sebnitt- 
winkel  stattfindc,  da  möglicherweise  die 
Substitution,  welche,  um  die  Acbnlich- 
keit  zn  erweisen,  gemacht  werden  muss, 
zu  imaginären  Beziehungen  führen  kann. 
Untersuchen  wir  also  den  Fall  direct, 
nnd  setzen  in : 


da  . 

s=  sina — <r  cos« 
d l 

für  a den  eben  gefnndenen  Werth  ein. 
Man  erhält: 


s = Cj  (y  sin  a — cosa)  ^ 


dl 


-fC,  (efsina — coso)c  , 
wenn  1-f  ^ für  / gesetzt  wird: 

s=  C|  sina  — cosa) 

-f  C,  (d  Bin  a — cos  a) 


Damit  Aehnlichkeit  stattfinde,  muss 
sein: 


(y  sin  a — cos  a) 


= e 


d» 


(d  sin  a — cos  a), 


d.  h.: 


d(y— ^)  = lg 


(d  sin  a— 008  o' 
ysina  — cos  a. 


& ist  reell,  wenn  tf  sin  a — cosa  und 
y sin  a — cos  a dasselbe  Zeichen  haben, 
d.  h.  wenn  eftga  und  ytga  gleichzeitig 
algebraisch  grosser  oder  kleiner  als  1 
sind.  Sind  y und  d positiv,  und  y die 
grossere  Zahl,  so  kann  man:  y = cot^, 
d =cotr  und  f4>y  setzen.  Dann  ist: 

tgo>tg^  oder  tga<tgK,  , 


d.  h.  damit  Aehnlichkeit  zwischen  Tra- 
jectoric  und  Charakteristik  stattfinde, 
muss  der  Schnittwinkel  zwischen  0 und 
V oder  zwischen  ft  nnd  n liegen.  Sind 
y nnd  d negativ , so  kann  man  den 
Schnittwinkel  in  entgegengesetzter  Rich- 
tung nehmen,  also  — a für  a schreiben. 
Sei  dann  y = — cot^,  d=  — coty,  so  hat 
man  dieselben  Ausdrücke  wie  oben,  und 
die  Folgerung  ist  die  nämliche. 

Ist  jetzt  y positiv  und  d negativ , so 
setzen  wir  y=:cot^/,  d = — cotK,  dann 
wäre  entweder: 


— tga>tgv,  tga>tg^, 

was  beides  nicht  gleichzeitig  stattfinden 
kann,  oder: 

— tga<tgy,  tga<tgft, 

d.  h.: 

a<ft  oder  a>n  — y. 


Für  die  imaginären  Cycloiden  z.  B.  ist 
r — fif  also  a Ca  odera>-rT — wie  dies 
schon  früher  gefunden  wurde. 

In  allen  Fällen  aber,  wo  die  Trajec- 
torie nicht  der  Charakteristik  ähnlich 
ist,  kann  man  9 durch  die  Gleichung 
bestimmen : 


(y  Bin  a — cos  a) 

+ (d  sin  a — cos  a) = 0, 
wie  sich  leicht  darthun  lässt. 

Man  hat  somit  zwei  Curven  von  der 
Form : 

*=Cie^'4-  Ci 

die  sich  leicht  auf  die  Form  bringen 
lassen : 

.=  C(«)''+ e'"), 

davon  ist  eine  immer  Charakteristik  der 
andern  für  Schnittwinkel,  die  keine  ähn- 
lichen Charakteristiken  geben,  wohl  aber 
ist  dann  die  eine  Trajectorie  immer  der 
Charakteristik  der  andern  ähnlich.  Ein 
Ansnahmefall  tritt  ein , wenn  a auf  den 
Grenzen  v oder  ft  liegt. 

Seien  y und  d positiv.  Im  erstem 
Falle  wird: 


t 


sin^ 


sin  (j4  — y) 


im  letztem : 


s = -7-^  8in(a— K)e  . 

Bin  K ^ 

Für  negatives  y und  d erhält  man  ent* 
sprechende  Resultate.  Also  in  jedem 
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der  beiden  F&IIe  ist  die  Charakteristik 
eine  logarithmische  Spirale,  und  zu  die- 
ser Curve  gehört  dann  ein  System  ein- 
ander fthnlicher  Trajectorien , wie  sich 
leicht  zeigen  lasst.  Füry=:J  hat  man 
als  Trajectorie  eine  logarithmische  Spi- 
rale, die  der  Charakteristik  ähnlich  ist, 
wenn  a ungleich  yu  ist.  Ist  a = ^,  so 
bildet  aber  die  Charakteristik  einen 
Punkt. 

Nehmen  wir  jetzt  an , dass  y und  d 
einander  unendlich  nahe  liegen;  cs  ist 
dies  der  Fall,  wo  D=—B[\  — lg( — B)\ 
ist,  und  setzen  wir : 

— C^y~B, 

so  kommt: 

,=  (A+Bl)ey', 

woraus  sich  durch  Transformation  leicht 
bilden  lässt: 

$ = Dl  ey^ 

Vertanseben  wir  * mit  <r,  und  setzen  in 
die  Gleichung ; 

da  . 

* = 3-:  sin  a — ocosa 
d l 


also: 


Alle . Gleichungen , auf  welche  die  Be- 
trachtung der  reellen  Wurzeln  führt, 
sind  also: 


und  nach  dem  oben  Gesagten  sind  alle 
drei  Cnrven  als  Trajectorien  der  loga- 
rithmischen  Spirale  zu  bezciebnen.  Wir 
wollen  aber  auch  zwei  zusammenge- 
hörige imaginäre  Wurzeln,  die  den  Wer- 
then  ir  und  — v>  entsprechen,  betrachten. 

Wir  setzen  C,  C,  und  alle  II  und  A 
bis  auf  je  eine  dieser  Constanten  H^ 
und  A,  der  Null  gleich.  Sei  ferner: 

I 

ff  / sin  ir\  ß u> 

* = ’ 7"^’ 

COS/4 

In  diesem  Falle  ist: 


ein,  SO  kommt: 

* = D[(j/8ina  — cosa)  I+sin 

Setzen  wir  r4*«>  für  /,  so  muss  im 
Falle  der  Aehnlidbkeit  sein: 

9 (y  sin  a — cos  a)-f-8in  a =0, 

was  immer  möglich  ist,  was  auch  a sei. 
Hier  sind  also  alle  Charakteristiken  mit 
Einschluss  der  Evolute  der  Trajectorie 
ähnlich.  Nur  wenn  y = cot<i,  tritt  eine 
Ausnahme  ein,  und  dann  ist  die  Cha- 
rakteristik wieder  eine  logarithmische 
Spirale.  — Sollen  Trajectorie  und  Cha- 
rakteristik in  diesem  Falle  nicht  blos 
ähnlich,  sondern  congruent  sein,  so  muss 
man  haben: 

sin  a — cos  o)  = + 1, 
welche  Gleichung  mit: 

& {y  sin  a — cos  «)  4-  sin  <»  = 0 
zu  verbinden  ist. 

Für  den  Fall,  wo  a = -^,  also  die  Evol- 

ventc  der  Evolute  congruent  ist,  er- 
gibt sich: 

= + y&  = — 1, 


» = A e”  ^ cos  (y 

Wir  untersuchen  ganz  wie  oben,  welche 
Werthe  a annchmen  kann,  damit  Cha- 
rakteristik und  Trajectorie  ähnlich  blei- 
ben. Man  gelangt  zu  der  Gleichung: 

»=  A ^ [cos(y/-f'A‘)  («  sin  fl  — cosa) 

— sin  (yl+fi)y  s'm  a], 

und  wenn  man  für  / setzt,  so 

kommt  als  Bedingung  der  Achnlichkeit 
durch  Vergleich  der  Factoren: 


sin  (y  5)  (fl  sin  a — cos  a) 

•4- cos  (y&)  y sin  fl  = 0, 

d.  h.: 


tg(y^^)= 


y sin  fl 

cos  fl  — «sin  a 


woraus  sich  ^ immer  reell  ergibt.  Also 
die  Cbarakteristik  bleibt  der  Trajectorie 
für  jedes  a ähnlich,  also  auch  f&r 

0=  — Damit  Congruenz  stattfindc, 

kommt  noch  die  zweite  Bedingung  hinzu : 

e [cos  (y^)  («  sin  a — cos  a) 

— Bin  (y9)  y sin  o]  = + 1, 
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woraus  sich  y transcendenter  Form 
ergibt.  Für  <*  = ? geben  diese  Glei- 
ebungen : 

*g(y*‘')  = — — * cos  = 4- n 

n 

Für  }'  = 0 kommt  die  logarithmische  Spi- 
rale wieder,  für  « = 0 die  reellen  Cy- 
cloiden. 

Ist  noch  m=— cosa,  so  kommt  zu 
dem  Ansdmeke  für  t ein  Glied  kl  hinzu. 
Es  ist  dann  D = l,  also  die  Constante 
nicht  der  Art  willkürlich,  dass  man  zwei 
Wurzeln  beliebig  annebmen  kann.  Dies 
macht  die  beiden  Losungen,  wo  zwei 
reelle  oder  imaginüre  Wurzeln  gegeben 
waren,  illusorisch.  Dagegen  ist  eine  der 
oben  gefundenen  Lösung  s zz  A cos  al 
ensprechende,  also: 

s = A cos  al-{-kl, 


vorhanden.  Bestimmen  wir  jedoch  die 
Charakteristik,  so  kommt  a = 0,  also 
die  Cnrve  ist  ein  Kreis. 

Man  kann  aber  auch  setzen : 


» = 

Hier  ist  a ein  Minimum,  0 = 1,  und 
hieraus  ergibt  sich  : 

B=-l, 

da: 


war,  ferner  ti  = 0,  a = 0,  also  wieder 
ein  Kreis.  Wird  endlich: 


gesetzt,  so  kommt: 


$—k  sin  a = Ae 


al 


(a  sin  a— cos  a) 

— kl  cos  a. 


Die  Bedingung  der  Aehnlicbkeit  wird: 
e “^-fntga  = 0. 

Hier  ist  & reell,  wenn  1— atga  positiv, 
also  atga<l  ist. 

a kann  als  positiv  betrachtet  werden, 
da  man  im  entgegengesetzten  Falle  l 
mit  — / vertauschen  kann.  Ist  also 
a=z cot fi,  so  ist: 

a<fi,  oder  ■^<a<7r. 

Hat  a keinen  dieser  Werthe,  so  stehen, 
wie  leicht  zu  sehen,  die  beiden  Cnrven: 

s=Ae**^-f-ib/,  und:  $ = Ae^^—kl 

wieder  in  der  Relation , dass  die  eine 
Cnrve  der  Charakteristik  der  andern  Ähn- 


lich ist.  Für  erhalt  man  die  lo- 

garithmische  Spirale , Air  a =z  u den 
Kreis.  ' 

Ist  noch  ß = tga,  so  kommt  ein  Glied 
kl*  hinzu.  Dies  gibt  jedoch  nur  Auf- 
lösungen. wo  auf  die  Natur  der  Wurzeln 
der  transcendenten  Gleichung  zurückzu- 
gehen ist,  den  Fall  ausgenommen,  wo 
alle  C,  G,  //  Null  werden,  und  der  die 
Kreisevolvente  gibt. 

Die  Disenssion  der  hier  behandelten 
Cnrven  wird  übrigens  in  dem  Artikel: 
Transformationscoordinaten  gegeben. 

Diese  Betrachtungen  lassen  sich  zum 
Theil  auf  doppelt  gekrümmte  Linien 
ausdehnen.  Wir  verweisen  in  Bezug  >auf 
diesen  Gegenstand  auf  den  Artikel : 
Schraubenlinie. 

5)  Es  muss  noch  das  von  Johann  Ber- 
nonlli  zuerst  gelöste  Problem  der  reci- 
proken  Trajectorien  angeführt  werden. 
Dies  besteht  in  folgender  Aufgabe: 

Es  sind  zwei  einander  congmentc  Cur- 
ven  symmetrisch  so  an  einander  gelegt, 
dass  sie  sich  schneiden.  Die  eine  wird 
parallel  sich  selbst  fortgeschoben.  Wie 
mflssen  die  Curven  beschaffen  sein,  da- 
mit die  zweite  in  jeder  so  entstandenen 
Lage  die  erste  unter  constantem  Winkel 
schneidet,  also  diese  zur  Tr^ectorie  hat  ? 

Legt  man  die  Axe  der  y so,  dass  sie 
den  Winkel  beider  ursprünglichen  Cor- 
ven,  den  wir  mit  a bezeichnen,  balbirt, 
so  sind  die  Gleichungen  dieser  Curven 
bezüglich  von  der  Form: 

y =/■(*).  y =/“(-*)• 

In  irgend  einer  Verschiebung  aber  hat 
die  zweite  Curvc  die  Gleichung: 

y = ^(-»)+ff. 

wo  « der  Parameter  ist. 

Non  ist: 

A = /-fo,  tgl=f'(x),  tgi=-f'(-x), 
also  wenn  wir  l=</.(x)  setzen: 

»K  7 (*) 

und  da : 

tgk=-r  (-*)  = tg  (-x)] 
ist,  so  hat  man : 

A=-7(— x)4-in. 

Es  ist  aber  s gleich  Null,  wenn  man  an- 
nimmt, da.-s  weder  l noch  A grösser  als 
zwei  ^chto  sein  sollen. 

Man  hat  also  die  Functionenglei- 
chnng : “ 

V (®)+y  (—*)  + <* =0. 

Diese  Gleichung  gibt  leicht  die  Lösung : 

3 
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7 (x)  = tt-— , 

wo.  u >inc  beliebige  ungrade  Function 
von  X ist.  Ferner  : 


r(x)=.g(.-|)=- 


tg  « — -g 


l + ‘g«  ‘g-g 

Ist  w eine  ungrade  Function,  so  ist  tgw 
eine  solche.  Man  kann  also  setzen: 


r(x)= 


v — b 


V — b 


dx. 


n und  etwa  z eliminirt.  Man  hat  daun 
die  Differenzialgleichung  der  Trajectorie, 
welche  mit  der  Gleichung  der  bereits 
bestimmten  Oberfläche  zu  verbinden  ist. 

Liegen  die  Curven  alle  auf  einer  Ku- 
gel, so  führt  man  sphärische  Coordina- 
ten  ein. 

Sei  if'  die  Entfernung  des  zn  bestim- 
menden Punktes  vom  Aeqnator,  anf 
dem  durch  den  Fol  gehenden  grössten 
Kreis  (Meridian)  gemessen,  & der  Win- 
kel dieses  grössten  Kreises  mit  einem 
Anfangsmeridian.  Sei  dann  AB  ein 
Cnrvenclement,  O der  Pol,  also; 


wo  6_tg— , V eine  beliebige  ungrade 

Function  von  x ist. 

Man  hat  noch : 


OA  = 


v — b 


: (‘4) 


Winkel  AOB—d^. 

Sei  Winkel  ABO  = l,  AB  = dty  so  hat 


r-j-v  ’ 


b l-f-irtJ 

1 

wo  c=-^  gesetzt  ist,  also: 

y=cz-a+c')f^^; 

woraus  sich  unendlich  viel  Curven  der 
bezeichneten  Art  ableitcn  lassen. 

6)  Ist  eine  Curvenschaar  im  Raume 
gegeben,  welche  also  eine  Oberfläche 
bilden,  so  kann  man  ebenfalls  von  ihrer 
Trajectorie  sprechen.  Die  Gleichungen 
einer  der  Curven  seien ; 

1)  yt  2,  o)=  0,  y (x,  y,  z,  o)  = 0. 

Durch  Elimination  von  r<  lässt  sich  im- 
mer die  Gleichung  der  Oberfläche  fin- 
den , auf  welcher  alle  diese  Curven  und 
also  auch  die  Trajectorie  liegen , für 
welche  also  noch  eine  Gleichung  zu  fin- 
den ist. 

Seien  die  ans  den  beiden  Gleichungen 
1)  gezogenen  Werthe: 

dx  du  dz 
Ts=^'  ds=^^  Ts  = ^’ 
wo; 

dt*  = dx*-f-rfy*  -j-rft ' 

ist;  n der  Schnittwinkel.  Die  Cosinus 
der  Winkel,  welche  die ‘Trajectorie  mit 

den  Axen  macht,  sind  dann  i ^ , 

dt  dt  dt 

genommen  aus  den  Gleichungen  der  Tra- 
jectorie,  also  nicht  mit  p,  y,  r zu  ver- 
wechseln, und  man  hat: 

2^  — ' . - V . dz 


man: 


und: 


. , d» 

sin  / =C08(/-  -r-, 

dt 


dx  dy 

3-.+’ il+rj,- 


Aus  dieser  Gleichung  und  aus  1)  wird 


cos  (f<  — sin  (f  sin  («/  dq) 

-f-  cos  y cos  (y  -f  dq  ) cos  d,9, 

d.  h.: 

dt*  = dq  *-j-C08q*  d,9*, 

woraus  sich  dann  auch  ergibt: 

I dq^  d9 

cos/=^,  tg /=C08y -7-. 
dt  ° ’ dq 

Sei  jetzt  I der  Winkel  der  Trajectorie 
mit  dem  Meridian,  und  a = i — l der  con- 
stante  Winkel  zwischen  der  Trajectorie 
und  den  Curven,  so  ist  also : 

^ 1-tgatg/' 

Die  Gleichung  der  Curven  hat  die  Ge- 
stalt : 

/■(y,  #,  «)  = 0, 

wo  a der  Parameter  ist.  Daraus  ergibt 
sich  der  Werth  von: 

I 

.g/rcosy.^, 

als  Function  von  q<  und  «.  Beziehen  sich 
nun  y.  und  & auf  die  Trajectorie,  so 
hat  man: 

d9  tg  «-|-tg  l 
cos  q j-  = 

^ dq.  1— tgatgf 

woraus  mittels  der  gegebenen  Gleichung 
nur  noch  o zn  climiniren  ist. 

Ein  Beispiel  bietet  die  loxodromische 
Linie,  welche  alle  Meridiane  unter  glei- 
chem Winkel  schneidet. 

Die  Gleichung  eines  Meridians  ist 
offenbar : 
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also : 


J»  = rr,  tg/=0, 


d» 


ist  die  DifTercnzialgleichang  der  gesuch- 
ten Linie.  Man  erhält  durch  Inte- 
gration : ' 

s=-tg.ig(-^), 

^7  . — i>cotfl 

cot-^=  Ae 

Die  Constante  A wird  bestimmt,  wenn 
man  weiss , welches  Stück  y , die  Tra- 
jectorie vom  Anfangsmeridian  abschnei- 
det. Man  hat  dann  : 

,->  = 0, 

also: 


also: 


— »cota 

cot -^  = cot-^  e 


Tranacendente  (Analysis). 

^ Jede  nicht  algebraische  Function,  die 
sich  mithin  weder  durch  die  vier  Spc- 
cies  noch  durch  Potensiren  oder  Wur- 
zelaosziehen  ergibt.  In  neuerer  Zeit 
nennt  man  wohl  auch  tranacendente 
Function  nur  solche,  die  sich  nicht  durch 
die  Auflösung  algebraischer  Gleicbnngen 
ergeben,  mögen  letztere  nun  zu  Potenz- 
wurzeln führen  oder  nicht.  Ueber  die 
Eintheilung  der  Transcendenten  siehe 
den  Artikel : Quantität  (imaginäre). 

Transfonnation  (Analysis). 

Oleichbedentend  mit  Umwandlung  oder 
Umformung,  das  Verfahren,  ans  einem 
gegebenen  analytischen  Ausdruck  einen 
andern  zu  bilden,  indem  man  für  die 
darin  enthaltenen  Variablen  andere  ein- 
setzt.  Namentlich  wichtig  ist  die  lineare 
Transformation  algebraischer  Ausdrücke. 
(Vergleiche  darüber  den  Artikel:  Inva- 
riante.) Die  Transformation  der  Pa- 
rallel - Coordinaten  ist  ein  besonderer 
Fall  dieses  Problems  (siehe  die  Artikel; 
Coordinaten , und : Analytische  Geo- 
metrie). 

Transfbrmitioiiscoordinaten  (Goome* 
trto). 

Der  Verfasser  gibt  hier  gewisse  Be- 
trachtungen, anf  die  in  verschiedenen 


Artikeln  dieses  Wörterbuchs  verwiesen 
ist,  und  die  einen  Gegenstand  behandeln, 
der  zur  Erleichterung  der  Auflösung  geo- 
metrischer Probleme  oft  sehr  dienlich  ist. 

Wenn  man  sich  nämlich  bei  der  Be- 
handlung geometrischer  Probleme  ana- 
lytischer Methoden  und  somit  eines  Co- 
ordinatensystems  bedient,  so  ist  man 
genOthigt,  in  die  Behandlung  des  Pro- 
blems ein  von  der  im  Allgemeinen  zu- 
fälligen Wahl  des  letzteren  herrührendes 
Element  mit  aufzunehmen , welches  die 
ganze  Ausführung  und  alle  darin  vor- 
kommenden Formeln  mit  einem  dem 
Problem  fremden  Rechnungsmatcrial  be- 
lasten, welches  zuletzt  wieder  eliminirt 
werden  muss.  Namentlich  ist  dies  bei 
solchen  Problemen  der  Fall,  wo  Coordi- 
naten - Transformationen  vorzunehmen 
sind,  wp  dann  die  Transformationsfor- 
meln eine  grosse  Menge  Rechnung,  die 
in  anderer  Weise  vermieden  worden 
könnte,  erfordern.  — Solche  Probleme 
haben  den  Verfasser  veranlasst,  dasje- 
nige Coordinatensystem  anfznsnchen,  bei 
welchem  die  Transformationsformeln  mög- 
lichst einfach  sind.  Es  bezieht  sich  anf 
einfach  und  doppelt  gekrümmte  Linien. 
Sprechen  wir  jedoch  zunächst  von  den 
ersteren. 

Sei  (Fig.  6)  ein  beliebiger 

Curvenbogen , U ein  Punkt  auf  demsel- 
ben. Durch  A legt  man  die  feste  Grade 
AM  in  beliebiger  Richtung,  durch  U die 
Tangente  UV,  sei  Winkel  UVMzzl,  Bo- 
gen UA  = s.  Diese  Grössen  t und  /, 
„Bogenlänge  und  Tangentcnwinkel“,  sind 
unsere  Coordinaten.  Die  Gleitung 
/"(/,  s)  = 0 bestimmt  die  Curve. 

Die  Transformation  dieser  Coordina- 
ten kann  nur  darin  bestehen,  dass  man 
statt  A den  Punkt  .4^  und  statt  AM 
die  Grade  A,M^  nimmt.  Sei  Winkel 
AiM.A  = tt,  und  Bogen  AA.=ß,  Winkel 
UV,M UA^=z$^,  so  ist: 

Nimmt  man  aber  statt  A,  den  Punkt 
A,  anf  der  andern  Seite  von  U,  und 
zählt  die  Bogen  und  Winkel  in  umge- 
kehrter Richtung,  so  ist,  wenn  man 
A^M^  durch  A^  legt: 

Winkel  >4, Af,/i  = n—it,  AA^^ß, 
A^U ^ — *1  —ß 
Winkel  UK.ilf,  =/,=«-/. 

Also  sind  V,  s'  die  transformirten  Coor- 
dinaten, o,  b Constanten,  so  sind  die 
Transformationsformeln : 

F = a + f,  s'=6+s, 

also  in  der  That  die  möglichst  einfachen. 

3* 
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Die  Besiehang  der  Transformationscoor* 
diDaten  sa  den  rechtwinkligen  iit  ein- 
fach. Die  Linie  AM  sei  Axe  der  Y,  so 
hat  man: 

Ist  y als  Fnnction  von  x gegeben,  so 
kann  man  z mittels  dieser  Gleichungen 
eliminiren,  und  hat  s als  Function  von 
/.  Ist  die  Gleichung  zwischen  $ und  / 
gegeben,  so  bat  man: 

dx  — sin  l ds,  dy  — cos  / ds, 

nnd  erhält,  wenn  man  « eliminirt,  die 
Bwischen  x und  y.  — Aus  diesen  For- 
meln oder  aus  bekannten  Eigenschaften 
der  in  Rede  stehenden  Curven  erhält 
man  ihre  Gleichungen  in  Transformations- 
coordinaten leicht.  Es  ist: 

1)  Für  die  grade  Linie: 

l=a. 

2)  Für  den  Kreis  mit  Radius  r: 

t~rl. 

3)  Für  die  Hypocycloide , wenn  der 
Erzeugnngskreis  den  Radins  r,  der  feste 
den  Radius  R hat: 

4r  _ R 

■=  Ä 

Schreibt  man  — r für  r,  so  hat  man  die 


Epicycloidc,  für  R = ao  hat  man  dieCy- 
cloide.  Es  ist  also  für  letztere: 

s = 4rcos/. 

Die  Gleichung: 

s=z  A cos  ttlf 

oder: 

s = sin  « 

wo  / für  ^—/geschrieben  ist,  stellt  also 

A fC 

jedenfalls  eine  der  allgemeineren  Cy« 
cloiden  vor  (vergleiche  den  Artikel : Rad* 
linic). 

Schreiben  wir  ai  für  a,  so  kommt: 
s = B(e  j, 

und: 

«=0(e  — e 

Diese  Cnrven,  welche  in  dem  Artikel: 
Trajectorie  betrachtet  sind,  and  welche 
die  Eigenschaft  haben,  ihrer  Charakte- 
ristik ähnlich  zu  sein,  bezeichnen  wir 
als  imaginäre  Cycloiden  erster  and  zwei- 
ter Gattung, 

4)  Für  die  logarithmische  Spirale  iat: 


5)  Für  die  Kettenlinie: 
s=Atgi 
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Untersuchen  wir  z.  B. , welche  Form 
die  Gleichungen  zweier  congruenten  Cur- 
ven  haben.  Seien  dieselben : 

s=y.(i),  und  t = 

jede  derselben  muss  dann  durch  Coor- 
dinaten*  Transformation  in  die  andere 
übergehen.  Sei: 

s = a±i,  = 
so  ist  also  identisch: 
s = ^(l)  und 

d.  h. : 

welches  die  verlangte  Bedingung  ist. 

Sei  nun  t = die  Gleichung  einer 
dritten  Cnrve,  die  den  beiden  ersteren 
ähnlich  ist.  Man  kann  dann  annehmen, 
dass  sie  mit  der  zweiten  auch  ähnlich 
liege.  Es  müssen  dann  zu  gleichen  Win- 
keln /,  proportionale  Bogen  s gehören, 
und  somit  ist: 

oder  wenn  wir  für  \p{})  seinen  Werth 
setzen,  ka  mit  » und  +A:  mit  k ver- 
tauschen : 

no=«+ity03±o- 

Dies  ist  die  Aehnlichkeitsbedingung 
zwischen  den  beiden  Curven: 

»=^(0.  * = 7(0- 

k ist  die  Froportionalzabl , und  wenn 
k=  + l ist,  findet  Congmenz  statt. 

Die  Constanten  a und  ß bestimmen 
die  Lage  der  Curven  zu  einander. 

Um  eine  einfache  Anwendung  zu  ge- 
ben, suchen  wir  diejenige  Cnrve,  in 
welcher  sich  zu  jedem  gegebenen  Bogen 
eine  andere  ähnliche  finden  lässt. 

Die  Functionen  /*(/)  und  (f  (l)  sind 
hier  zu  identificiren,  und  man  bat  also 
die  Bedingung: 

7 (0  = «+*7'0*±0- 
Setzen  wir  zunächst  das  positive  Zeichen 
voraus,  so  sei: 


Setzt  man ; 


so  ist  A wegen  des  beliebigen  ß von  k 
unabhängig,  also : 

tzzFA^ 

die  verlangte  Gleichung.  Ist  F con- 
stant,  so  hat  man  eine  logaritbmische 
Spirale,  und  da  ß und  k ganz  ansfallen, 
so  lässt  sich  für  jeden  Bogen  ein  ähn- 
licher von  beliebiger  Grösse  finden.  Es 
sind  also  2 logarithmische  Spiralen  für  jede 
.Vcrhältnisszabl  ähnlich,  und  somit  auch 
congruent.  • Ist  F aber  periodisch,  so 
bestimmt  die  Periode  ß auch  k,  wenn  A 
gegeben  ist ; jedem  Bogen  entspricht 
dann  nur  ein  ähnlicher  von  bestimmtem 
Verbältniss. 

Sei  z.  B. : 


Fs  sin  o/. 


so  ist: 


.4” 


371 

tt 


also : 


7 (0=/‘(0+Ci 

m = kfiß+t). 


a 


wo  c = j ist.  Die  Aufiösung  ist  be- 
kanntlich: 

I 


WO  F eine  sonst  beliebige  Function  von 
I mit  Periode  ß,  also  auch  eine  Con- 
stante  sein  kann. 


also  auf  der  Curve,  deren  Gleichung  ist: 
1 = A^sin  ttl 

lässt  sich  zu  jedem  Bogen  ein  ähnlicher 
_ — 

und  A “ mal  so  grosser  finden.  Für 
*-=1  wird  wegen  diese  Be- 

trachtung illusorisch.  Dann  ist: 

7 (0  = «+7(/*+0* 

Diese  Gleichung  zeigt  Congrnenz  an. 
Wir  setzen : 

und  erhalten: 

»=-y,  f(ß+l)=m. 

f kann  also  jede  Function  mit  Periode 
ß sein,  und  es  ist: 

Für  constantes  F hat  man  den  Kreis. 
Sei  jetzt  aber: 

q{l)  = tt+k(^(ß-l), 
so  schreibe  man  ß^l  für  und  es  ist: 

7 0*-0=ö+*7(0- 
Ans  beiden  Gleichungen  ergibt  sich: 
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was  einen  Punkt  vorstellt.  Nur  für 
* = 1 wird  dies  illusorisch;  dann  aber  ist 
offnen  bar : 

y(/)  = 2«  + v(0, 

d.  h.  anO,  and  cs  kommt: 

<y(0=y(i»-0- 

Setzen  wir: 

für  /,  und  i^(/)  für  7 
so  kommt: 

V'(0='/'(-0. 

Dio  Curve  hat  die  Gleichung: 

wo  ii/  eine  sonst  beliebige  grade  Func- 
tion von  / ist. 

Andere  Anwendungen  gibt  der  Arti- 
kel: Trajoctorie. 

Namentlich  aber  ist  cs  von  Interesse, 
aus  der  Gleichung  in  Transformations- 
coordinaten  die  Gestalt  und  die  singu- 
laren  Punkte  der  betreffenden  Curve  er- 
mitteln zu  können.  Für  diese  Discussion 
bieten  sich  folgende  Grundlagen, 

So  lange  s mit  wachsendem  l immer 
zu-  oder  immer  abnimmt,  findet  die 
Krümmung  der  Cune  offenbar  in  dem- 
selben Sinne  statt,  es  muss  also,  falls 

dies  geschieht,  dasselbe  Zeichen  ha- 
ben. Wenn  sich  der  Sinn  der  Krüm- 
mung andern  soll,  ist  also  ^ = 0,  und 


die  Tangentenschaar  der  Corve  wirklich 
zeichnet,  kann  man  sich  über  das  Vor- 
handensein einer  Schleife  Gewissheit  ver- 
schaffen. 

Der  zweite  Fall  bedingt,  dass  der 
Krümmungsradius  immer  zunimmt,  d.  h. 
, dt  d*s  . 

rf7  57>  immer  gleiche  Zeichen 

haben.  Im  dritten  Falle  müssen  diese 
Zeichen  verschieden  sein.  * 

Der  erste  Fall  aber  tritt  ein,  wenn 
dt  , 

gleich  wird  für  jede  zwei  Werihe,  die 

sich  um  2i  unterscheiden.  Es  ist  also 

dt 

entweder  constant,  also  die  Curve 


dl 


dt 


ein  Kreis,  oder  cs  hat  —.  üie  Periode  2t, 

d l ^ 

in  welchem  Falle,  Continuität  vorausge- 
d's 

einmal  verschwinden  muss. 

Wir  wollen  diese  Betrachtungen  auf 
einige  Curven,  die  in  dem  Artikel  Tra- 
jcctorie  Vorkommen,  anwenden. 

Zunächst  betrachten  wir  die  beiden 
imaginären  Cycloidcn,  deren  Gleichun- 
gen sind: 


1) 


r—  J l 


dl 

diese  Gleichung  zeigt  an,  dass  die  Tan- 
gente ihre  Richtung  ändert,  also  eine 
Spitze  eintritt.  Denkt  man  sich  aber  t 
immer  zunehmend,  und  es  ändert  / sein 

Zeichen,  es  wird  also  t-=0,  so  werden 

zwei  einander  unendlich  nahe  Werthe 
von  4 gleich,  man  hat  einen  Wende- 
punkt. So  lange  nun  weder  ^noch  — 

dl  dt 

verschwindet,  bildet  die  Curve  entweder 
1)  eine  geschlossene  Linie,  oder  2)  eine 
sich  erweiternde,  oder  8)  eine  sich  ver- 
engende Spirale,  oder  4)  eine  Schleife. 
Damit  das  Letztere  eintrete,  muss  ent- 
weder der  Krümmungsradius  4^vomAb- 

dl 

nehmen  ins  Zunehmen  und  umgekehrt 
übergehen,  da  sonst  fortwährendes  Ver- 
engen oder  Erweitern  sUttfindet.  Es 

muss  also  einmal  verschwinden.  — 

Jedoch  ist  nicht  immer  umgekehrt,  wenn 
dies  geschieht,  eine  Schleife  da.  Also 
nur  indem  man  der  Gleichung  gemäss 


Seien  A und  a positiv.  — Wenn  l po- 
sitiv oder  negativ  ist,  bleibt  t positiv, 
dagegen  hat  mit  l gleiches  Zeichen. 

Für  /=0  ist  s = a,  s'  = 0, 
iür  f = oo  ist  s:=s^  = oo. 

Die  letzte  Curve  berührt  die  Axe  der 
y,  die  erste  nicht.  Ferner  ist  offenbar; 

dt_  , dt* 
dl~"*'  ~di’’“*' 

'^•rd  ~ nie  verschwinden,  dagegen 

dt 

für  1 = 0.  Es  hat  also  die  erste  Curve 
eine  Spitze.  Ferner  ist; 

„ d'^t* 

dt 


Bei  positivem  l haben  daher  A 

, .dt*  d*t*  d*  M* 

dli  s -dir  “'i  -jir 

bezüglich  dasselbe  Zeichen.  Beide  bil- 
den also  für  positives  / sich  erweiternde 
Spiralen.  . 

Für  negatives  Z geben  beide  Curven 
Theilc,  dio  denen  für  positives  / con- 
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Fig.  t 


s 

gruent  sind.  Also  beide  Curven  bilden 
jp  zwei  mit  entgegengesetzten  Windun- 
gen durch  einander  gebende  Spiralen,  die 
bei  der  ersten  Curve  in  eine  Spitze  zu- 
sammenlaufen , bei  der  zweiten  aber 
nicht  (Fig.  7). 

Eine  andere  Curve,  die  ihrer  Evolute, 
bezüglich  Charakteristik  ähnlich  ist,  hat 
zur  Gleichung: 


bis  / =— oo , sonst  positiv.  Zwi- 

a 

1 2 

sehen  /= bis  1= haben  also 

a tt 


und  entgegengesetzte  Zeichen. 
dl  dl* 

Ist  n angemessen  gross,  so  entsteht  eine 
Schleife.  . Die  Curve  bildet  eine  sich  er- 


A1  ttl 

s = Ale 

Seien  A und  a positiv;  dann  haben  / 
und  $ stets  gleiche  Zeichen.  Für  1=0 
ist  i = 0,  für  ./=  + oo:  s=+oo,  für 

/=  — oo  : s = 0. 

ds  ^ / I , -V  « f 

" . 57=  *'^  • 

Für  /= — ^ isL  der  Krümmungsradius 

R 

gleich  Null,  also  auf  der  Seite  der  ne- 
gativen Krümmung  findet  sich  eine 
Spitze.  — Es  ist: 

^ = Äa(al-{‘2)e”\ 

ein  Ausdruck,  der  negativ  ist 


weiternde  Spirale  von  / = bis 

R 

f=:+oo;  eine  sich  verengende  von 
/= — ^ bis  / = — 00.  Da  * = 0 für 

R 

/ = — CO,  so  windet . sich  der  letztere 
Theil  um  einen  festen  Punkt.  Das  Stück 
vom  Berührungspunkt  mit  der  Axe  der 
Y bis  zur  Spitze  aber  ist  gleich  der 
ganzen  sich  verengenden  Spirale  von  der 
Spitze  an  (Fig.  8). 

Schliesslich  discutiren  wir  noch  die 
Gleichung : 

s = Ae^^+kl. 

Sind  A,  R und  k positiv,  so  ist  5=  + oo, 
wenn  bezüglich  / = 4 oo  ist. 


Fig.  8. 


ds  . , L 

—^=Aae  +Ar, 


d*s  . , 


Beide  Ausdrücke  bleiben  positiv.  Die 
Curve  bildet  eine  sich  erweiternde  Spi- 
rale. Der  Bogen  von  / bis  — oo  bis 
/ = 0 ist  aber  unendlich  gross,  d.  h.  die 
Curve  verdichtet  sich,  je  enger  die  Win- 
dungen werden,  immer  mehr  bis  ins  Un- 
endliche. 

Ist  aber  k negativ,  also  schreiben  wir 
— k dafür,  während  A und  r positiv 
sind,  so  ist  für  l=  + co  immer  s = 4oo, 

^,  = Atie^^-k.  Es  findet  also  für 
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Trapes. 


Fig.  9. 


I = — lg  — j eine  Spitze  statt,  bleibt 
o tf  ^ dt* 

positiv.  Von  der  Spitze  bis  zu  /=  — oo 
bat  man  eine  sich  erweiternde  Spirale, 
und  von  der  Spitze  bis  /=-t-co  eine 
ebensolche,  jedoch  entgegengesetzt  ge- 
richtete. Der  positive  Theil  hat  indess 
grossere  Windungen  als  der  negative 
(Fig.  9). 

Was  die  Ausdehnung  der  Transfor- 
mationscoordinaten auf  Linien  doppelter 
Krümmung  betrifft,  so  enth&lt  der  Ar- 
tikel : Schraubenlinie  hierüber  das  We- 
sentlichste. Wir  bemerken  hier  also 
nur,  dass  diese  Coordinaten  sind:  1)  die 
Bogenlänge  s von  einem  festen  Funkt 

an,  2)  das  Integral  1=  / dl,  was  die 

Summe  der  unendlich  Kleinen  Winkel 
ausdrückt,  w’elche  je  zwei  nächste  Tan- 
genten von  einem  festen  Punkt  an 

machen,  3)  das  Integral 

stellend  die  Summe  der 
nen  Winkel  je  zweier  unendlich  naher 
Krümmungsebenen.  Der  Uebergang 
zwischen  rechtwinkligen  und  Transfor- 
mationscoordinaten ist  dann  gegeben 
durch  die  bekannten  Formeln: 


1=  J dm, 


« = # am,  vor- 
unendlich klei- 


dt*  =rfx'-|-</y*-f-rfz^. 


WO  zu  setzen  ist: 

M_dy  ^ dt  d*y 
~ dt  dt*  d t dt*' 

^_</z  d*x  _ dx  d*s 

~ dt  dt*  dt  dt*' 

dx  d*y  dy  d*x 

d t dt*  dt  dt*’ 


Transventle  (Geometrie). 

Eine  Linie , welche  ein  System  von 
andern  Linien  in  der  Ebene  oder  im 
Raum  dnrcbschncidet.  * ' 

Die  Theorie  der  Transversalen  macht 
einen  bedeutenden  Theil  der  höheren 
Geometrie  ans.  Man  vergleiche  darüber 
die  Artikel:  Geometrie  der  Lage,  und: 
Geometrie  (neuere). 

'TransTers&ischwingaiigeii  (Wellei- 
lehre). 

Schwingungen,  die  auf  der  Richtung 
des  Strahls  (siehe  den  Artikel : Strahl) 
senkrecht  stehen,  im  Gegensätze  zu  den 
Longitudinalschwingungen,  welche  dem 
Strahl  parallel  sind. 


Trapex  (Geometrie). 


Ein  Viereck  mit 
ten.  Sind  a und 
ten,  h die  Hohe, 
A(a+A) 

2 


zwei  parallelen  Sei- 
b die  parallelen  Sei- 
80  ist  der  Flächeninhalt 


gleich 


In  älteren  Büchern  heisst  Trapez  je- 
des Viereck,  welches  kein  Parallelogramm 
ist;  dies  wird  ab  und  zu  wohl  auch 
Trapezoid  genannt. 


Treibcylinder. 


41 


Tretscheibe. 


TrsibejÜBder  (Eydranlik). 

Derjenige  Raam  einer  Wassersänlen* 
mascbine,  von  wo  ans  das  Wasser  xur 
Wirkung  gelangt. 

Treibetonne  (HasGbinenlehre). 

Das  Gefäss,  in  welchem  mittels  einer 
Göpelvorrichtnng  die  Last  ans  einem 
Schachte  emporgefOrdert  wird. 

Treibrad  (Ibschinenlehre). 

Bei  einem  Räderwerke  dasjenige  Rad, 
an  welchem  die  Kraft  wirkt 

Treppenrost  (lasehinenlehre). 

Einrichtung  zum  rauchlosen  Verbrcn> 
neu  hei  Dampferzeugern.  Statt  der 
Roststabe  sind  hier  8 Zoll  breite  Eisen- 
platten in  Abständen  von  bis  2^11 
stnfenPlrmig  über  einander  gelagert. 


dieser  Räder  gleich  ist,  und  dieselbe  wie 
bei  Winden  und  Haspeln.  Indess  kann 
erfahrungsmassig  ein  Mensch  an  den 
Treträdern  mehr  wie  an  letztem  leisten. 
Man  nimmt  an , dass  ein  Mensch  bei 
8 Stunden  Arbeit  und  128  Pfund  Ge- 
wicht, sowie  0,48  Fuss  Geschwindigkeit 
am  Sprossenrade,  aber  mit  25J  Pfund 
Kraft  und  2^  Fuss  Geschwindigkeit  un- 
ter 24«  vom  höchsten  oder  tiefsten  Punkte 
am  Tret-  und  Laufrade  arbeitet.  Im  er- 
sten Falle  ist  die  tägliche  Leistung 1769000, 
im  letztem  1663000  Fnsspfnnde. 

Jedoch  geht  einTheil  der  Arbeit  durch 
Zapfenreibung  verloren.  Sind  n Arbei- 
ter thätig,  G das  Gewicht  eines  jeden, 
G^  das  der  Maschine,  Q die  vertical 
wirkende  Last,  so  ist  der  Zapfendmek 
«(r-f*  Gj-j-.p,  also  wenn  p der  Zapfen- 
halbmesser, der  Reibungscoefficient 
ist,  die  Zapfenrcibnng  gleich  : 


Tretrad  (Maschinenlehre). 

Im  Allgemeinen  ein  Rad,  welches  durch 
' die  Kraft  eines  aufsteigenden  Menschen 
in  Bewegung  gesetzt  wird.  Man  unter- 
scheidet : 

1)  Das  Tretrad  im  engeren  Sinne, 
wo  der  Arbeiter  auf  der  änssem  Peri- 
pherie beranfsteigt.  Es  ist  zu  dem  Ende 
mit  Staffeln  versehen , und  der  Arbeiter 
befindet  sich  immer  weniger  als  90«  vom 
höchsten  Punkte  entfernt. 

2)  Das  Laufrad,  wo  der  Arbeiter  auf 
der  innem  Peripherie  aufsteigt.  Dies 
geschieht  auf  Latten,  mit  denen  das 
Rad  beschlagen  ist,  und  die  Entfernung 
des  Arbeiters  ist  weniger  als  90«  vom 
tiefsten  Punkte. 

3)  Das  Sprossen  rad.  Es  hat  statt 

der  Staffeln  durcbgesteckte  Bolzen , an 
die  sich  der  Arbeiter  anbält.  Er  be- 
findet sich  90«  vom  höchsten  Punkte, 
also  in  der  verticalen  Tangente. 

Ist  allgemein  a der  spitze  oder  rechte 
Winkel,  um  den  der  Arbeiter  von  der 
Spitze  oder  dem  Boden  des  Rades  ent- 
fernt ist,  r der  Radhalbmesser,  G das 
Gewicht  des  Arbeiters,  so  kommt  zur 
Geltung  die  auf  dem  Radhalbmesser 
senkredite  Componente  (r  sin  er,  also  das 
statische  Moment  Gr  sinn,  so  dass  also 
beim  Sprossenrad  die  Wirkung  am 
grössten  ist. 

I)&66gen  ist  aber  die  Anstrengung 
zum  Aufsteigen  heim  Sprossenrade  gleich 
G,  da  dies  vertical  geschieht,  beim  Tret- 
oder Laufrad  entspricht  sie  dem  Auf- 
steigen auf  eine  durch  die  Tangente 
gelegte  schiefe  Ebene,  und  ist  gleich 
Gsma,  so  dass  im  Grunde  die  Arbeit 


(»fi'+Gj-f  0)p, 

also : 

«Gr8in«=()6-l-/u(iiO+G,-l-^)  p, 
wenn  die  Last  am  Arme  6 wirkt. 

Tretscheibe  (Maschinenlehre). 

Eine  schief  stehende  Scheibe , auf 
der  ein  Thier  nahe  der  Peripherie 
fortschreitet,  und  ähnlich  wie  ein  Mensch 
am  Tretrade  wirkt.  Die  Axe  der  Welle, 
um  die  sich  das  Rad  dreht,  macht  einen 
Winkel  von  20  bis  25  Grad  mit  der 
Richtung  der  Schwere.  Die  Scheibe  ist 
mit  radicalen  Latten  beschlagen;  sie 
siut  winkelrecht  auf  der  Welle  und 
macht  daher  einen  Winkel  von  20  bis 
25«  mit  dem  Horizont.  Ist  dieser  Win- 
kel gleich  rr,  hat  das  Thier  das  Gewicht 
G und  befindet  es  sich  in  der  Entfer- 
nung r von  der  Wellenaxe,  so  hat  man 
das  Urodrehungsmoment  Gr  sin«.  Die 
Last  O befinde  sich  am  Arm  6,  sei  G^ 
das  Gewicht  der  Maschine,  p der  Zapfen- 
balbmesser,  fd  der  Reibungscoefficient, 
so  sind  die  statischen  Momente  der  Rei- 
bung an  der  Basis  und  der  Seitenrei- 
bnng  bezüglich: 

t.“(^4-f?i)cos«p, 

^[(G-fG  Jsino-f-G]  p. 

(Vergleiche  den  Artikel:  Reibung.)  Man 
hat  also ; 

Gr  sin  «=  0(&-}-/<p)-f/i(G-f  Gj)(|cosft 

sin  a)  p. 

Das  von  der  Componente  G cos  a her- 
rührende Kräftepaar  ist  hier  vernach- 
lässigt. 


Triaogel. 

TrUagel  (Seometrie). 

Siebe  Dreieck. 

Triaogitlarzahl  (Arithmetik). 

Die  Zahlen,  welche  entstehen , wenn 
man  die  Somme  von  1,  2,  3 . . . Glie- 
dern einer  arithmetischen  Reibe  bildet. 
Gewöhnlich  bat  letztere  die  Differenz  1. 
Also  ist  die  Reihe:  1,  2,  3,  4,  5 . . ., 
so  sind  die  Triangolarzablen:  1,  3,  6, 
10,  15  . . . 

Triangalinuig  (fieodAsie). 

Die  Tbeilong  einer  za  messenden 
Fläche  in  Dreiecke , die  je  nach  der 
Grösse  der  anfzonebmenden  Fläche  als 
eben,  spärisch  oder  sphäroidisch  za  be- 
trachten sind.  Die  Aasmessnng  des 
Dreiecksnetzes  kommt,  wie  leicht  zu  sehen, 
mit  Ansnabme  einer  einzigen  Standlinie 
nur  aof  Winkel  znröck,  jedoch  mass 
der  ControÜe  wegen,  namentlich  bei 
grösseren  Triangalimngen , wenigstens 
noch  eine  Linie  direct  gemessen  werden. 

Triehaze  (Hischinenlehre). 

Bei  Dampfwagen  diejenige  Wagenaxe, 
welche  durch  die  Trieb-  oder  Kurbel- 
stange hemmgedreht  wird. 

Triebstange,  Knrbelstange  (Haschi- 
nenlefare). 

Bei  Dampfwagen  diejenige  einfache 
oder  gabelförmige  Stange,  welche  die 
Dampintraft  vom  Kolben  auf  die  Trieb- 
axe  Qberträgt. 

TriebrShre  (Maschinenlehre). 

Bei  atmosphärischen  Eisenbahnen  die 
Röhre,  in  welcher  die  Luft  zu  verdQnnen 
ist,  am  mittels  des  Laftdrackuntersebie- 
des  den  Zug  in  Bewegung  zu  seuen. 

Triebstock  (Maschinenlehre). 

Die  cylindriscb  oder  coniscb  geform- 
ten Zähne  eines  Trilling  (vergleiche  den 
Artikel:  Rad). 

Trigonometrie. 

1)  Allgemeines. 

Die  Trigonometrie  lehrt,  aus  drei 
Stücken  eines  Dreiecks,  Seiten  oder  Win- 
kel , deren  Zahlenwerthc  gegeben  sind, 
die  übrigen  durch  Rechnung  zu  finden. 

In  der  Regel  theilt  man  sie  in  ebene 
und  sphärische  Trigonometrie.  Die  er- 
stere  enthält  die  Berechnung  der  ebenen 
Dreiecke,  die  letztere  diejenige  der  von 


2 Trigonometrie. 

grössten  Kreisen  auf  der  Kugel  gebil- 
deten. 

Man  verbindet  hiermit  zuweilen  die 
sphäroidische  Trigonometrie,  welche  die 
Berechnung  der  von  kürzesten  Linien 
auf  dem  zweiaxigen  Ellipsoid  gebildeten 
Dreiecke  lehrt,  uud  die  für  die  höhere 
Geodäsie  wichtig  ist. 

Die  Möglichkeit,  aus  drei  Stücken 
eines  Dreiecks  die  übrigen  berechnen 
zu  können , lehrt  die  Congruenz  der 
Dreiecke. 

Dfe  Ausführung  lässt  sich  aber  nicht 
durch  algebraische  Betrachtungen  leisten, 
da  die  Winkel  und  Seiten  eines  Drei- 
ecks in  einer  im  Allgemeinen  transcen- 
denten  Beziehung  stehen. 

Zweck  der  Trigonometrie  im  eigent- 
lichen Sinne  ist  es  nicht  eigentlich,  diese 
Beziehung  zu  ermitteln.  &es  geschieht 
in  der  sogenannten  analytischen  Trigo- 
nometrie. Es  kommt  zunächst  nur  dar- 
auf an,  die  hier  erforderlidien  Transcen- 
denten  auf  eine  möglichst  geringe  Anzahl 
znrückzuführen , deren  Kenntniss  und 
namentlich  deren  Berechnung  in  Tafeln 
man  voraussetzt.  (Die  Artikel : Reihen, 
sowie:  Tafeln  geben  hierzu  die  nötbige 
Anleitung.) 

Dazu  sind  nun  folgende  Betrachtun- 
gen nOthig.  Alle  gradlinigen  Dreiecke 
lassen  sich  in  rechtwinklige  zerlegen. 
Die  Seiten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks 
aber  sind  gegeben,  wenn  man  die  eines 
andern  Dreiecks  mit  gleichen  Winkeln 
kennt,  und  wo  eine  Seite  beliebig,  also 
z.  B.  gleich  der  Einheit  ist  Da  das 
gesuchte  Dreieck  dem  letztem  ähnlich 
ist , so  lassen  sich  die  Seiten  des  letz- 
tem , wenn  eine  gegeben  ist , nämlich 
sogleich  finden.  Nehmen  wir  an,  die 
Hypotenuse  sei  gleich  der  Einheit,  so 
ist  offenbar  das  Dreieck  bestimmt,  wenn 
man  noch  einen  spitzen  Winkel  <t  kennt 
Zwischen  den  Katheten  a und  b aber 
findet  dann  noch  die  Beziehung  a*-f-ö^  = 1 
gemäss  dem  Pythagoräiseben  Satze  statt. 
Also  eine  Seite  des  Dreiecks,  z.  B.  die 
an  a anliegende,  ist  gegeben,  wenn  man 
die  andere  kennt. 

Die  Transcendenten , welche  in  der 
ebenen  Trigonometrie  erforderlich  sind, 
beschränken  sich  also  auf  die  dem  Win- 
kel a gegenüberliegende  Seite  eines  recht- 
winkligen Dreiecks,  dessen  Hypotenuse 
gleich  Eins  ist.  Diese  Seite  nennt  man 
den  Sinus  von  a,  geschrieben : sin  a.  — 
Es  ist  aber,  um  einfache  Formeln  für 
alle  Dreiecke  zu  haben,  nöthig,  die 
Dreieckswinkel  in  allgemeinerem  Sinne 
aufzufassen.  Wenn  man  die  eine  Seite 
nämlich  dreht,  bis  sie  .in  die.Richtnng 
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Trigonometrie, 


der  andern  fällt,  so  bat  man  einen  Drei- 
eckswinkcl,  und  in  diesem  Sinne  kann 
er  je  nach  der  Drehung  auch  im  recht- 
winkligen Dreiecke  stumpf  oder  spitz, 
auch  erhaben  und  selbst  grösser  als  4 
Rechte  sein,  da  man  die  Drehung  ja  so 
viel  mal,  als  man  will,  in  die  alte  Lage 
zurflekföhren  kann.  Auch  ist  cs  nöthig, 
je  nach  dem  Sinne  der  Drehung  posi- 
tive und  negative  Winkel  zu  betrachten. 
Es  wird  aber  gezeigt,  dass  die  Sinus 
aller  Winkel  gegeben  sind , wenn  man 
die  der  Winkel  von  0 bis  90  Grad  kennt. 
Die  Sinns,  sowie  einige  andere,  mit  ihnen 
aber  in  algebraischer  Beziehung  stehende 
Functionen,  trigonometrische  Functionen 
oder  Linien  genannt,  enthalten  die  tri- 
gonometrischen Tafeln  entweder  selbst, 
oder  besser  die  Logarithmen  dieser  Func- 
tionen. Dies  bezieht  sich  zunächst  auf 
die  ebene  Trigonometrie , die  sphärische 
beruht  aber,  wie  gezeigt  wird,  auf  den- 
selben Elementen.  Die  sphäroidische 
aber  erfordert  eigene  Transcendenten,. 
zu  deren  näherungsweiscr  Berechnung 
jedoch  die  trigonometrischen  wesentliche 
Dienste  leisten. 


6)  -f'  l4-tgo^  = sec  «*, 

7)  l + cot«*  = coseca*. 

Jedoch  gibt  es  noch  Besiebnngen  an- 
derer Art  zwischen  den  trigonometrischen 
Linien.  Der  andere  spitze  Winkel  des 
rechtwinkligen  Dreiecks  ist  nämlich  gleich 

~—a,  und  da  die  an  a anliegende  Seite 

die  gegenQbcrlicgcndc  von  — « ist,  so 

hat  man: 

8)  sin  = cos  «, 

ausserdem : 


ist: 


2)  Theorie  der  ebenen  recht- 
winkligen Dreiecke. 

Man  bezeichnet,  wie  schon  gesagt,  im 
rechtwinkligen  Dreieck,  dessen  Hypote- 
nuse gleich  1 ist,  die  dem  Winkel  tt 
gegenüberliegende  Cathete  als  Sinus  von 
« (sin  a).  Ausserdem  aber  wird  die  an- 
liegende Cathete  Cosinus  von  n , ge- 
schrieben cosa,  genannt,  während  man 
das  Verbältniss  des  Sinus  zum  Cosinus 
die  Tangente  von  a (tgrr)  nennt,  und 
das  umgekehrte  Verbältniss  als  Cotan- 
gente  (cot  n)  bezeichnet.  Weniger  ge- 
braucht sind  die  Bezeichnungen  Sccante 
(sec  ff)  und  Cosccante  (cosecrt),  worun- 
ter bezüglich  die  umgekehrten  Werthe 
von  cos  a und  sin  a verstanden  werden. 
Wegen  des  Pytbagoräischen  Satzes  hat 
man  nun: 


1) 


sin  «*  -f-cos  «*  = 1,  . , ...  - • r 


ausserdem  als  Definition: 


2) 

3) 

4) 

5) 


tg«  = 


sm  a 


cos  a 

cos « 1 


cot  ff  = = 


1 

sec  ff  = . 


sin  f( 


tgrt 

L-i'-'l.v  . 


cösec  ff  = ■ 


cos  ff 
1 


I - •' 


sin  ff 


und  aus  den  Gleichungen  2)  bis  ö),  ver- 
bunden mit  1,  noch: 


9)  tg(-^-«)  = cot«, 

ferner  direct:  j (4 

10)  sec  ff^  = cosec  <». 

Der  Winkel  — « heisst  das  Comple- 

ment  von  n,  die  Ausdrücke:  Cosinus, 
Cotangens,  Cosecans  sind  abgekürzt: 
Complemcntssinus,  Complementstangens, 
Complcmenssecans,  was  durch  die  For- 
meln 8 bis  10  begründet  wird. 

Seien  jetzt  n und  /J  die  schiefen  Win- 
kel eines  beliebigen  rechtwinkligen  Drei- 
ecks, a und  b bezüglich  die  ihnen  gegen- 
überliegenden Catheten,  h die  Hypote- 
nuse, so  ist,  da  dieses  Dreieck  dem  mit 
Winkel  « und  Hypotenuse  1 ähnlich  ist, 
offenbar : 

11)  <1 : 6 : c = sin  ff  ; cos  ff : 1 

= tg  ff  : 1 : cosec  ff  = 1 ; cot  o : sec  «, 

Diese  Formeln  reichen  hin,  um  alle 
bei  rechtwinkligen  Dreiecken  vorkom- 
menden Fälle  lösen  zu  können,  voraus- 
gesetzt, dass  man  die  trigonometrischen 
Linien,  oder  besser  ihre  Logarithmen 
berechnet  und  in  eine  Tafel  geordnet 
hat.  Diese  Tafel  gibt  für  Jeden  Werth 
von  0 bis  90  Grad  den  lg  sin  er,  lg  cos  ff, 
lg  tg  ff,  lg  cot  ff,  also  auch  zu  jedem  die- 
ser Logarithmen  den  dazu  gehörigen 
\yinkeb  Ueber  die  Interpolation  dieser 
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Tafeln  siehe  den  Artikel : Tafel.  Ihre  sonstige  Einrichtnng  ist  leicht  zu 
ersehen. 

Offenbar  sind  alle  Stücke  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  gegeben,  wenn  man 
zwei,  worunter  wenigstens  eine  Seite,  kennt.  Wir  geben  daher  die  ans  der  For- 
mel 11)  leicht  zu  findenden  Ausdrücke  in  eine  Tafel  geordnet,  und  fugen  zu  je- 
der Aufgabe  der  Controlle  wegen  eine  Probeforrael  hinzu. 


Gegeben 

1)  ö,  b 

2)  a,  e 

3)  a,  u 

4)  Ä,« 

5)  c,  a 


Gesucht 


c = - 


sin  a 


6 = a cot  rt 


c = 


sin  n 


b~  a cot  a 


e = , a = btga 

cos  a ^ 


.=f-« 

(f  = c sin  «t,  6 = c cos  « 


Probe 
c cos  (1  = 6 

c cos  « = 6 
c cos  a = 6 


c sin  a = a 


b tg  n = a 


Wir  fügen  zu  jeder  dieser  Aufgaben  ein  Rechnnngsschema  hinzu: 

1)  an  36,42795, 6 = 22,15498 

lg  «=1,5614347  lg  « = 1,5614347 
lg  6 = 1,3454714  lg  sin  «r  = 9,9316570-10 
lg  tg  « = 0,2159633  lg  c = 1,6297777 

« = 58«  41' 33",  37  c = 42,63612 
63 

Probe:  lg  c=  1,6297777 

lg  cos  « = 9,7156938 -10 
lg  6 =1,3454715 


2) 


« = 36,42795, 

lg  « = 1,5614347 
lg  c = 1,6297777 
lg  sin  « = 9,9316570- 10 

« = 58«41'  33",  37 
/?  = 31«18'26",63 


c = 42,63612 

lg  « = 1,5614347 
lg  cot  « = 9,7840366 -10 
lg  6 =1,3454713 

6 = 22,15498 


Probe  wie  oben. 
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3) 

« = 36,42795, 

« = 58*  41' 33'',  37 

lg  « = 1,5614347 
lg  sin  « = 9,9316570-10 

lg  « = 1,5614347 
lg  cot  « = 9,7840366 -10 

lg  c = 1,6297777 

lg  6 = 1.3454713 

c = 42,63612 

4 = 22,15498 

Probe 

wie  üben. 

4) 

Ä = 22,15498 

« = 58*41' 33",  37 

lg  4 = 1,3454713 

lg  4 = 1,3454713 

lg  cos  a = 9,7156938- 10  lg  ig  « = 0,2159633 

lg  c = 1,6297775  lg  « = 1,5614846 


0 = 42,63612 


« = 36,42795 


5) 


1 I 


*4  i 


Probe:  lg  c=  1,6297775 

lg  sin  « = 9,9316570-10 

lg  « = 1,5614345  i: 


0 = 42,63612 

lg  0 = 1,6297777 
lg  sin  « = 9,9316570 -10 
lg  « = 1,5614347 

« = 36,42795 


« = 58M1'33",37 

" it  • 

lg  0=1,6297777  ‘w 

lg  cos  « = 9,7156938— 10  , 

lg6  = l,3454715  rs.5- 

'.'•w 

& = 22,15498  u 


Probe; 


lg  6 =1,3454715 
lg  tg  « = 0,2159633 
lg  «=1,6614348 


■Jl-  ■ c44.-  ■ 

I I - in 


3)  lieber  die  trigonometrischen 
Linien  im  Allgemeinen. 

üm  die  De6nition  der  trigonometri- 
schen Linien  anf  Winkel  von  mehr  als 
90*  and  selbst  anf  negative  Winkel  aas- 
zadebnen,  sind  dieselben  leicht  za  modi- 
fidren. 

Es  seien  (Fig.  10)  zwei  aaf  einander 
senkrecht  sich  in  O schneidende  Li- 
nien, £0/4  = « ein  Winkel,  dessen  einen 
Schenkel  AC  wir  ans  als  fest,  den  an- 
dern OE  als  beweglich  denken,  and 
zwar  derart,  dass  er  von  AO  aas  darch 
Drehang  am  O nach  and  nach  grösser 
wird.  MAcht  man  OE  = 1 , zieht  EF 
senkrecht  aaf  FO,  so  ist  FO= cos«,  and 
man  sieht  leicht,  dass,  wie  sich  aach  « 
zwischen  0 and  90*  ftndert,  der  Cosinas 
von  « in. die  Linie  AO  fallen  wird,  dass 
er  für  0 Grad  gleich  0£=1  ist,  dann 
immer  mehr  abnimmt,  and  für  «=90* 
verschwindet,  da  Punkt  F in  O fällt. 


Betrage  nun  die  Drehung  der  Linie 
OE  mehr  als  90*,  falle  sie  also  in  die 
Lage  OE^,  und  ziehen  E^F^  ebenfalls 
senkrecht  auf  AO,  so  wird  von  der 
Verlängerung  von  AO  ein  Stück  OF^ 
abgeschnitten , welches  als  Cosinas  des 
Winkels  AOE,  za  betrachten  ist,  da  es 
ganz  in  derselben  Weise  wie  vorhin  OF 
entsteht. 

Eben  aber  weil  OF,  in  die  Verlän- 
gerung der  arsprünglicben  Lage  lallt, 
ist  es  als  negativ  za  betrachten,  aas 
den  für  die  Berechnung  von  Raumgrössen 
allgemein  geltenden  Gründen.  Beträgt 
die  Drehang  mehr  als  180  Grad,  fällt 
also  OE  in  die  Lage  0£„  so  ist  OF^ 
der  Cosinus  des  erhaltenen  Winkels 
AOE^ , also  dieser  ebenfalls  negativ. 
Im  vierten  Quadranten  also  für  den  er- 
haltenen Winkel  AOE^  ist  der  Cosinas 
£,F  wie  im  ersten,  also  positiv.  Setzt 
man  die  Drehang  am  mehr  als  360* 
fort,  so  wiederholt  sich  das  Ganze,  d.  b. 
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Fig.  10. 


der  Winkel  360® -f-n  hat  denselben  Co- 
sinus als  Winkel  a.  Denkt  man  den 
Winkel  a negativ,  so  ist  die  Drehung 
von  äO  nach  OE,  hin  zu  machen,  also 
der  Cosinus  verhält  sich  wie  im  vierten 
Quadranten,  oder  der  Cosinus  von  — a 
ist  derselbe  als  von  360®  — <r. 

Liegt  jetst  wieder  Winkel  a im  er- 
sten Quadranten,  so  ist  AE  sein  Sinns. 
Indess  um  denselben  auf  einer  festen 
Linie  zu  haben,  ziehen  wir  EG  senk- 
recht auf  £0,  dann  \st  GO  = AF~s\na. 
Offenbar  sicht  man,  dass  Tür  » = 0 sinn 
verschwindet,  und  dann  bis  90®  wachst, 
wo  sin«  = 0£=l  ist.  Im  zweiten  Qua- 
dranten, wo  OE  in  die  Lage  OE,  fällt, 
ändert  der  Sinns  seine  Richtung  nicht, 
bleibt  also  positiv,  im  dritten  dagegen 
und  vierten  gibt  OD  die  Richtung  des- 
selben an,  ist  also  negativ.  Für  Win- 
kel über  860®  und  negative  Winkel  gilt 
das  beim  Cosinus  Gesagte.  Uebrigens 
sieht  man,  dass  wenn  E,0B~E04y 
also  Winkel  y4O£  = 180®— o ist,  Sinus 
und  Cosinus  dieselbe  Grösse  OC  und 
OF*  = OF,  abgesehen  vom  Zeichen,  ha- 
ben, wie  Sinns  und  Cosinns  von  n,  auch 
findet  dasselbe  statt,  wenn  E,OB  und 
EOA  = a sind,  also  für  die  Winkel 
180® -fff,  360®  — ff.  Für  die  Winkel,  die 
grösser  als  360®  sind,  wurde  schon  ge- 
zeigt, dass  deren  Sinns  und  Cosinus  dem 
von  ff  gleich  ist.  Es  sind  also  Sinus 
und  Cosinns  aller  Winkel  dem  Zeichen 
und  dem  absoluten  Werth  nach  bestimmt, 
wenn  man  die  entsprechenden  derjenigen 
Winkel  kennt,  welche  im  ersten  Qua- 
dranten liegen.  « 


Was  die  übrigen  Linien  anbetrifft,  so 

. sin  ff  , , . _ 

18^  tga  = , und  da  im  ersten  Qua- 

COS  ff 

dranten  der  Zähler  wächst,  der  Nenner 
aber  abnimmt,  so  wird  die  Tangente 
wachsen,  und  zwar  da  Bin0®=0ist,  und 
cos  90®  = 0 von  Null  bis  Unendlich.  Im 
zweiten  Quadranten  ist  der  Zähler  posi- 
tiv, der  Nenner  negativ,  im  dritten  beide 
negativ,  im  vierten  der  Zähler  negativ, 
der  Nenner  positiv.  Die  Tangente  wird 
also  im  dritten,  wie  im  ersten  Quadran- 
ten positiv,  im  zweiten  und  vierten  ne- 
gativ sein,  cot  ff  = — , also  die  Cotan- 

tgff 

gente  hat  mit  der  Tangente  gleiches 
Zeichen ; ebenso  verhält  sich  die  Sccantc 
zum  Cosinus  und  die  Cosccantc  zum 
Sinus,  deren  umgekehrte  Worthe  sie  be- 
züglich sind.  Auch  das  Verhalten  im 
ersten  Quadranten  ergibt  sich  hieraus. 
Es  ist: 

cot  0 = QO , cot  90®  = 0, 
sec  0 = 1,  sec  90®  =00, 
cosec0  = oo,  cosec90®  = l. 

Es  werden  also  die  erste  und  dritte  die- 
ser Functionen  abnebmen,  die  zweite  zu- 
nchmen. 

Wir  wiederholen  jetzt  die  eben  gefun- 
denen Regeln  zur  Bestimmung  der  tri- 
gonometrischen Linien  in  übersichtlidier 
Form , bedienen  uns  aber  des  Bogen- 
maasses  für  die  Winkel,  so  dass  n = 180® 
gesetzt  wird. 

Was  zunächst  das  Verhalten  im  ersten 
Quadranten  anbetrifft,  so  gilt  dafür  fol-... 
gendes  Täfelchen: 


sin 

cos 

tg 

cot 

soc 

cpsec 

w.  0—1 

o 

1 

w.  0— 00 

o 

1 

8 

<i-i 

W.  1—00 

f.  00-1 
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w.  und  f.  bezeichnen  Wachsen  und  Fal- 
len im  ersten  Quadranten.  Die  beige- 
schriebenen Zahlen  drücken  die  Grenz- 

werthe  bei  Null  und  90*=-^  aus.  Es 

sind  somit  Sinus  und  Cosinus  immer 
kleiner,  Secans  und  Cosecans  immer 
grösser  als  Eins,  Tangens  und  Cotan- 
gens  aber  nehmen  alle  reellen  Zahlen- 
werthe  an.  Die  mit  co  anfangenden 
Linien  nehmen  immer  im  ersten  Qua- 
dranten ab,  die  übrigen  zu. 

Bezeichnet  jetzt  f eine  der  6 trigono- 
metrischen Linien,  so  findet  zwischen 
den  numerischen  Werthen  die  Relation 
statt: 

f{n)=  + f (n—a)  = ±f  (n-fn) 

= ±f(2n-u), 

welche  Ausdrücke  die  Werthe  in  allen 
Tier  Quadranten  auf  den  ersten  zurOck- 
führen. 

Es  ist  also  z.  B. : 

/•(lOO«) =/*(180-  80»)  = i:  /*(80*), 
A(312«)  =/-(360-48«)  = + /•(48*). 

Die  Zeichen  aber  gibt  folgendes  Tä- 


felchen : 

I. 

II. 

III. 

IV. 

cosec 

sin 

+ 

+ 

— 

— 

cos 

sec 

+ 

— 

— 

+ 

tg 

cot 

— 

— 

Die  römischen  Zahlen  geben  die  .Qua- 
dranten an.  Für  Winkel , die  grösser 
als  360*  oder  2.7  sind,  aber  gilt  die 
Formel : 

f &,„+„)= f(„). 

wo  t eine  beliebige  ganze,  auch  nega- 
tive'2Uihl  ist.  Die  Function  ist  also 
mit  dem  Zeichen  bestimmt. 

Was  die  negativen  Winkel  anbetrifft, 
so  ist: 

/*(-«) =/‘(2«-«), 

oder  auch,  wenn  nämlich  n grösser  als 
360*  ist: 

Es  ist  aber,  wenn  u ein  beliebiger  spitzer 
Winkel  ist; 

sin  (27—«)=  —sin«, 
cos  (2n — o)  = cos  « 
tg  (27—«)=  -tg«, 
cot(27— «)=  -cot«, 
sec(27— «)  = sec  o, 
cosec27  (—«)=—  cosec  «, 


also  auch; 

sin(— «)=  —sin«, 
tg(-«)=  -tg«, 
cot(— «)=  —cot«, 
cosec(— «)=  —cosec«, 

aber: 

C0S(— ft)=C08  «, 

sec  ( — «)  =;sec  «. 

Es  sind  hier  die  Winkel  öfter  auf  Bo- 
genmaasse  bezogen.  In  der  That  kann 
man,  und  namentlich  bei  analytischen 
Betrachtungen  geschieht  dies  immer,  den 
Bogen,  dessen  Centriwinkel  « und  des- 
sen Radios  die  Einheit  ist,  statt  des 
Winkels  betrachten. 

Ist  FO—1,  so  wird  Et'  die  geome- 
trische Tangente  dieses  Bogens  sein. 
Offenbar  ist  dann  auch: 

EF sin  « 

und  da  FO  = l ist; 

tg  « = £F, 

woher  der  Name  der  trigonometrischen 
Tangente  rührt. 

4)  Trigonometrische  Formeln. 

In  die  Trigonometrie  im  eigentlichen 
Sinne  gehören  nur  die  Formeln,  welche 
für  das  4.nsmessen  der  Dreiecke  von 
Wichtigkeit  sind.  Diejenigen,  welche 
sich  namentlich  auf  die  analytische  An- 
wendung der  trigonometrischen  Functio- 
nen beziehen , sind  an  anderer  Stelle  zu 
geben.  — Als  Qmndformel  ist  diejenige 
zu  betrachten,  welche  den  Sinns  der 
Summe  zweier  Winkel  durch  die  Func- 
tionen dieser  Winkel  ausdrücken  lehrt. 

Seien  a,  6,  c (Fig.  11)  die  Seiten  eines 
beliebigen  Dreiecks,  *«,  ß,  y bezüglich 
ihre  Gegenwinkel,  h das  von  y auf  die 
Gegenseite  gefällte  Loth,  welches  die 
letztere  in  die  Stücke  K und  l theilt, 
so  entstehen  zwei  rechtwinklige  Drei- 
ecke, in  welchen  man  hat: 

A = 6sin«  = asin/9,  A = icos«, 

I = a cos  ß, 

woraus  sich  die  wichtige  Formel  er- 
gibt: 

Ä _ 6 

sin  « ~ sin  ß' 

Offenbar  könnte  man  das  I^th  auch 
von  Winkel  ß ans  ziehen,  und  erhielte 
dann : 

o _ c 
sin  « ” sin  y’ 
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Fig.  11. 


»Iso : 

1)  ^ 

" sin  a sin  ß sin  y* 

d.  h.  die  Seiten  eines  Dreiecks  verhalten  sich  wie  die  Sinns  der  Qegenwiakel. 
Ausserdem  ist  c=A.'-|-/,  also: 

2)  c=a  coBß-h^coBa. 

Diese  Formeln  werden  spater  direct  benntat  werden.  Jetat  verwenden  wir  sie 
lur  Rntwickelnng  der  Gmnd/ormel.  Setzen  wir  ans  1): 

asin  y , **  ß 

C = — TT — ~t  " “ ~ZTZ 


Sin  (I 


sin  a 


in  2)  ein,  so  kommt: 
Es  ist  aber: 

♦ . 

nnd: 
also : 

I) 


siny=sin  « cos  /J  + cos  a sin  ß. 
yzz7i-(a+ß), 

sin  [n  — (a  -f  ß)1  = 9«°  (« *f  /*). 

sin(ß-f  ^)  = sin  a cos  /S-fcos  a sin  ß. 


Dies  ist  die  verlangte  Grandformel.  Da  sic  aus  der  Botrachtnng  eines  Dreiecks 
gewonnen  ist , so  möchte  cs  scheinen . dass  die  Winkel  n nnd  ß beide  spitz  sein 
mOsBcn,  oder  höchstens  einer  stumpf  sein  könne,  indess  ist,  wie  schon  oben  an- 
gedentet  worden,  der  Begriff  des  Dreieckwinkels  einer  Erweitemng  fUiig,  der  für 
Winkel  aller  Quadranten  gilt.  Indess  ziehen  wir  cs  hier  vor,  die  allgemeine  Gül- 
tigkeit der  Formel  1)  direct  zu  beweisen. 

Zunächst  gilt  die  Beweisführung  jedenfalls,  wenn  a ein  Stampfer  Winkel  ist. 
Fs  ist  in  diesem  Falle  n — a ein  spitzer.  Schreibt  man  nun  in  Formel  1)  n — a 
für  a,  so  kommt: 

sin  ln—  (a—ß)]  = sin  (n  — a)  cos  /S-f-cos  (n  — u)  sin 

d.  h. : 

II)  sin(a—/9)  = sin  «cos/}— cos  asin/}, 

nnd  die  Formeln  I)  und  II)  gelten  Jedenfalls,  wenn  a und  ß positive  spitze  Win- 
kel sind.  Dies  voransgesetzt,  mögen  A nnd  B beliebig  sein,  so  ist  jedenfalls : 

Az=.nn 

wo  a und  ß die  obigen  beschränkten  Werthe  haben.  A nnd  B sind  dann  ganz 
beliebig,  wenn  n nnd  s ganze  (auch  negative)  Zahlen  sind.  Um  jedoch  das  doppelte 
Vorzeichen  zu  vermeiden,  schreiben  wir  lieber: 


ilcnn(— 1)^«,  B = sn(—l)^ß, 

wo  p nnd  q ebenfalls  ganze  Zahlen  sind.  Nun  ist: 

sin  + fi)  = sin  [(a+s)  n{-lfai- 1)’/}), 
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und  nach  den  Betrachtungen  des  vorigen  Abschnittes,  wie  leicht  zu  sehen : 
sin  (A  + B)=  (-l)"+'+^sin 

Wendet  man  nun  die  Formel  I)  oder  II)  an,  je  nachdem  q—p  grade  oder  un- 
grade ist,  so  hat  man: 


also: 


sin  = 

Offenbar  aber  ist: 


sin[rt(  — 1)^  ^/9)  = sin  acos/9(— 1)^  ^cosasin/?, 

= Bin  a cos  /S  ( — 1)”"^  cos  «sin /?. 


also 


sin  A = (— sin  «,  sin  B = (— l)*’^^sin/5, 
cos  A = ( — l)”c08«,  C08Ä=:(  — 1)*C08^, 

sin  (A-f  B)  = sin  A cos  Ä-f-cos  A sin  B, 


womit  die  Formel  I)  für  alle  Winkel  bewiesen  ist.  Die  Allgemeingültigkeit  der 
Formel  II)  folgt  dann  aus  dieser,  wenn  man  —B  für  B schreibt  Es  ist  dann: 


sin  (A— B)  = sin  Acos  (— B)-|-cos  A sin  (— Ä), 


woraus  sich  ergibt: 


(sin  A— B)  = sin  Acos  B— cos  A sin  B. 


An  die  Formeln  I)  und  II)  reihen  sich  nun  die  folgenden  Entwickelungen.  Es 
werde  in  II)  für  « geschrieben  so  ergibt  sich: 

iS 


8in 


/9^  = sin  «^cos/J— cos  ®*n  /J, 


d.  h. : 
III) 


cos  («-f-/9)=  cos  a cos  /9— sin  a sin  /S, 


und  wenn  man  in  I)  -^—a  für  « schreibt: 

sin  (•^-(a-/9))  = sin  cr)cos/J+cos  sin/9, 

oder: 

IV)  cos(rt— ^)  = co8oco8/S-}-8in«8in/?. 

Aus  den  Formeln  I)  und  III)  aber  ergibt  sich: 

\_®in(«4*/S)  _ sin  n cos  ft-j-coB  tt  sin  ß 
("  ^^~cos  (a+iS)  ” cos  «cos/?  — sin  a sin/S* 

oder  wenn  man  Zähler  und  Nenner  mit  cos«  cos/?  dividirt: 

V) 

und  ebenso  folgt  aus  II)  und  IV): 

VI) 


tg«-tg/? 
l+tg«tg/?- 

Ist  in  der  Formel  I)  /?  = «,  so  kommt: 

Vn)  sin  2« =2  sin  «cos«, 

und  ebenso  aus  Formel  III): 

VIII)  co82a  = co8ö*— sin«*  = 1— 2 sin«*  = 2cos«*— 1, 

wo  die  beiden  letzten  Ausdrücke  sich  aus  dem  ersten  mittels  der  Formel: 
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sina*  + C08o*  = 1 

ergeben.  Vertauscht- man  in  8)  2«  mit  rr,  so  kommt: 

cos  a = l— 2^sin =2^co*-^^  —1. 

Also*  wenn  man  sin und  cos aus  diesen  Gleichungen  entwickelt: 


IX) 

X) 

XI) 


sin 


H-i/lz 

2-\ 


cos  a 


Setzt  man  in  V)  ß = a,  so  ist: 


« ,/1-fcos« 

““2=}'- 2— 


tg  2«= 


2 tg  (( 


1 — tg«*’ 

Durch  Division  von  IX)  und  X)  ergibt  sich; 

ft  _ ../l  — cos« 

: ^.2  I 1-fcoSrt* 

oder  wenn  man  Zähler  und  Kenner  mit  V(l  — cos«)  oder  mit  V(l4-cos«)  multi- 
plicirt : ' 

ft  ,/l— cos«  1— cos«  sin« 


ft  /l  — 

•«2  = 1/1+ 


-cos«  sin«  l + cosrt’ 

Addircn  und  subtrahiren  wir  jetzt  die  Formeln  I)  und  II),  sowie  III)  und  IV) 
so  kommt;  • 


XIII) 

XIV) 

XV) 

XVI) 


sin  (a4-y9)^6in(«— ^)  = 2sin  «cos/9, 
sin  («-|-/9)  — sin(«— /9)  = 2 cos«  sin  /9, 
cos(«-j-,9)-fcos(a— /S)=:2cos«co8  ß, 
cos(a— /?)  — cos(«-f /9)  = 2 sin  « sinß. 


Diese  Formeln  könnten  dazu  dienen,  um  Products  von  Sinus  und  Cosinus 
in  Summen  zu  verwandeln.  Seit  Einführnng  der  Logarithmen  ist  es  indess  viel 
W’ichtigcr,  Summen  durch  Proöuete  auszndrUcken,  damit  die  logarithmisohe  Rech- 
nung nicht  unterbrochen  werde.  Wir’  geben  den  Formeln  also  einen  dem  ent- 
sprechenden Ansdruck  und  schreiben: 

« + /?=«>  ft — /9  = &» 

somit : 

a-}-6  „ a — b 

f ■“ M “•  


«: 


/>=• 

dann  werden  die  Formeln  XIII)  bis  XVI) : 
XVU) 


xvni) 

XIX) 

XX) 


ft  — b 

sm  a+8in6  = 28in — ~ — cos  — 

a + b 


sin  a — sin  & = 2sin* 


cos 


, 1 o a b a — b 

cosa-f  cos  b = 2 cos  — ^ — cos  — - — , 

I — b 

cos  0 — cosa=:28m — — sin . 


5)  Berechnung  der  schiefwinkligen  Dreiecke. 

Mit  den  Formeln  1)  und  2)  des  vorigen  Abschnitts  verbinden  wir  noch  zwei 
andere,  die  sich  leicht  aus  derselben  Figur  ergeben.  Zunächst  ist  offenbar: 

rt*  = A>-|-/*=Ä»+(c  — /Q», 


% 
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und  wenn  man  die  Werthe  von  h und 
K einsetzt: 

a'^  — b^  sin  ß’-f  (c— Acos  ß)*, 
d.  b.,  da  sin  «* +C08  ß*  =:  1 ist: 

8)  a*=  i* +c*— 2 Äccosß. 

Ferner  ist: 

h 

t«/»  = 


die  Rechnung  ist,  falls  sie  mit  Logarith- 
men ansgeführt  wenlcn  soll,  und  cs 
müssen  daher  die  Formeln  3)  und  4) 
durch  bequemere  ersetzt  werden.  Gehen 
wir  von  Formel  3)  aus,  ans  der  wir  Win- 
kel a finden,  und  sie  demgemäss  schrei- 
ben: * 


d.  h. : 

4) 


tg/J  = 


c-  K 


h sin  ß 


C08ß  = 


6*  -+-C*  — a’ 


26c 


c—b  cos  tt 

Der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  werde 
mit  F bezeichnet.  Es  ist  also  : 

F=icÄ, 

oder: 

8)  F = ^6csinß, 

6siny 

oder  wegen;  c= 

sin  ß 

6a)  6»sinysinß 

sin/S 

Es  ist  wichtig,  dass  man  in  jeder  das 
schiefwinklige  Dreieck  betreffenden  For- 
mel jede  zwei  Seiten  a,  b,  c mit  einan- 
der vertauschen  kann,  wenn  man  die 
entsprechenden  Gegenwinkel  auch  ver- 
tauscht, da  die  Bezeichnung  einer  Seite 
so  gut  wie  der  andern  zukommen  kann. 
, Zur  Berechnung  der  Dreiecke  aus  drei 
gegebenen  Seiten  reichen  die  Formeln 
1),  3)  und  4)  hin.  Es  sind  nämlich  vier 
Fälle  möglich. 

Sind  1)  gegeben  eine  Seite  und  zwei 
Winkel,  so  gibt  der  dritte  Winkel  die 
Beziehung  ß + /J-|-y  = 2R,  und  die  For- 
mel 1)  gibt  die  beiden  andern  Seiten, 
nämlich,  wenn  a die  gegebene  ist:  « 

,,  _asin^  _asiny 
sina  ’ ~ sinß  ‘ 

Sind  2)  gegeben  zwei’’  Seiten  und  der 
Gegenwinkel  der  einen,  a,  b und  a,  so 
gibt  dieselbe  Formel  ß,  nämlich: 

. „ 6 sin« 
o 

y und  c werden  dann  wie  oben  gefun- 
den. Man  .sieht,  dass  diese  Berechnung 
sich  auf  logarithmischem  Wege  sehr  ein- 
fach macht. 

Sind  aber  3)  alle  drei  Seiten  gegeben, 
so  lassen  sich  mittels  der  Formel  3-)  die 
Winkel  finden;  und  sind  4)  zwei  Seiten 
und  der  eingeschlossenc  Winkel  gegeben, 

6,  c und  ß,  .so  gibt  Formel  3)  die  dritte 
Seite  und  4)  die  übrigen  Winkel.  Man 
sieht  aber,  wie  unbequem  in  beiden  Fällen 


Wir  addiren  diese  Formel  znr  Einheit, 
und  ziehen  sic  auch  von  der  Einheit  ab: 

26c 

Wenn  wir  beide  durch  2 dividiren,  und 
die  Wurzeln  nehmen,  so  gibt  IX)  und 
X)  des  vorigen  Abschnittes: 


(o+6-fc)  (6-f-  c— a) 
6c 


a-f-6  — c)  (^b+c—d) 
bc 


Formeln,  die  sich  beide  znr  logarith- 
raischen  Rechnung  eignen,  da  sie  keine 
Summen  enthalten,  wenna-f  6-fc,rt-f-6  — c 
u.  s.  w.  gleich  berechnet  werden.  Noch 
bequemer  aber  schreibt  man  : . ^ 


«+6-I-C 

2 


dann  ist: 

6)  ' 

7) 


/»  (*-  «) 
/ bc  ’ 

/(*-6)  (s-c) 

6c 

Eine  noch  bequemere  Formel  für  den 
Fall,  dass  alle  Winkel  gesucht  sind,  er- 
hält man  durch  Division  von  7)  durch  6) : 

denn  die  vier  Grössen  s,  $—b,s—c  kom- 
naen  in  allen  drei  Winkeln  allein  vor,  da 
sich  die  denselben  entsprechenden  Aus- 
drücke durch  Vertauschen  von  a 6,  aß, 
oder  ß c,  a y aus  8)  ergeben.  Auch 
kann  man  mit  Vortheil  gleich  einen 
Ausdruck  für  den  Flächeninhalt,  wenn 
alle  drei  Seiten  gegeben  sind,  anschliessen. 
Es  ist  nämlich: 

1 6 c sin  ß = 6 c sin  cos 

(Vergleiche  Formel  VII)  des  vorigen 

4* 
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Abschnitts).  Also  wenn  man  6)  und  7)  leichtert  sich  auch  das  Anffinden  der 
anwendet:  Winkel.  Denn  man  hat  offenbar:  ^ 

, nF 

9)  F=}/s(5-rt)(s-6)(s-c).  9a)  '8  ^ ~~$(s-a)' 

Selbstverständlich  kann  man  diese  For-  Sind  also  alle  drei  Seiten  gegeben,  so 
mel  auch  ohne  trigonometrische  Bctrach-  setzt  man,  wenn  alle  übrigen  Stücke  ge- 
tungen  finden.  Ist  F gefunden , so  er-  funden  werden  sollen , am  bequemsten ; 


Dann  ist: 


(‘ 


-6)  (s-c) 


F=  7 • », 


£ 

2 “s-  6’ 


Al«  Probe  aber  dient  die  Beziehung: 

= 180®. 

Es  bleibt  noch  der  Fall  übrig,  wo  zwei  Seiten  und  der  eingeschlosscne  Winkel 
gegeben  sind.  Um  bequeme  Formeln  zu  haben,  gehen  wir  von  Formel  1)  in 
folgender  Gestalt  aus : 

asin  y=c  sin  er,  & sin  y=c  sin /3. 

Diese  Formeln  werden  addirt  und  subtrahirt: 


(a+6)  sin  y = c (sin  «-f  sin  ß), 

(a—b)  sin  y = c (sin  o — sin^). 

Da  nun  y=:2R — « — ß,  also  sin y = sin (o-f-/9)  ist,  so  hat  man,  wenn  man  die 
Formeln  XVII)  und  XVIII)  anwendet,  für  sin(«-f/J)  nach  Formel  VII)  schreibt: 

sin  cos  , und  soviel  als  möglich  hebt: 

iS  ^ 


10)  • 
11) 


i\  ® — ß 

(a  4-  b) cos  -g— = ccos  , 
(a  — 6)sm— — = c sm  — 


tt  - ^ 

Ist  nun  a,  b und  y,  somit  auch  a-\-ß  = 2 R — y gegeben,  so  erhalt  man  ccos — - — 
und  c sin  — - also  durch  Division:  tg  ” . Nimmt  man  den  entsprechenden 

Winkel  --  zugleich  dessen  Cosinus  und  Sinus,  so  hat  man  c,  etwa  ver- 

iS 

cc  — ß 

mittelst  der  Formel  10),  während  11)  als  Probe  dient.  Da  nun  --g — und  — ^ — 

gegeben  sind,  so  gibt  Addition  und  Subtraction  die  Winkel  a und  ß.  Auch  kann 
man  gleich  11)  durch  10)  dividiren,  und  hat; 


12) 


*8 


tt  — ß _ a — b 

~~T~  ~ m 


Diese  Formel  in  Verbindung  mit  10)  oder  11)  gibt  dann  c. 
niemach  sind  alle  Anfgaben  auf  bequeme  Weise  zu  lüsen. 

Wir  geben  die  Auflösung  der  vier  Fälle  jetzt  noch  in  Tafelform: 
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Gegeben 

1 Gesucht 

1 Probe 

1)  a,  b,  a 

, „ 6 sing  ftsiny 

>mfi=  ^ ,y=180«  («+/)).  c= 

F = j g 6 sin  y 

c = acos/?-|-6cosa 

2)  «,  «,  ß 

y_180»  (.+«,  » = 

«siny  «*  sind  sin  y 

c=  . , r = o • 

sin  g 2 sin  a 

c = gcos/?-f^6  cosa 

3)  «,  b,  c 

a+b+c  J{t-a){$  — b){s  — c) 

•-  2 ’ 

® 2 “ i— g’  ® 2 s— 6’  ® 2 " s-c’ 

Fz=.tf>  • t 

o-|-/?-fy  = 180» 

4)  «,  b,  y 

« = 90»— i4 es (g -}- 6) cos «,  JB=(a  — b)aiau, 

B B M-f-ü  u — ® 

'".in.’  2 ’ '*=  2 ■ 

F=|g6siny 

A=ic  coso 

Es  ist  hierbei  za  bemerken,  dass  im  er- 
sten Falle,  wenn  a<6  ist,  zwei  Winkel 
ß möglich  sind.  In  der  That  gehört 
smß  auch  zwei  Winkeln,  einem  spitzen 
and  einem  stampfen,  an.  Ist  dagegen 
a>b,  so  ist  ß immer  spitz  zu  nehmen. 
Die  Probeformel  in  Fall  1)  und  2)  ist 
nicht  ganz  so  bequem , wie  in  den  an- 
dern Fällen.  Im  Falle  4)  ist  a immer 
als  die  grössere  Seite  zu  nehmen. 

Falls  alle  Stücke  verlangt  werden,  kann 
man  auch  in  Fall  2)  statt  des  dort  ge- 
gebenen Werthes  von  F den  aus  1) 
nehmen. 

« 

Wir  fügen  jetzt  zu  Jedem  der  Fälle 
ein  Uechnnngsschema  hinzu. 

1)  a = 36,49725, 

6 = 61,25894, 

« = 12»  34' 17",  29. 

lg  6 = 1,7871694 
lg  sing  = 9,3377730- 10 
1,1249424 
lg  g=  1,5622602 
lg  sin  ß = 5,5626822—10 
/?=21»25'39",83 

oder  auch: 

/!,=  158»  34' 20^,17 


lg  « = 1,5622602 
lg  6 = 1,7871694 
lg  cos  y = 0,6989700-1 
lg  sin  y = 9,7475527  — 10 
lg  sin^t  =9,1873970—10 
lg  F= 2, 7959523 
lg  Fl  = 2,2357966 

F=  625,1041 
F,=  172,1063 

«-f/9  = 33»59'57",12 
oder  g-l-/J,=171»8'37",46 

also  y = 146»0'2",88 

oder  yi=8»51'22",54 

lg  6 = 1,7871694 
lg  sin  y = 9,7475527 -10 
lg  sin  y,  =9,1873970-10 
1,5347221 
0,9745664 

lg  sin/?  = 9,5626822- 10 
lg  c=  1,9720399 
lg  ci  = 1,4118842 

c = 93,76481 
c,=  25,81572 
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Probe.  3) 

lg  6 = 1,7871694 
lg  coa  n = 9,980-161 1 — 10 
1,7766305 
num  = 59,79026 

lg  fl  = 1,5622602 
lg  cos  = 9,9688930 — 10 
1,^11532 
Dum= 33,97451 ; 

wird  statt  /?  g<;pommcn  /3^,  so  wird  die- 
ser Numerus  negativ. 

59,79026 
33,97451 
0=93,76477 
0,  =25,81575 


2)  0 = 36,49725, 

« = 12»  34' 17",  29, 
;J  = 21<'25'39"  83. 

rt-f-/9=3.3«59'57",  12 
y — 1460  0' 2",  88 

lg  fl  = 1.5622602 
lg  ein  ;»  = 9,7475527 — 10 
1,3098129 

lg  sin  »=9.3377730-10 

lg  0 = 1,9720399 
0=93,76481 

lg  0 = 1.5622602 
lgsin/?=9.5626822-10 
1,1249424 

lg  sin  » = 9.3377730-10 
lg  6 = 1,7871694 
6 = 61,25894 
F wie  oben. 
Probe. 

lg  6 = 1.7871694 
lg  cos  » = 9,9894611 
1,7766305 
num =59,79026 
lg  fl  =1,5622602 
lg  cos  ^9  = 9,9688930 
1,5311532 
num =33,917451 
0=93,76477 


tf=  36,49725 
6 = 61,25894 
_c=  93,76481 
2j  = 191,52100 
95,76050 
s-a=  59,26325 
• 5-6-  34,50156 
»— o=  1,99569 

lg  5 — 0 = 1,7727855 
lg  5— 4 = 1,5378387 
lg5- 0 = 0,3000931 
Igy*  .5  = 3,6107173 
lg  5 = 1,9811864 
lg  7*  = 1,6295309 
lg  7=0,8147654 

lg  7=0,8147654 
lg  5 — fl  =1,7727855 
lg5- 6 = 1,5378387 
lg  5 — 0 = 0,3000931 
lg  5 =1,981 1864 

lg  tg-^  = 9,0419799 -10 
lg  tg-|-  = 9,2769267 -10 

lg  tg^= 0,5146723 

lg  F=  2,7959518  * • 
625,1033. 

-|  = 6«  17' 8",  65 

-|-  = 10‘42'49",48 

•|-  = 73*0'1",50 

«=12*>34'17",30 
/3  = 21»25'38",96 
y = 146»0'3",00 

Probe. 

n+/S-fy  = 180'»0'0",06 
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4)  #a  = 61,25894 

6 = 36,49725 
y = 146»  0^y^88 
«+6  = 97,75619 
«-6  = 24,76169 

X = 73o  0'  1",44 

« = 16*59' 58",  56 
t;=  4*  25' 41",  30 
n = 21*  25' 39",  86 
;?  = 12*34'17",26 

lg  «+6=  1,9901439 
lg  cos  M = 9,9805972— 10 
lg  ^ = 1,9707411 
lg  «-6  = 1,3937803 
lg  sin  M = 9,4659254—10 
lg  £t  = 0, 8597057 

lg  Ä = 0,8597057 
lg /!  = 1,9707411 
. lg  tg  » = 8,8889646-10 

e = 4*25'41"30 
.lg  sin  » = 8,8876662—10 
lg  c=  1,9720395 
c = 93,76472 

Probe. 

lg  cos  V = 9,9987017  — 10 
lg  c=  1,9729395 
lg  y4  = 1,9707412  ~ 


Ist  die  .Rechnung  richtig,  so  ist  die 
Probcformcl  zugleich  nützlich , um  die 
Fehlergrenze  zu  linden.  Dieselbe  ist, 
namentlich  in  Fall  3) , hier  vcihültniss- 
mässig  gross.  Dies  liegt  an  der  Auswahl 
der  Zahlen,  wie  genauere  Untersuchung 
zeigen  würde. 

Anm.  Da  der  Sinus  die  halbe  Sehne 
des  doppelten  Bogens  ist,  die  Sehnen 
vieler  Bogen  (d.  h.  die  Seiten  vieler  re- 
gelmässigen Vielecke)  sich  aber  alge- 
braisch ausdrOcken  lassen,  so  ist  dies 
auch  mit  den  entsprechenden  trigono- 
metrischen Linien  der  Fall.  Fs  gibt 
also  auch  Dreiecke,  wo  sich  die  Bestim- 
mung der  nicht  gegebenen  Stücke  alge- 
braisch ergibt. 

6)  ücber  die  Berechnung  und 
Interpolation  der  trigonometri- 
sche n T a f c 1 n. 

Die  Berechnung  trigonometrischer  Ta- 
feln setzt  zunächst  analytische  Ausdrücke 
für  die  trigonometrischen  Linien  voraus. 
Dies  führt  uns  ins  Gebiet  der  analyti- 
schen Trigonometrie,  von  der  wir  hier 
nur  das  Nöthigstc  geben.  Es  ist : 

(cosn+i  sin  n)  (cosß  + ia'mß) 

= cos«  cos /S  — sin  «8in,9  + i(sin«co8^ 

+cosasin/S), 

wo  unter  i verstanden  wird  V — !•  Also 
mit  Berücksichtigung  des  Abschnitts  4)  : 

1)  (cos  «+i  sin  «)  (cos  ß ■+  isin/S) 

= cos(«+/3)+isin  (a+/9). 

Setzen  wir  hierin  ß = n,  so  kommt: 


(cos  «+i  sin  «)  * = cos  2o+i  sin  2«, 

und  wenn  man  in  1)  2«  für  ß setzt,  dann  3«  für  ß u.  s.  w. , so  ist  für  jedes 
positive  und  ganze  n: 

2)  (co8«+isin  «)”  = co8  n«+i  sin  n«, 

eine  Formel,  die  sich  leicht  auf  negatives  und  gebrochenes  n erweitern  lässt. 
Für  unsern  Zweck  ist  dies  unnöthig. 

Setzen  wir  ««  = i9,  so  kommt: 

cos— +isin-^j  =C08Ä+isin^. 


Mit  wachsendem  n nimmt  der  Ausdruck  links  eine  sehr  einfache  Form  an.  Wenn 
wir  & im  Bogenniaass  vorausseuen,  wie  jetzt  immer  geschieht,  so  ist  offenbar  der 

* & 

Sinus  von  & die  halbe  Sehne  des  Winkels  2^,  und  da  Bogen  — mit  wachsen- 

n 

dem  n sich  seiner  Sehne  immer  mehr  nähert,  so  kann  man  setzen: 


aber : 
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cos 


und  da  ) gegen  verschwindet: 


somit  also: 


cos 


lim  ^cos  = 1, 

».n« 

^+1  sm^nlim  ^1-f  — ^ . 


Nach  dem  im  Artikel : (Quantität  Enthaltenen  ist  nun : 


lim 


e , 


also: 


& ft 

3)  e =co8^4-»ßm^i 

und  folglich  auch: 

— 9i  « ■ • o 

• e ZZCOB&  — tsin^, 


Hiermit  ist  die  Identität  der  in  der  Analysis  gebrauchten  Cosinus  und  Sinus  mit 
den  trigonometrischen  gezeigt,  und  man  hat  wie  dort  (siehe  den  Artikel:  Quan- 
tität) : 


5). 


cos  ^ = 1 — 


2*^  1 


9* 


2 • 3*  4 1*2*3*4'5*6 


6) 


sin  ^ = ^ 


9^  9* 

1-2.  •2-3-4.5 


Reihen,  welche  immer  convergiren. 

Es  ist  also  die  Möglichkeit  der  Be- 
rechnung der  trigonometrischen  Linien 
wie  ihrer  Logarithmen  in  Tafelform  ge- 
zeigt. Weiteres  über  diese  Berechnung 
übergehen  wir,  und  bemerken  nur,  dass 
dafür  die  in  dem  Artikel:  Tafel  gezeig- 
ten allgemeinen  Grundsätze  gelten.  Hier 
fügen  wir  nur  Einiges  über  die  Einrich- 
tung und  den  G.  brauch  dieser  Tafeln 
hinzu. 

Zunächst  ist  klar,  dass  die  Tafeln  die 
trigonometrischen  Linien  nur  von  0 bis 
90®  zu  enthalten  brauchen.  Wegen  der 
Formeln; 

sin  « = cos  (90® — rt),  tg«  = cot(90® — n) 

ist  es  aber  auch  nur  nöthig,  diese  Be- 
rechnung bis  zu  45®  anzustellen.  Es 
werden  zu  dem  Ende  die  Tafeln  mit 
doppelten  Bezeichnungen  versehen,  denen 
zu  Folge  z.  B.  sin  60®  zugleich  als 
cos  30®  gelesen  werden  kann. 

Wir  unterscheiden  nun  die  Tafeln, 
welche  die  trigonometrischen'Linien  selbst 
enthalten,  von  denen,  welche  deren  Lo- 
garithmen geben.  Die  letzteren  werden 
weit  hduüger  gebraucht,  und  sind  daher 
möglichst  handlich  und  bequem  einzu- 
richten. Bei  den  meisten  Rechnungen 
reichen,  wie  bei  den  natürlichen  Zahlen, 


füufziifrige  Logarithmen  aus,  bei  sehr 
genauen  siebenzifferige.  Auf  diese  bei- 
den Arten  von  Tafeln  werden  wir  uns 
hier  beschränken.  Noch  bemerken  wir, 
dass  diese  Tafeln  nur  die  Logarithmen 
der  Sinus,  Cosinus,  Tangenten  und  Co- 
tangenten  enthalten.  Die  der  Secanten 
und  Coseoanten  sind  nämlich  selten  von 
Vortheil.  Da  ferner  die  meisten  dieser 
Logarithmen  echte  Brüche  zu  Numeren 
und  somit  negative  Kennziffern . haben 
würden,  so  ist  dies  vermieden,  indem 
man  jeden  dieser  Logarithmen  um  zehn 
Ganze  vermehrt,  welche  am  Besten  beim 
Rechnen  wieder  abzuziehen  sind. 

Unbedingtes  Erforderniss  bei  Tafeln, 
die,  wie  diese,  sehr  oft  gebraneht  wer- 
den, ist  es,  dass  das  Intervall  eine 
eigentliche  Interpolation , also  mittels 
der  ersten  Differenzen  möglich  macht. 
Wir  wollen  dies  Intervall  hier  bestim- 
men. Diese  Interpolation  beruht  auf  der 
Formel : 


f(x+t)zzf{x)  + t 


f(x+y)-f(x) 


V 


t 


wo  f die  in  der  Tafel  enthaltene  Func- 
tion ist,,  y das  Intervall,  t eine  Grösse, 
die  kleiner  als  dasselbe  ist.  Damit 
diese  Formel  richtig  sei,  muss  man 
haben : 
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y ~ • « ’ 

t 

d.  h.  der  Werth  des  Gliedes  links  muss 
für  die  Grenzen  der  Genauigkeit,  welche 
die  Tafel  möglich  macht,  von  v nnab> 
hängig  werden.  Nun  ist; 

rw+  . . 

und  cs  . darf  also  das  letzte  Glied 

y 

-2r'{^)t  welches  v enthält,  keinen  Ein- 
fluss ausüben.  Die  obige  Formel  aber 
gibt; 

f(x+,)=f(,x)+ir(x)+‘^  f"  (x), 


Sei  y aber  in  Minuten  zu  finden,  so  ist 
für  diesen  Ausdruck  zu  setzen: 


yn 


also: 


180  - 60 ' 3438’ 


v<22sino;  oder:  <2,2  sin  x. 

Das  Intervall  ist  also  mit  sin  x propor- 
tional, und  ist  daher  nicht  in  der  ganzen 
Tafel  gleichmassig. 

Suchen  wir  jetzt,  von  welchem  Worthe 
von  X an  das  Intervall  eine  Minute  be- 
tragen kann. 

Es  Ist  dann  >'  = 1, 

• sin  x = i= 0,045 
an 


und  es  muss  daher  bei  fünfstelligen  Zif- 
fern sein: 

• y/''(x)<0, 00001, 

und  bei  siebenzifferigen: 

<0,0000001, 

damit  auf  die  letzte  Null  von  diesem 
Glicde  kein  Einfluss  ausgeübt  werde. 
e hat  zur  Grenze  den  Werth  y , indess 

kann  man  als  Grenze  selbst  nehmen, 

wenn  man  immer,  wenn  t grösser  als 

y 

-g“  >8t,  von  dem  nächst  grössern  Argu- 
ment x-^-y  ausgeht,  und  die  Differenz 
abzicht.  Es  muss  also  sein  bezüglich ; 

<0,00001, 

oder : 

<0,0000001. 

Wenden  wir  dies  auf  lg  sin  x und  lg  tgx 
an.  Es  ist: 

lg  sin  X rfcotx_  1 

</x*  ~~  dx  ~ sin  X*  ’ 

^ 1 

lg  tg  X _ sinx  cos  X 4oos2x 
«ir*  ” rfx  ~~sin2x»' 

Das  Intervall  y für  die  Logarithmen  der 
Sinns,  bezüglich  für  fünf-  und  sicben- 
zifferige  Tafeln,  ergibt  sich  also  aus  den 
Beziehungen : 

4;j^<0, 00001  oder:  <0,0000001, 

also  durch  Wurzelauszichung: 

<0,0032  oder  <0,00032, 

A Sin  X 

V <0,0064  sinx  oder:  <0,00064  sin  x. 

y ist  hier  durch  Bogenmaass  bestimmt. 


für  fünfziffrigo  Logarithmen,  und: 
«‘“*=^=0,45 

für  siebenziflerige  Logarithmen.  Nun  ist; 
arc  sin  0,045  = 2®  35', 
arc  sin  0,45  = 26®  48'. 

Von  da  an  also  können  die  Tafeln,  wel- 
che das  Inter>'all  von  einer  Minute  ha- 
ben, erst  mit  völliger  Sicherheit  inter- 
polirt  werden.  Scheut  man,  wie  dies 
gewöhnlich  geschieht,  einen  Fehler  von 
einigen,  z.  B.  drei,  Einheiten  der  letzten 

Stelle  nicht,  so  ist  — — <0,00003  und 
4sinx 

<0,0000003  zu  nehmen,  woraus  sich  er- 

8'^*'  <0,0055  und  <0,00055.  Es 

A oin  jc 

können  dann  die  gefundenen  Werthe  von 
sinx,  nämlich  0.045  und  0,45,  mit 
multiplicirt  worden.  Man  erhalt  so: 

sin  X = 0,026  und  = 0,26, 
welche  den  Winkeln : 

l®31'-und  15®  4' 
entsprechen. 

Suchen  wir  jetzt  die  Grenzen , in  de- 
nen das  Intervall  10"=^  Minute  sein 
kann. 

Es  ist  hier 

1 = 132  sinx  und  1 = 13,2  sinx, 
sinx  = 0,0071,  sinx  = 0,071, 
zu  welchen  die  Winkel  gehören: 

0®  25'  und  4®  5'. 

Mit  Sicherheit  ist  also  eine  siebenzififrige 
Tafel  zu  benutzen , wenn  sie  von  etwa 
4®  das  Intervall  von  10  Sccunden  hat. 
— In  den  bessern  Tafeln,  z.  B.  der  von 
Bremikor  bearbeiteten  Vega'schen  Tafel, 
gebt  dies  Intervall  durch  den  ganzen 
Quadranten  hindurch,  da  das  von  einer 
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Minatc,  selbst  da , m'o  es  anwendbar  ist, 
eine  anangenchmc  und  namcntlicli  nicht 
im  Kopfe  ausznfiihrendc  Rechnung  er- 
fordert; die  Hinzufügung  von  Intcrpola- 
tionstäfelcben  in  der  gedachten  Tafel 
macht  dagegen  eine  Ausführung  der  gan- 
zen Rechnung  im  Kopfe  möglich. 

Bei  fünfziffrigen  Tafeln,  wo  das  In- 
tervall von  einer  Minute  ein  sehr  beque- 
mes ist,  ist  es  übrigens  nicht  nöthig,  für 
Winkel  unter  1 — 2®  ein  kleineres  zu 
nehmen,  da  für  solche  eine  einfachere 
Intcr]>o]ntion , oder  directe  Berechnung 
der  Logarithmen  cintritt,  von  welcher 
gleich  die  Rede  sein  soll. 

Suchen  wir  noch  den  Anfangspunkt, 
wo  für  siebenzifferige  Tafeln  das  Inter- 
vall 1"  sein  kann. 

Es  ist  hier  = also; 

1 = 132  sin  X,  sin  x = 0,0071, 
x = 0®  25'. 

Die  angeführten  Tafeln  haben  bis  zu 
5®  das  Intervall  von  1".  Für  Winkel 
unter  20—  30'  ein  kleineres  Intervall  zu 
geben , ist  aus  den  eben  angeführten 
Gründen  nicht  nöthig.  Führen  wir  die 
obige  Rechnung  auch  für  Igtgx  aus. 
Für; 

‘ lg  cos  x = lg  sin  (90®— x), 
und  für; 

lg  cot  (x)= -Igtgx 

ist  dann  nichts  hinzuzufügen.  Man  hat 
für  die  Tangente ; 

<0,00001  und  <0,0000001, 

sin2x* 

0,0032  sin  2x  , 0,00032  sin  2x 

also  wenn  man  wieder  v in  Minuten 
hat : 

11  sin  2x  , 1,1  sin  2x 

V(cos2x)  V(‘^os2.ry 

Für  Winkel , die  kleiner  als  15  — 16® 
sind,  ist  cos2x  nahe  gleich  1,  und  man 
kann  daher  setzen: 

v<llsin2x,  »'<l,l8in2x, 

daher  kommt  für  sin  2x  der  doppelte 
Werth,  den  wir  oben  für  sinx  fanden, 
und  da  man  annähernd  für  nicht  sehr 
grosse  Winkel  setzen  kann ; 

6in2x  = 2sinx, 

wenn  man  nämlich  in  der  Formel: 

2 sinx  cos  X 

den  Cosinus  mit  1 vertauscht,  so  erhalten 
wir  ungefähr  dieselben  Werthe  wie  beim 
Sinus. 


Es  bandelt  sich  nun  darum,  wie  die 
Sinus  und  Tangenten  kleiner  Winkel 
mit  Genauigkeit  bestimmt  werden,  da  für 
sie  ein  noch  kleineres  Intervall  als  eine 
Secunde  cintreten  müsste,  falls  man  die 
gewöhnliche  Intcr|)olationsmethodc  an- 
wenden  wollte.  Bei  diesen  Betrachtun- 
gen gehen  wir  von  der  Formel  aus: 

o = tgrt-itg«*  + Jtga‘—  . . ., 
welche  sich  sehr  leicht  aus  der  Formel : 

, . . ft  i 

cos  «-hl  sin  n = e 

ergibt,  und  in  dem  Artikel:  Quantität 
entwickelt  ist.  Für  kleine  Winkel  lässt 
sich  diese  Formel  ersetzen  durch  die 
folgende : 

« = tg  « (sec  c) 

Sehen  wir,  bis  zu  welchem  Werthe  von 
« diese  für  fünf-  und  siebenzifferige  Ta- 
feln mit  der  genauen  Formel  überein- 
stimmt. Es  ist : 

sec«  * = (1  4- tgrt*)  ^ = 1 — jtg«* 

-h|tgrt*—  . . 

also  wenn  man : 

tgasec«  ^ = o' 

setzt; 

«'  = tg«-^ tg«*4-|tg«*—  . . ., 

also : 

ÜL  - tg«*  — . . . 

« ” 1-i  tgn’-f  ^ tg«*—  . . 

also : 

— = (1  — i tg  rt*-f  5 tg  «♦—...)  (1-fi  tg«* 

a 

-itg«‘-|-itg«®-  . . 0, 
oder;  , • 

und  es  werden  « und  «'  auf  fünf,  be- 
züglich sieben  Decimalstellen  übcrcin- 
stimmön,  wenn  man  bat: 

tg  «*  <0,00001  oder  <0,000000 1 
d.  h.: 

tg«<)'ö;öÖÖ45  oder  <{'0,0000045, 

d.  h.  bis  zur  Grenze ; 

tg«  = 0,15  oder  tg«  — 0.0046, 
woraus  sich  ergibt: 

« = 8®32',  a = 2®38'. 

» 

Bis  zu  diesen  Grenzen  ist  also  die  For- 
mel als  genau  zu  betrachten.  Es  folgt 
ans  derselben  sogleich: 
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lga  = lg  tg«+}Ig  cosa, 


und  da  tgr<  = 


ein  tt 


coen 


8cc»= ist: 

cosa 


t 

a=  sin  a cos  (c* 


lg  a = lg  sin  a — ^ lg  cos  a. 

Hier  ist  a in  Bogenmaass  gegeben.  Setzen  wir  jetzt  Secunden  voraus,  dann  ist 


rr  zu  vertauschen  mit  -r-. 


7U( 


180 . 60 . 60’ 
lg  180  = 2,2552725 
lg  60*  =3,5563025 
5,8115750 


also  da  man  bat : 


lg  n =0,4971499 


5,3144251  = - 4,6855749 + 10. 
Es  ist  also  lg  ft  zu  vertauschen  mit: 

lg  «-5,3144251, 


so  dass  man  hat: 


1) 

2) 

3) 

4) 


lg  n = — 4,6855749  + 10+  lg  sin  « — 4 lg  cos  «, 
lg«=  —4,6855749 +10+ lg  tg«+ Jlgcos«, 
lg  sin«  = lgrt+4,6855749— 10+4igcos  «, 
lg  tg  « = lg  «+4,6855749— 10 — | lg  cos«. 

diese'  Formeln 


Man  kann  diese' Formeln  direct  an*  diesen  vermöge  der  trigonometrischen 
wenden.  Tafeln  sich  ergebenden  Werth  von 

Die  beiden  ersten  geben  für  irgend  4lg<^os«,  bezüglich  lg  cos«  hinzu, 
einen  gegebenen  lg  sin«  und  Igtg«  den  so  hat  man  den  genauen  Werth.  Dies 
Logarithmus  des  zugehörigen  Bogens  in  ist  aber  etwas  umst&ndlich,  insofern  jo- 
Sccundcn.  Um  den  Bogen  selbst  zu  ha-  desmal  in  zwei  Tafeln  eingegangen  wer- 
ben, ist  dann  die  Benutzung  der  gemei-  den  muss.  Es  ist  daher  folgende  Me- 
nen Logarithmen  nöthig.  Ist  dagegen  « thode  angemessen, 
gegeben,  so  kann  man  lg«  in  dieser  Zun&chst  ist  zu  bemerken,  dass  der 
letztem  Tafel  aufschlagen,  und  indem  Cosinus  von  «,  und  mithin  auch  dessen 
man  das  letzte  Glied  der  Formeln  3)  Logarithmus  für  kleine  Winkel  sich  nur 
und  4)  ausser  Acht  lasst,  zunächst  einen  sehr  langsam  ändert.  Dies  kann  man 
angenäherten  Werth  von  Igtg«  und  folgendermaassen  zeigen. 

Igsin«  berechnen,  fügt  man  den  ans  Es  ist:' 


i 


cos  n = 1 


1 • 2 


/ *1  \ -I  * (""l"  *')*  -I 

“•(“+-)= 1 - -ITa' = 1“ ‘2  ■■ 


ay. 


also  abgesehen  von  Gliedern  höherer  Dimensionen: 


«* 


cos  (tt  + y)  _ 
cos  « 


a"'"' 


1— 


«’ 


= 1 — «K, 


lg  COS  («+*»)  = Igcos  tt  — ay, 

und  beide  Logarithmen  unterscheiden  sich  erst  von  einander,  wenn : ' , 

« *->0,00001  oder  >0,0000001 
ist.  D.  h.  wenn  man  Winkelmaass  und  zwar  Minuten  einfUhrt: 


« v> 


180*60* 


0,00001,  oder 


180’60* 


71' 


0,0000001, 


woraus  sich  als  Grenze  ergibt: 
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V — 


86,9 


tt 


oder 


0,869 

a 


7)  Anwendungen  der  ebenen 
Trigonometrie. 


Die  Anwendung  der  Formeln  1)  bis  4) 
findet  nun  mit  Vortheil  für  rünfzifferige 
Logarithmen  für  die  ersten  2* , für  sic- 
benzifferige  für  die  ersten  30'  statt,  und 
es  ist  für  «=120'  und  « = 30'  be- 
züglich : 

i'  = 0,72'  und  1=0,029', 

oder : 

1^  = 43"  und  »'  = 1",7, 

so  dass  selbst  an  der  Grenze  der  An- 
wendung sich  für  siebenzifforige  Loga- 
rithmen der  Werth  von  lg  cos«  nur  etwa 
in  2 Secunden  um  eine  Finheit  ändert. 
Für  kleinere  Winkel  findet  diese  Aen- 
derong  natürlich  in  noch  grOssern  Inter- 
vallen statt.  Es  ist  also  sehr  wohl  thun- 
lich,  für  jedes  « unter  30,  bezüglich  120, 
den  Ausdruck: 

4,6855749 — 10-}-  ^ lg  cos  « 


Als  Anwendungen  der  trigonometri- 
schen Formeln  betrachten  wir  aus  den 
Hanptfällcn  der  Dreiecksberechnung  na- 
mentlich solche,  wo  in  einem  Dreiecke 
drei  Stücke,  die  aber  nicht  grade  Seiten 
oder  Winkel  sind,  gegeben  werden, 
ansserdem  Aufgaben  über  Poljrgome  von 
mehr  als  drei  Seiten,  und  endlich  einige 
practische  Aufgaben.  Zunächst  aber 
wollen  wir  noch  einige  Formeln  geben, 
die  hierbei  nützlich  sind. 

Führe  eine  Aufgabe  auf  die  Formel: 

j4co8  (f  + B sin  y = c, 

und  sei  hieraus  zu  finden.  Man  ver- 
fährt am  bequemsten  folgcndermaassen. 
Man  setzt: 


der  Winkel  1 lässt  sich  dann  sogleich 
finden,  und  die  gegebene  Gleichung  hat 
dann  die  Gestalt: 


in  einer  kleinen  Tafel  zu  berechnen,  die 
selbst  für  siebenzifferige  Logarithmen 
nur  eine  Seite  einnimmt,  für  fünfzififerige 
kaum  den  zehnten  Theil  einer  solchen. 
Auch  können  die  Zahlen  dieser  Tafel 


B (sinl  cosy  + cosl6iny)  = Ccos  l, 
oder: 


sin  (1  + y ) = 


Ccos  1 
~B  ’ 


mit  Vortheil  als  Correction  der  Argu- 
mente auf  die  einzelnen  Blätter  einer 
gewöhnlichen  Logarithmentafel  vertheilt 
werden.  Für  jedes  « gibt  dann  diese 
Tafel  den  lg  « und  die  abzuziehende  Cor- 
rection, und  für  jeden  lg  sin«,  nach  Ab- 
zug der  Correction  (die  Ziffern  4,68..., 
die  sich  nicht  ändern,  müssen  zuerst  ab- 
gezogen werden),  erhält  man  den  zuge- 
hörigen lg«,  also  mittels  der  Logarith- 
mentafel « selbst,  und  ist  in  keine  zweite 
Tafel  hierbei  einzageben.  Diese  Kcch- 
nung  gibt  « auf  sieben  Decimalstellen. 


so  dass  A y,  also  auch  y.  bekannt  ist. 
Sei  ferner  die  Formel  gegeben : 

A tgff  +B  coty  = C, 
so  nimmt  diese  die  Gestalt  an : 

A sin  y *-}-jS  cos  y * = Csin  y cos  y>, 
oder: 

A-\-{B—A)  cos  ff  * — C sin  y cosy  , 
d.  h.: 

A + (cos  2/  + 1) = Y sin  2y, 


Was  die  wirklichen  Sinus  u.  s.  w.  an- 
betrifft, so  werden  diese  namentlich  bei 
Additionen  und  Subtractionen  zu  be- 
nutzen sein;  es  wird  daher  nicht  nöthig 
sein,  dass  sie  sieben  geltende  Decimal- 
stellen  enthalten,  sondern  man  kann  sich 
mit  sieben  Bruchstellen  begnügen , und 
bei  solchen  ist  wenigstens  für  Sinus  und 
Cosinus , selbst  bei  siebenzifferigen  Ta- 
feln, das  Intervall  von  einer  Minute,  wie 
leicht  zu  zeigen  ist,  hinreichend  klein. 
Die  Tangenten  allerdings,  die  ins  Un- 
endliche wachsen , würden , um  sieben 
richtige  Bruchstellen  zu  ha^n,  eine  un- 
gemein  langwierige  Rechnung  erfordern, 
wenn  der  Winkel  nahe  90®  ist.  Jedoch 
sind  solche  Rechnungen  in  der  Praxis 
kaum  erforderlich. 


(ß— A)cos2y  — Csin  2y  = — (A-}-ß). 

Aus  dieser  Gleichung  ist  nach  der  eben 
gegebenen  Methode  2/  zu  ermitteln. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  den  Aufga- 
ben. Bei  den  einfacheren  lassen  wir  die 
Auflösung  weg. 

A)  Dreieckaufgaben. 

Der  Abkürzung  wegen  gebrauchen  wir 
folgende  Bezeichnungen. 

Es  sind  «,  b,  c wieder  die  Seiten, 
«,  ß^'Y  die  bezüglichen  Gegenwinkel, 
h,  A,  die  Höhen  bezüglich  auf  c,  b,  st, 
m der  Unterschied  der  Segmente , in 
welche  A die  Seite  c theilt,  t die  Hai- 
birungslinie  der  Seite  c,  von  y aus  ge- 
zogen, / die  Halbirungslinie  des  Winkels 
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Fig.  12. 


y bis  ZTtr  Seite  c,  q der  Radius  des  ein* 
geschriebenen  Kreises  (Fig.  12). 

1)  Gegeben:  c,  A,  b. 

h 

-7-  = sm  a. 

0 

Alles  Uebrige  ist  dann  bekannt. 

2)  «,  ß,  m. 

Sind  X,  y die  Segmente  von  c,  so 
hat  man: 

x—yzzm,  x-fy  = c,  xtg/9=ytg«, 
also : 

xtg/9  = (x— m)  tg<r, 

woraus  sich  x,  somit  anch  y und  c er- 
gibt. 

3)  /,  Y und  X“"' 


Theile  die  Höhe  den  Winkel  y in  ^ 
und  Vy  so  ist: 

h , h 

cos  v=.  — , 6 = ; < . 

a sm  (y  — k) 


9)  A,  /,  «. 

Schneide  I die  Linie  c unter  Winkel 
so  ist: 

tsiny  = k,  6sin«=:A, 

__2*  sinCa-j-v) 
sina 

10)  A,  t,  a. 

* • . 

— = sin/}. 

a 

Das  Uebrige  ergibt  sieh  wie  in  4). 

11)  A,  t,  c. 

t sin  y=:h. 


d. 


h. : 


sina  = nsin/3, 


sin  a = n sin  (a-f-y). 


Man  hat  dann  ein  Dreieck,  das  t, 

£ 

zu  Seiten  und  y zum  eingeschlossenen 
Winkel  hat.  , 


Ans  dieser  Formel  dndet  man  y,  wo- 
bei die  im  Anfang  dieses  Abschnitts 
entwickelte  Methode  zur  Anwendung 
kommt. 


4)  a,  A,  t. 

Man  ergänzt  das  Dreieck  zum  Pa- 
rallelogramm, und  hat  dann  ein  zweites 
Dreieck,  das  a,  b,  2i  zu  Seiten  hat. 


5)  A,  «,  ß. 


c = A (cot cot  flt)  = A 


sin  (g  -f-  ß) 
sin  a sin  ß’ 


6)  A,  it,  c. 

Die  Lösung  geschieht  mittels  der  vori- 
gen Formel. 


7)  A,  «,  a. 

—=siüß. 


Fig.  13. 


12)  A,  I,  y. 

Sei. (Fig.  13)  BD  = A,  BE=i,  AE=z, 
Winkel  ABEzzfiy  Winkel  DBE=:^y  so 
ist: 

« 

A X t 

— = C08«^,  = 

< . sin^  cos(jU— ^) 

X f 


sin(y  — ^)  cos(y— /u+^)’ 


8)  A,  «,  y. 
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Fig.  14. 


also : 

sin()'— cob(^  — d) 

= sin^cos  (y— /u+^)i 

(1.  b. : 

sin(y— ^)-f-28in(y4-^— 2^) 

= C08  (y+  &), 

eino  Oloichnng,  au8  der  sich  mithin 
auch  * = '^  ergibt. 


241  mj  at  ß. 

25)  m,  a,  (c—ß.  ► 

26)  ö,  6,  tt—ß. 

27)  *1,  A„  y. 

asiny=A^,  &8iny=:A,. 

28)  A,,  A„  c. 

c8in«  = A|,  csin/$=A,. 

29)  Aj,  c,  t. 


13)  Ä,  /,  y. 

Bilde  / mit  t den  Winkel  /i,  so  ist: 
/ sin  ^ = A, 

und  man  hat  ein  Dreieck,  worin  Seite  I 

y 

und  die  Winkel  ju  und  gegeben  sind. 

14)  A,  /,  «. 

Der  vorigen  Aufgabe  ähnlich. 


15)  A,  /,  «. 

a sin^=A. 

ß,  a und  / bilden  dann  ein  Dreieck. 

16)  a,  t,  y. 

Aehnlich  wie  4). 


17)  t,  a,  b. 

t und  c mögen  den  Winkel  ^ machen : 

u 

t sinyu  = Asina,  — sin  ^ =A  sin  («+/i). 


18)  f,  «,  c. 

19)  f»  «,  ß. 

20)  /,  a,  A. 

21)  t,  «,  y. 

Diese  Aufgaben  sind  leicht. 


csin  a = A^. 

I,  a und  c bilden  dann  ein  Dreieck. 

30)  h,,  ß,  t. 

31)  A„  y,  /. 

a sin  Y = b^, 

a,  /,  ^ bilden  ein  Dreieck. 

£ 

32)  a+A-j-c  = s,  a,  ß. 

Man  hat : 

o _ b c 

sin  « ~ sin  /J  ~ sin  y’ 

also : 

S8in«  = a(sina  -f- sin/J+sin  y), 

woraus  sich  a ergibt,  indess  geben  wir 
diesem  Ausdruck  eine  für  die  logarith* 
mische  Rechnung  bequemere  Form: 

ß-hV  ß~\~Y 

sina  = sin  (/?+y)  = 2sin  cos  — 

sin/J-|-8iny  = 28in  cos 
also: 

$ cos  = o ^cos  cos 

aber: 


22)  m,  (I,  A. 

Die  Höhe  theile  c in  x und  x-f-m 
(Fig.  14).  Man  hat  dann  ein  Dreieck, 
welches  m,  a,  b zu  Seiten  hat,  ans  dem 
sich  ß ergibt. 

23)  m,  a,  a. 


cos  ^"g-^+cos  = 2cos  A cos 


ausserdem : 


cos 


2“  = '""  2» 


also : 


Trigonometrie. 


63 


Trigonometrie. 


• . « 

, . sm 

a = , 

2 C08  cos 

Für  l»  und  c erhält, man  syminctrischc 
Ausdrücke. 


33)  r,  y,  n + A = c. 

a b c 

sin  n sin  /9  ~ sin  y* 

n—  <9 

_c(sin«+S'n^)  _ ^ 2 

“ siny  ~ «4-Ä 

cos-^ 

34)  c,  y,  a — b = (i. 

Aehnlich  wie  33). 

35)  c,  y,  ^ = n. 

a sin(S4-y) 

-r-  = n = — .■ — i^  = co8y4-cot  ß sm  y. 
b sin  /9  / ■ r / 

36)  m,  rt4-6  = e,  tt—ß  = 2!^. 

Die  Figur  in  22)  enthält  ein  Dreieck 
mit  Seiten,  ni,  a,  b,  und  Winkel  a~ß. 
Die  Aufgabe  ist  also  nach  33)  zu  lösen. 

37)  m,  a—b,  a — ß = 2ß. 

Wie  34). 

38)  m,  = a—ß-=29. 

39)  c,  = «. 

c [sin  a + sin(rf-l-y)]  = c sin  y. 

40)  c,  a — b,  (t. 

41)  m,  ir,  a -K  Ä. 

Die  Betrachtungen  in  22)  und  36)  sind 
hier  wieder  anznstellen. 

42)  ta,  a,  a — b. 

Ebenso. 


*« 


43)  c,  a+b  = e,  a—ß. 


ccos 


a—ß 

i-  = e cos 


(t+ß 
2 • 


44)  a,  a — b,  a—ß. 
Aehnlich  wie  43). 


45)  m,  a + b,  y. 
(HQlfsdrcicck  in  22). 


46)  m,  a — b,  y. 
Ebenso. 


47)  c,  h,  y. 

eh  = aba\ny,  A = asin(rt-f-y)  = Ä8m<’f| 


also : 

rsin(rt  + y)  sin  n = /isin  y, 

oder: 

c c 

— (1  — cos  2if)  cos  8'"  2«  sin  y 

= A sin  y, 

woraus  sich  2n  ergibt. 


48)  c,  h,  Aj. 

49)  y,  A,  Aj. 

50)  A,,  Aj,  = 

asiny=:Aj,  Asiny  = Aj, 
esiny  = A,  + Aj, 

51)  A,  «+Ä  + c = s,  a. 

, A A Asiny 

& = -: , a = — — , c=  — ■■  -/ — , 

sinn  sin/}  sinn  sin /} 

also: 

s • sinnsin/3  = A[sinn-|-  sin/3 

+ sin  (rt+/?)], 

woraus  sich  ß ergibt. 


52)  c,  h,  a—ß  = 2ß. 
cAziflAsin  (n-f-/9),  A = a sin /9  = A sinn, 
Asin(n+^) 

C — r r ■ > 
sinnsin  ß 

also : 

c [cos  2/> — cos  (n+/®)]  = 2A  sin  (n4-/5), 
woraus  sich  n-f/9,  also  n und  ß ergibt. 


53)  m,  A,  n— 

(22.) 

54)  m,  h,  y. 

(52.) 

55)  X,  y,  y. 

X,  y sind  hier  die  Theile,  in  welche 
das  Loth  A die  Seite  c theilt.  Man  hat: 


J^-fy  _ ff 
sin  y sin  n’ 
also: 


ff  cos  (n  -f*y)  = ^r» 


(*+y)sin  n cos  (n-f  y)=  xsiny, 
woraus  sich  2a  ergibt. 


56)  X,  y,  a — ß=z2ß. 

(x  y)  sin  (/S +2^)  cosß  = x sin  («  -}■  ß)- 

57)  A,  a + A+c=s,  a—ß=z2ß. 

Verlängert  man  die  Seite  c um  »nach 
einer  Seite,  um  b nach  der  andern,  und 
zieht  von  der  Spitze  nach  den  Endpunk- 
ten, BO  hat  man  ein  Dreieck,  wo  Gnind- 
linie  s und  Höhe  A gegeben  sind,  und 
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aß 

¥’  '2  . 

Also  wie  52) 


anliegenden  Winkel  sind.  A*  = ^c’-|  4aAsin  ^c*  — 4a6cos^^, 

also  ab  bekannt. 


58)  A,  Ap  A,. 

Asin/3  = Asino=:  A, 

A siny  = c sin /9  = A, , 
csin  « = asin)'  = A^, 

sin  tt A sin  « h^ 

siny  A/  sin  A,’ 

also : 

„ . 111 

sin  « : sin  5 : sm  y = — ; 7-  : -r*. 

* h^  h 

Es  ergeben  sich  hiernach  für  /*»  Y 
ähnliche  Ausdrücke,  wie  für  die'Winkel 
eines  Dreiecks  aus  den  drei  Seiten,’  wenn 
man  darin  schreibt  für  a,  b,  c bezüglich ; 

-1  i.  ± 

A,’  A,’  A* 

59)  Q,  c,  y. 

(Es  entsteht  ein  Dreieck,  dessen  Grund- 
linie c,  Höhe  Qy  Winkel  an  der  Spitze 

ist.  Also  wie  47.) 


66)  c,  y,  ab  = p. 

c*  = o*-f-A*— 2/1  cosy. 

B)  Vierecksaufgaben. 

Von  den  8 Stücken  eines  Vierecks, 
4 Seiten  und  4 Umfangswinkein,  müssen 
zu  dessen  Bestimmung  5,  worunter  we- 
nigstens 2 Seiten,  gegeben  sein.  Wir 
bezeichnen  die  Seiten  nach  der  Reihe 
mit  a,  b,  c,  rf,  die  Winkel  bezüglich  mit 
(ab),  (bc),  (cd),  (da).  Es  sind  non  sieben 
Fälle  möglich. 

1)  Gegeben : a,  b,  c,  (bc),  (da). 

Ziehe  Diagonale  AC,  das  Dreieck 
AlfC'  ist  dann  vollständig  bestimmt. 
Nach  dessen  Berechnung  aber  ist  im 
Dreieck  DAC  Seite  a,  AC  und  Winkel 
(da)  gegeben,  also  auch  dies  bestimmt. 

2)  a,  b,  c,  (bc),  (cd). 

Wie  oben.  Das  Dreieck  ACD  ist 
dann  bestimmt  durch  a,  AC  und  Win- 
kel ACD. 


60)  p,  c,  a—ß. 

(52.) 

61)  p,  y,  a— A. 

(54.)  . 

% 

62)  p,  a— A,  a—ß. 

(53.) 

68)  c,  i,  y. 

Sei  Cf  der  Winkel  zwischen  i und  a. 
Man  hat: 

I __  c ^ _ c 

sina"~2siny  ' sin(n-f-;^  ^in(y— y)’ 

4<*sinc/> 
cos  0=1/1 — 

also : 

(3  cos  y sin  7 — 2 sin  y cos  7 )* 

= siny*  (c’ — 4t*sin7*), 
woraus  sich  2/.  ergibt. 

64)  Cf  y,  o*-f-A*  = ^*. 

—2ab  cos  y = c*, 

also  ab  bekannt,  folglich  a und  A. 

66)  c,  y,  a«-A»=A*. 

c*  4 oA  sin  ^ = (a-}-A)*, 


3)  a,  b,  c,  (ab),  (bc). 

Wie  oben.  Dreieck  ACD  ist  gege- 
ben durch  o,  Winkel  CDA  und  ACD. 

4)  o,  A,  c,  d.  (bc). 

Ebenso.  Im  zweiten  Dreieck  sind  alle 
Seiten  gegeben. 

5)  A,  c,  (bc),  (cd),  (da). 

Es  ist  also  auch  (oA)  bekannt.  Die 
Losung  wie  oben. 

6)  a,  b,  c,  (cd),  (da). 

Verlängere  A um  x (Fig.  15),  d um 
y,  bis  sic  sich  schneiden ; mOgen  x nnd 
y den  Winkel  7 machen,  dann  ist: 

X u x-f-A  c 

sin  (eia)  sin  7 ’ sin  (c</)  sin  cf 

Diese  beiden  Gleichungen  geben  x und 
7 , es  sind  somit  auch  die  Winkel  (ab) 
und  (bc),  y und  y-\-d,  also  auch  d be- 
kannt. 

7)  A,  d,  (ab),  (bc),  (cd). 

Also  auch  (da)  ist  bekannt.  Man 
hat: 

X y x-fA  y + d 

sin(da)  ~ sin(rfA)’  sin(c(f)  sin(Ac)* 

Mithin  ist  x und*y  bekannt;  also  ans 
dem  Dreiecke,  welches  x nnd  y zu  Sei- 
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tßn  hat,  ergibt  sich,  dann  a,  aus  dem, 
welches  x+b,  y+d  zu  Seiten  hat,  c. 

Hiermit  sind  die  Fälle,  wo  Seiten  und 
Winkel  eines  Vierecks  gegeben  sind, 
erschöpft.  Wir  fügen  noch  einige  an- 
dere Vicrecksanfgaben  hinzu. 

8)  Gegeben  : 6,  {ab),  (cd)  und  Dia- 

gonale AC. 


Fig.  16. 


Man  lege  durch  D,  ß,  C einen  Kreis, 
dessen  Mittelpunkt  JII  sei.  UD  ist  aus 
Dreieck  AÜB  zu  linden,  sowie  Winkel 
ADB  und  DBA,  auch  Winkel  BMÜ=  2(cd) 
ist  bekannt.  Aus  dem  gleichschenkligen 
Dreieck  DMB  sind  also  die  Winkel 
MBD,  MDB  und  Seite  BM  zu  finden. 
In  Dreieck  AiVB  kennt  man  zwei  Sei- 
ten und  den  cingcschlossenen  Winkel 
ABM,  also  auch  AM,  Winkel  BAM  und 
AMB.  Es  ist  daher  auch  Winkel  AMD 
bekannt.  In  Dreieck  ÄMC  aber  kennt 
man  alle  Seiten,  also  auch  Winkel  ^ilfC. 
Im gleichschenkligen  Dreieck  ist  also 


I • « 

^ ■ / 


schliossonden  Seiten  bekannt,  also  auch 
c.  In  Dreieck  DMC  kennt  man  jetzt 
auch  Winkel  DMC  und  somit  auch  d. 

9)  Gegeben  a,  b,  (ab),  und  die  Win- 
kel ft , y,  welche  Diagonale  AC  bezüg- 
lich nüt  c und  d macht  (Fig.  16;. 


Sei  Diagonale  BD=f,  so  istt 

- r 

sin  ft  sin  (da)' 

^ - r 


-S 


sin  y »in[(a6)-Krfa)+^.f  „_2R]’ 

also  f und  (da)  bekannt,  woraus  sich  d 
und  c ergeben. 

C)  Aufgaben  über  Polygone. 

Ein  n-Eck  ist  bestimmt,  wenn  2n— 3 
Stücke,  Seiten  oder  Winkel,  bekannt 
sind,  worunter  wenigstens  n— 2 Seiten. 
Es  sind  also  drei  Stöcke  zu  bestimmen, 
und  somit  stellen  sich  folgende  Fälle  her- 
aus (Fig.  17). 

1)  Gegeben  alle  Seiten  bis  auf  eine, 
uud  alle  Winkel  bis  auf  zwei. 

Fig.  17. 


und  C die  Winkel,  FE  die 


•% 


- ^ 


jetzt  auch  Winkel  CMB  nebst  den  ein-  Seite,  welche  nicht  gegeben  sind. 


m 
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Man  verbinde  die  vier  Punkte  A.  C,  E,  F. 
E«  entsteht  ein  Viereck,  und  ausserdem  zer- 
fällt die  Figur  in  Polygone,  welche  sieh 
durch  Theilung  in  Dreiecke,  z.  B.  AllG, 
HGF  berechnen  lassen.  Es  sind  also 
auch  die  Seiten  AF,  AC,  CE  des  Vier- 
ecks und  die  Winkel  desselben  bei  A 
und  C bekannt,  woraus  sich  das  Uebrige 
ergibt.  — Liegen  A und  C an  einer 
nicht  gesuchten  Seile,  so  ist  diese  AC 
direct  gezogen.  Liegen  aber  die  gesuch- 
ten Winkel  an  der  gesuehten  Seite  FF, 
so  ziehe  man  Fl),  und  in  Dreicek  FED 
sind  FD,  ED  und  der  cingeschlos>one 
Winkel  bekannt. 

2)  Gegeben  alle  Seiten  bis  auf  zwei, 
alle  Winkel  bis  auf  einen. 

Der  letzte  Winkel,  welcher  die  übrigen 
zu  2rt  — 4 Beeilte  crg.lnzt,  kann  bestimmt 
werden.  Seien  All  und  FE  die  Seiten, 
so  ziehe  man  AF  und  DE.  Es  entsteht  ein 
Viereck  AFBE,  die  Seiten  AF,  DE  kann 
man  aus  den  umgebenden  Polygonen 
berechnen , ebenso  wie  die  Viereckswin- 
kcl,  so  dass  Alles  bekannt  ist. 

3)  Gegeben  alle  Seiten  und  alle  Win- 
kel bis  auf  drei. 

Seien  A,  C,  E die  Winkel.  Man 
sondert  das  Dreieck  ACE  ab , dessen 
Seiten  sich  durch  die  umgebenden  Po- 
lygone finden  lassen. 


D) Einige  practischeAufgaben. 

1)  Die  Grosse  einer  Linie  zu  finden, 
deren  beide  Endpunkte  unzugänglich  sind 
(Fig.  18). 


Sei  .4D  die  Linie.  Man  messe  die 
beliebige  Standlinic  CD,  und  durch  Vi- 

Fig.  18. 


sii'cn  von  C nucli  A und  D,  und  vuu  D 
nach  A und  B findet  man  die  Winkel 
ADC,  BDC,  ACD,  BCD.  Jetzt  ent- 
nimmt man: 

1)  aus  Dreieck  ADC  Seite  AD, 

2)  aus  Dreieck  CDB  Seite  DB, 

3)  aus  Dreieck  ADB  Seite  AB.  ■ 

2)  Die  Höhe  eines  Punktes  (Wolke 
oder  Gestirn)  über  der  Erde  zu  finden 
(Fig.  19). 


Fig.  19. 


Sei  iiC'=r  der  Erdradius,  D der  A undJ|E  nach  D gefunden.  Es  sind 
Punkt  über  der  Erde.  Winkel  o und  ß dies  die  Winkel  der  Zenitbo  dieser  Orte 
werden  durch  Visiren  von  zwei  Punkten  mit  den  Gesichtelinien  von  D.  Winkel 
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ACB  ist  ebenfalls  gegeben.  Liegen  z.  B. 
A und  B anf  einem  Meridian,  so  ist  ACB 
der  Längennntersebied  von  AK.  Sei 
Winkel  ADC=zx , Winkel  CDB  — y, 
Winkel  A!)B=(T,  so  ist  tf  bekannt, 
DC=a  gesucht.  Man  hat: 

<1  _ r 

sin  a ~ sin  *’  sin  ß ~ sin  y’ 

sin  rr  sin  x 
sin  ß ~ sin  y' 

oder: 

sinn-fsin/}  __  8inx-|~s*>iy 
sintt— sin/J  sinx— siny’ 


Fig.  20. 


der  Horizontalen.  Durch  Visiren  findet 
man  die  Winkel  « und  /9;  dann  ist: 


d.  h.: 

«+S  ^ a—ß  <f  * *— V ' 

2 =“‘T'8  2 • 

Es  ist  also  i~y  bekannt,  was  wegen 
x+y  = (f  die  Winkel  x und  y gibt,  nnd : 


a = 


r sin  a 
sinx  ' 


3)  Die  Hohe  eines  Fnnktes  A Aber 
der  Horizontalen  BD  zu  finden  (Fig.  20). 
Man  misst  das  beliebige  Stück  CD 


Höhe  AB  = CABm€<=CI)^-^^^4^^. 

. r Sin  {a—ß) 

4)  Es  ist  ein  Punkt  D zu  finden,  wenn 
man  von  ihm  ans  nach  drei  bekannten 
A,  B,  C visiren,  nicht  aber  messen  kann. 

Dies  ist  die  sogenannte  Fotenot’sche 
Aufgabe.  Man  kennt  die  drei  Seiten 
a,  A,  c des  Dreieeks  ABC  und  folglich 
auch  dessen  übrige  Stücke,  ausserdem 
die  Visirwinkel  A,  ft,  y.  Gesucht  sind 
die  Linien  DA  = z,  DB=zy,  DC=z. 

Sei  Winkel  CAD  = ».  Man  hat; 


also: 


b z 

s\nf4  sin  ^ 


g z 

sin  l sin  (r— y— ^)’ 


6 sin  il sin  (y—y—^) 

a sin  ft  sin^ 


= sin(»'— y)cos  &—COB  (y—y). 


Hieraus  ergibt  sich  nnd  man  hat: 


i = 


6 sin  ^ 
sin  u ’ 


x = 


8)  Sphärische  Trigonometrie. 

Die  sphärische  Trigonometrie  lehrt,  drei  von  den  Stücken  eines  sphärischen 
Dreiecks,  worunter  auch,  im  Gegensatz  zur  ebenen  Trigonometrie,  die  drei  Winkel 
sein  können,  die  übrigen  durch  Rechnung  zu  finden. 

Wir  bezeichnen,  wie  in  der  ebenen  Trigonometrie,  die  Seiten  mit  a,  b,  c, 
ihre  Gegenwinkel  bezüglich  mit  «,  ß,  y.  Sei  (Fig.  21)  C eine  körperliche  Ecke, 
AB(-  das  zagchörige  sphärische  Dreieck.  Ziehe  von  C aus  Tangente  CF  und 
CE  bezüglich  an  die  Bogen  CB  und  CA , so  ist  Winkel  FCA  = y , CE  = tgb, 
CF=tga,  also  tm  ebenen  Dreieck  ECF: 

= tg  a* -t-tg  6*  — 2 tg  g tg  6 cos  y. 

Im  ebenen  Dreieck  EOF  aber  ist : 

EO  = sec  b,  FO  = secg,  Winkel  EOF=C, 

also: 

sec  a*4-8cc  6*—2sccg8Cc  6cos  c = £F*, 

also : 

sec  g*  -f-Bec&*  — 2 sec  g sec  6 cos  c = tg  g*  -ftg  6’  — 2 tg  g tg  6 cos  y, 

nnd  da: 

5* 
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Fig.  21. 


ist: 

und  weil: 


ist: 

1) 


1+tgo*  = 8cca* 

1— scca  sec  6cos  c=  — tgrttgicosy, 


8CC^  = , tg^= 

cos  ft  cos  & 


cos  a cos  ft-t-sinosin^cosy  :rco8c. 


Dies  ist  die  Grandformcl,  aus  der  sich  alle  andern  analytisch  entwickeln  lassen. 
Man  hat  demnach: 

cosc— cosacos& 
cosy=- 


cos  y ‘ — 


sin  a sin  6 

. cos  c’  + cos a*  cos  A*  — 2 cos a cos b cos  c 

7 •— * - 


sina*  sin  6* 


1 — cosy>  = siny*  = 


sin  «‘sin  6*  — cosa*  cos  6*  — cos  c*  +2cos  a cos  b cos  c 
sina*  sin  6* 

1—  cosa*  —cos  6*— cos  c*+2cos  a cos  6 cos  c 
sin  a*  sin  A*  ’ 


also: 

A) 


sin  y V(l  — cosa*— cos  A’— cos  c*4-  2cosa  cosA 

sine  sin  a sin  A sine 


bId  V 

Diese  Formel  zeigt,  dass  sich  der  Ausdruck  nicht  ändert,  wenn  man  c mit 

sin  c 

a oder  A,  also  y mit  n oder  ß vertauscht.  Es  ist  somit: 

sin  a sin  ß ^ sin  y 

sin  a sin  A sin  c* 

Verbinden  wir  jetzt  mit  der  Formel  1)  die  folgende,  die  daraus  durch  Vertan« 
schung  von  A mit  e,  und  von  ß mit  y entsteht; 

cos  a cos  c+ sin  a sine  cos /}= cos  A, 

multiplidrcn  die  Formel  1)  mit  cosa,  und  zählen  die  letzte  Formel  hinzu,  so 
kommt : 

cosa*  cos  A+cos  a sin  a sin  A cos  y+sin  a sin  ecos/f=cos  A, 


Odert 
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cos6sina*=co8a8in<isin&cosy-fsin^8inccos/3.  >(  ^ 
Hebt  man  8ina  weg: 

. • * * • 8in  & 8in  V 

B)  co86  8ma=co8(t8m6co8v-t*8mcco8/9,  sinc= 

sin/J 

80  kommt: 

C08&  8ina8in/9=c08a8in/9co8y  8in6+co8/38iny  8inß, 
also  wenn  man  mit  sin  & sin/}  dividirt: 

3)  cot6  8inasinycot/}-{-co8aco8/.  >. 

Setzen  wir  jetzt  in  B)i 

sin  h sin  a 


sin  a = 


sin/9  ’ . 

so  kommt: 

cos  6 sin  6 sin  ft  = c08(isin/}cosy  sin^+cos/SsinysinA, 

also : 

C)  cos  b sin  »= cos  a sin  /}cosy  -fcos^  sin  y, 

und  hieraus,  wenn  man  a mit  6,  a mit  ß vertauscht: 

co8asin/}  = cos  b sinn  cos 

also  wenn  die  vorletzte  Formel  mit  cosy  multiplicirt , und  zur  letzten  addirt 
wird : 

cos  a sin  /}  = cos  a sin  /}  cos  4-cos  /}  sin  ^ cos  y + cos  o sin 

oder: 

cos  a sin  ^ sin  y * = cos  ß sin  y cos  y * + cos  a sin  y, 
also  wenn  man  siny  weghebt: 

4)  cosa= —cos/}  cos  y+ sin/}  siny  cos  a. 

Die  Formeln  1)  bis  4)  reichen  hin,  um  jede  Aufgabe  der  sphärischen  Trigono« 
metric  zu  losen. 

Es  sind  nämlich  sechs  Fälle  mOglich : 

1)  Gegeben  alle  drei  Seiten:  a,  b,  c.  . . ^ 

Formel  1)  gibt  eipen  beliebigen  Winkel.  ' 

2)  Gegeben  zwei -Seiten  und  der  eingeschlosseno  Winkel:  a,  b,  y. 

Formel  1)  gibt  die  dritte  Seite  c,  Formel  3)  Winkel  ß,  also  auch  a,  wenn  . ’ 
man  a mit  b,  a mit  ß vertauscht. 

3)  Gegeben  zwei  Seiten  und  ein  Gegenwinkel:  o,  b,  a. 

Formel  2)  gibt  /},  Formel  3)  y,  Formel  1),  wenn  man  a mit  c,  «mit  y 
vertauscht,  c. 

4)  Gegeben  zwei  Winkel  und  die  eingeschlosseno  Seite:  ß,  y,  a. 

Formel  4)  gibt  «r,  Formel  3)  b und  dieselbe  Formel  c,  wenn  man  ß mit  y, 
b mit  c vertansebt. 

5)  Gegeben  zwei  Winkel  und  eine  Gegenseite : ß,  y,  6. 

Formel ‘2)  gibt  c,  Formel  3)  a,  Formel  4)  n,  wenn  man  a mit  6,  a mit  ß 
vertauscht.  . 

6)  Gegeben  alle  Winkel:  tt,  ß,  y.  *• 

Formel  4)  gibt  eine  beliebige  Seite. 

Es  ist  bei  diesen  AnflOsnngen  Öfter  auf  die  im  vorigen  Abschnitte  gegebene 
Auflösung  der  Gleichung: 

A cos^  + ^8in7>  = C 

znrückznkommen. 

Wir  geben  jetzt  diese  Auflösungen  in  Form  einer  Tafel : 
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Gegeben  j 

Gesucht 

1)  Ä,  b,  c 

cosö— COS  fccosc  cos  6— cos a cos c 

COS  a—  . - . , cos  p = . , , 

Bin 6 sine  sin a sine 

cos  c— cosacos  b 

COSy  = : : — ; 

• * sin  a sin  6 

2)  n,  b,  a 

sin  6 sin  ff  , ^ . . • / . n cos  a sin  7» 

sin  5 = — ^ , (cot  7 =tg  6 cos  ff),  sin(c+7)  = j— j 

^ sina  coso 

(tg  0 = cos  4 tg ff),  sin(y+V')  = cotatg6cos  tß 

3)  tf,  b,  y 

, , . , cot  ö sin  6— cos  y cos  6 

cos  c = cos  <1  cos  6 4- sin  fl  sin  6 cosy,  cot  ff  = : , 

' siny 

cot  6 sin  <1  — cos  y cos  a 

cot  ß = : , 

siny 

4)  a,  ß,  y 

cos  ff + cos  d cosy  , cos 5+ cos«  cosy 

COSa  = . '7  cos 6 = ^ -■  : 

smßsmy  sin  ff  siny 

cos  y 4- cos  ff  cos  5 

cos  C= r-r 

• Sin  ff  Sin  ^ 

5)  a,  ff,  ß 

sin  fl  sind  , ^ , / . n cosacos» 

c-„  ■>  (tg7  = tg/9co8fl),  cos(7+y)=-  ^ > 

Sin  fit  cos  p 

(cot  ip  = tga  cos  ß),  cos  (tp  + 5)  = — tg  cot  a cos  7 

6)  ff,  ß,  c 

. sin  ff  cot  d+cos  c cos  ff  sindcoto+cosccosd 

COtÄ  = ^ , COtfl= — ^ L 

sine  sine  . 

cosy  = — cosffCOs/?4-sin  «sin/Jcosc 

In  diesen  Auflösungen  bleibt  aber  nur  in  wenigen  Fällen  die  logarithmischc 
Kechnung  ununterbrochen-  Dennoch  sind  sic  sehr  wohl  zur  Berechnung  geeignet, 
wenn  nur  eins  der  nicht  gegebenen  Stücke  gesuebt  wird.  Sind  aber  alle  gesucht, 
so  thut  man  besser,  sich  bequemere  Formeln  abzuleiten.  Die  Formel  1); 

cos  c— cos  a cos  b 

cos  y = . ; — r 

^ smasmo 


kann  man  zu  1 zuzählen,  und  davon  abziehen.  Man  erhält: 


Also  da: 


^ , cosc— cos(«4-Ä) 

l-4-cosy= : — - = 

' sin  a sin  6 


^ . 0 + Ä-4-C  . a-\-b  — c 
2 sin  — 2 — 2 — 

sin  a sin  6 * 


_ , a4-c—b  .■  Ä-+-C— a 
/ IN  2sin  — _ - sin  — ^ — 

^ costrt  — 6)— cosc  2 iS 

1 — C08y= : 7 ^ = : 7-7 

^ sinasinö  smasino 


y _/l+cosy 
co.i  = y '' 


und  wenn  man : 


2 . 

a+b-\-c 


_ ^/l—  cosy 

2 


• = s 


setzt,  so  ist: 


2 
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I) 

y 

cos  ^ = 

, /sin sein  (s—c) 
)'  sin  a sin  ö ’ 

11) 

/sin  (s — a)  sin  (s  — 6) 

»in  2 

sinasjnö 

und  durdi  Division: 

UI) 

'^2=i 

'sin  (s— a)  sin  (s— i) 

sins  sin  (s—c) 

. M*^J  TV  OV  CWMU»« 

nen  Trigonometrie  setzen: 

,/8in(s  — n)  sin  («  — 6)  sin  (s—c) 

D)  = 1/ > 

' sins 

wo  sich  dann  ergibt: 


a (!■ 

‘g  ö-  = - 


. tgA. 


y V 
tg  ^ = r:. 


2 sin(s— a)’  **  2 “ sin  (s— 6)’  ^ 2 sin  (s  — c)' 

Aehnlich  verfährt  man  mit  der  Formel  4) : 

cos  o + cos  |3  + cos  y 

cosa  = -^ : — T~- > ’ 

sinßamy 

^ a+ß—y  «— d-J-y 

, ^ 2 cos  jr — - COS  

^ cosrt+cos(d— y)  iä  Ä 

l“f*COSa  — : — ~ — . — 7 : . » 

Sin/}  Sin y sin/Jsmy 

tt+ß-\-y  ß-\-y  — a 

1 N s— ^ cos  - ' — 

; cos  rt  — cos  (/} + y)_  * 2 J 


1 — cos  a = 


sin  ß siny 


sin/3  siny 


also  wenn  man 

setzt: 

( 

IV) 

a /' 

™“T=y 

V) 

VI) 

tg  2-  '/ 

also  wenn  man 

setzt : 

sin/}  siny 


sin  ^ sin  y ’ 

—cos  g cos(g— o) 
cos  (ff— cos  (ff— y)’ 


_ / — cos  ff 

“ y cos  (ff  — ß)  cos  (ff  — ß)  cos  (ff  - )ö’ 

lg = ^ cos  (ff  — «)»  tg -^  = 1// cos(ff  /}),  tg-^— ^os(ö  y). 


E) 

Die  Formeln  5)  und  6)  lösen  die  Aufgaben  1)  und  4)  der  obigen  Tafel  sehr 
bequem  auf.  Entwickeln  wir  jetzt  nach  I)  und  II)  noch  sin ^ cos  so  kommt; 


a /?  sin  (*  — 6)  ^ /sinssin(5-c) 
~ sin  c \ sin  «sin  6 


sin  cos  -2  = 


also : 


. « ß sin(s  — 1>) y 

sin  cos  = — . — - — cos  „ , 
2 2 8in  c 2 


und  ebenso: 
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. ß 'a  8in(«  — o)  y 

Bin-^  COB  i 1 COB 

2 2 Bin  c 2 


Durch  Addition  und  Subtraction  dieser  Formeln  ergibt  sich: 

£sin  (* — b)  + sin  (i  — a)], 


Bin  ~~Z—  = — : iBin^s — I 

2 Bin  c 


und  da  man  hat: 


ergibt  sich: 

7) 

8) 

Ferner  bat  man: 


sin(*  — 6)+sin(B  — a)  = 2 sin  —cos  — ^ 

« 2 

sin  (i — 6)  — sin  (»  -—  a)  = 2 cos  sin  ~2~’ 

c c 

sin  c = 2 sin  cos 


. a+ß  c a — b y 
g,n  COB  *2  = cos  cos 


c , a~—b 
sin  — Bin  - Bin  -■  cos 


2. 

2 


cos 


« /9  «in  B /fiin(i  — a)8in(s  — 5)  sin  s . y 

2 2 sm  f smasinA  sm  c 2 


Bin  — sin  ~ , /siP  (*  — «)  sin  («  — &)  _ sin  (« 

2 2 ’ sine  }/  sin a sin 6 sin 

woraus  folgt: 

'Bin  2 

cos  — ~ ; — [Bin  5 + sm  (s  — c)l, 

2 Binc  *• 

• I • / \ ft  • c 

Bin  < + Bin  (» — c)  = 28in  — ^ cos 

. , \ ft  <*+i  . c 

Bin*  — 8in(»— c)=2cos— ^Bin 


c ö4-Ä  y 
COBy  = C08-^8in-|-, 


— <?)  . y 

sm  4~. 

c 2’ 


also: 

9) 

cos  g'* 

10) 

a — ß 
COB-^ 

C . rt+&  , y 
8.n-^  = e.n  — sm2.. 

I^e  Formeln  7)  bis  10),  deren  Wichtigkeit  Gauss  gezeigt  hat , werden  gewöhnlich 
die  Gaoss'schen  genannt. 

Durch  Division  von  7)  dureh  9),  8)  durch  10),  und  7)  durch  8),  9)  durch  10) 
folgt  aus  ihnen: 

a — 6 

1 » cos  — ft— 

. <*  + ;5  • y 2 

«8  V‘ei=-V+i- 

■ 

. a — b 

2 ^ 2 . « + i’  . 

sm  — ^ 
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% 


13) 


14) 


cot 


« — 6 
2 


cot 


a-\-  h 

2 


sin 


2 


2 


sin 


« 4-  ^ 
2 


sin 


«-ß 

2 


Sie  werden  die  Nepper’schen  Analogien  genannt.  — Sind  zwei  Seiten  und  der 
eingesebiossene  Winkel  gegeben,  <*,  6,  y,  so  gibt  7)  und  9) : 

c «+/J  c 

sm— ^ cos  cos  cos 


also  durch  Division  tt+ß  und  dann  c;  ferner  gibt  8 und  10): 

. . a — ß . o « — ß . c 

sm-y^  s,Q  _ cos  sm 

also  durch  Division  a—ß.  Es  ist  also  a und  ß,  sowie  c bekannt.  Aus  einer  der 
letzten  Formeln  ist  dann  auch  leicht  eine  Probe  herznleiten.  Aebnliches  ergibt 
sich  aus  den  Formeln  11)  bis  14).  Aus  diesen,  oder  7)  bis  10),  ist  auch  ganz 
analog  der  Fall  zu  behandeln,  wo  zwei  Winkel  und  die  eingeschlossene  Seite, 
also  a,  ß und  c gegeben  sind.  Diesen  Formeln  entnehmen  wir  eine  zweite  Tafel 
für  die  spbftriscben  Dreiecke. 


Gegeben  | Gesucht 

Probe 

1).«,  b,  c 

/sin(i  — a)  sin(s  — 6)  sin(s  — c) 

fl  b _ c 

»'=V  .m. 

ür“  * ” ur  >'  . » 

sin  fl  sin  ß sin  y 

^ 2 sin(* — a)’  ®2  sin(* — 6)*^  2 sin(s — c)’ 

2)  a,  b,  tt 

fl  4"^ 

. ^ sinisinfl  ^ 2 „ 2 

a • a+lf  ®=  .-#■ 

cos  cos  — 5-I. 

.B  « 

c 

, . y ^‘^-2 

2 A ’ 2 A 

• c D • y 

,m-g.=B  .m  i 

1 

3)  «,  b,  y 

. a+b  . y _ fl^i  y 

A = cos  sin  B rrcos  COS 

C=  sin  — ^ sm  D =sm  — g—  cos 

B D , ^ 

tgu  = — , tgr  = — , a = «4-e,  ß-u-v^ 

c B . c D 

cos  — , oder  sin  — , 

2 Bin  t«  2 Bin  e 

c 

= cos  COS  u, 
oder: 

C=sin  cos  r, 

4)  «» ß*  y 

: -co8<^ 

fl  6 _ c 

y cos  (0— fl)  cos  i<r—ß)  cos  («— y)’ 
tg -|=\£.C08  (fl-y) 

sin  fl  sin  /9  sin  y 
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Gegeben 


6)  «,  ß,  c 


Gksucht 


Probe 


. . . cos 

. . smasinÄ  ^ 

5)a,a,ß  810  6 = — : A = — 

' sm « 


a+b 


cos 


a+ß 


rt-f-6 

«—fl 
COS— 


c 

cos- 


. c B . Y 
'«T  = T-““2=  A 


C=siD  cos  />=sin  sin 


2 

B D 


y Ä y D 

8»n — , oder:  cos-4-  = — 
2 sm  u 2 8 n v 


sin-|-=  Äsin-^ 


y 

A = sin-~  cos  u, 

dt 

oder : 

y 

C=  cos  cos  V 
i 


Jeder  Winkel  . und  jede  Seite  eines 
sphärischen  Dreiecks  wird  so  genommen, 
dass  sie  kleiner  als  n ist.  Die  For- 
meln. welche  die  trigonometrischen  Li- 
nien der  halben  Seiten  und  Winkel  ge- 
ben, haben  also  Argumente,  die  im  er- 
sten Quadranten  liegen,  und  ist  daher 
keine  Zweideutigkeit  vorhanden. 

Der  Ausdruck  u in  3)  und  6),  wel- 

eher  gleich  oder  — ist,  enthält 

ein  Argument,  das  kleiner  als  n ist,  und 
da  die  Tangente  im  ersten  Quadranten 
ein  anderes  Vorzeichen  hat,  als  im  zwei- 
ten, so  ist  auch  hier  keine  Zweideutig- 
keit. Eine  solche  ist  also  nur  vortian- 
den  in  den  Formeln  in  2)  und  4),  die 
ß ans  a,  6,  «,  und  b aus  «,  /J,  o geben, 
wo  in  der  That  im  Allgemeinen  zwei 
Dreiecke  möglich  sind.  Jedoch  sind 
diese  Fälle  noch  etwas  zu  deterrainiren. 

Die  Formel  8)  zeigt,  dass  o — A und 
rt — ß immer  gleiches  Zeichen  haben,  die 

Formel  9),  dass  — und  gleich- 

zeitig spitze  oder  stumpfe  Winkel  sind. 
Ist  also: 

I)  « + 6 = 180®, 

so  ist  auch ; 

«+/S  = 180®, 

also  wenn  «<90®,  /9>90®,  und  umge- 
kehrt : 

U)  «+6<180®, 

so  ist  für  n = 90®  : /9<90®;  für  «<90® 
ist  ß unbestimmt,  jedoch  darf  ß nicht 


gleich  oder  grösser  als  180®  — « sein, 
für  «>90®  ist/9<90®. 

III)  «+6>180®, 

für  0 = 90®  ist  /J>90®,  für  o<90,  /J>90, 
für  o>90®  ist  ß unbestimmt,  kann 
jedoch  nicht  gleich  oder,  kleiner  als 
180®—  « sein. 

Hiermit  sind  die  F&lle,  wo  zwei  Drei- 
ecke möglich  sind,  genau  angegeben. 

Für  den  Fall,  .dass  o,  /},  « gegeben 
sind,  braucht  man  in  dieser  Determination 
nur  « mit  «,  ß mit  6 zu  vertauschen. 

Sehr  einfach  werden  die  Formeln  1) 
und  4),  wenn  ein  Winkel  ein  rechter 
oder  eine  Seite  ein  Quadrant  ist.  Sei 
im  ersten  Falle  c = 6 die  Hypotenuse, 
also  y der  rechte  Winkel.  Es  werden 
dann  Formeln  1)  bis  4): 

la)  cos  « cos  b = cos  A, 

2a)  sin  a = sin  A sin  «, 

3a)  sin  « = tg  6 cot /?, 

3b)  cos/9=tga  cotA, 

4a)  ' cos  « = sin cos«, 

4 b)  cos  A=  cot « cot  ß. 

Die  Formel  3 b)  entsteht  aus  3),  indem 
man  6 mit  c,  ß mit  y vertauscht,  4b) 
aus  4) , indem  man  « mit  c,  « mit  y 
vertauscht,  la)',  2a),  3a),  4a)  ent- 
sprechen genau  den  Formeln  1),  2L 
3),  4). 

Für  diese  sechs  Formeln,  in  welchen 
die  Theorie  der  rechtwinkligen  Dreiecke 
enthalten  Jst,  gibt  Nepper,  der  Erfinder 
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der  Logarithmen,  eine  sinnroicho  Gedächtnissregel.  Diese  Formeln  kann  man 
nämlich  schreiben: 


cos  A = sin  4^  = cot  o cot/9, 

cos  o^  = sinAsin«  = cot  cot/9, 

cos  « = sin  /9  sin  = cos  cot  h. 


Das  rechtwinklige  Dreieck  besteht  nun, 
mit  llin Weglassung  des  rechten  Winkels, 
aus  fünf  Stücken,  deren  Reihenfolge  ist: 
fl,  6,  fl,  A,  /9, 

Zu  jedem  Stücke  gehören  swei  anlie- 
gende und  zwei  getrennte,  z.  B.  zu  a 
die  anliegenden  A,  /9,  die  getrennten  a, 
A.  Sonach  ergibt  sich  durch  Vergleich 
der  Formeln  die  Regel: 


„Wird  der  rechte  Winkel  nicht  be- 
rücksichtigt, und  die  Catheten  a und  b 
durch  ihre  Coroplcmcnte  ersetzt,  so  ist 
der  Cosinus  jedes  Stückes  gleich  dem 
Producte  der  Sinus  der  anliegenden,  und 
der  Cotangenten  der  getrennten  Stücke.“ 
Wir  geben  jetzt«  noch  die  Auflösung 
der  rechtwinkligen  Dreiecke  in  Form 
einer  TafeL 


Gegeben  | Gesucht  . | Probe 


1)  A,  fl 

, cos  A . sm  fl  tg  fl 

cosA= , sin«=-: — r,  cos/9= — r 

cos  fl  sin  A tg  A 

cos  ß = sin  R cos  A 

2)  fl,  A 

cos  A= cos  fl  cos  A,  cot  R = sin  A cot  fl,  cot/9  = sinflcotA 

cosA=cotRCot/9 

3)  A,  « 

sin  fl = sin  A sin  R,  tgA=tgAcosR,  cot/9  = cos  A tg/< 

sin  fl  = tg  A cot  /9 

4)  fl,  « 

sin  a tg  a cos  r 

sm A=  . ■ . , smA  = , sind= 

Bin  R tgR  cos  fl 

'S  V 

sin  A = sinAsin/9 

5)  fl,  ß 

• . 1 cot  /9 

cot  A = cot  fl  cos /9,  cotA=-: — i-,  cos  R= sind  cos  fl 

sin  fl  ^ 

cotA  = cosRCotA 

6)  ß 

cos  A = cot /9  cot  fl,  cosa  = -: — , cosA=-: — - 

sinß  sm  R 

cos  A = cosflcos  A 

Zweideutigkeiten  lässt  diese  Ta- 
fel nur  da,  wo  der  gesuchte  Winkel  durch 
einen  Sinus  ausgedrückt  ist.  Dies  ist 
in  1)  der  Winkel  «.  Wegen  der  For- 
mel: sinA  = tgflCOta  haben  non  tga  und 
tg«  immer  gleiches  Zeichen , sind  also 
gleichzeitig  spitz  und  stumpf,  womit  u 
völlig  determinirt  ist.  — Ferner  sind  un- 
bestimmt: In  3)  a,  da  aber  a gegeben 
ist,  so  findet  nach  dem  eben  Gesagten 
auch  hier  völlige  Determination  statt. 

In  4)  bleiben  A,  b und  ß unbestimmt. 
Was  zunächst  A anbetrifft,  so  ist  die 
Determination  ein  besonderer  Fall  der 
beim  schiefwinkligen  Dreieck  durchge- 
führten , und  entspricht  dem  Falle , wo 
einer  der  Winkel  90*  beträgt. 

Da  nämlich  a+y  oder  a-f  90  und  n-fA 
gleichzeitig  kleiner  und  grösser  als  zwei 
Rechte  sind,  so  ist  a-|-A  grösser  oder 
kleiner  als  zwei  Rechte,  je  nachdem  a 


grösser  oder  kleiner  als  ein  Rechter  ist. 
Ist  aber  n gleich  einem  Rechten,  so  sind 

a und  A auch  gleich  Ist  dagegen 

«<90®,  so- ist  auch  a<90®,  also  A un- 
bestimmt. Es  kann  aber  A nicht  gleich 
oder  grösser  als  180 — a sein.  Ist 
fl>90®,  so  ist  fl>90®,  und  A auch  un- 
bestimmt, nur  kann  nicht  A gleich  oder 
kleiner  als  180  — a sein. 

Wegen  der  Formel:  tgAcotA  = cosrc 
ist  nun  b mit  A gleichzeitig  stumpf  oder 
spitz,  wenn  tt  spitz  ist,  dagegen  ist  b 
nicht  wie  A beschaffen,  d.  h.  stumpf, 
wenn  A spitz  ist,  und  umgekehrt,  falls 
n stumpf  ist.  Nach  der  Bestimmung  von 
A ist  also  auch  b bestimmt.  Der  Qua- 
drant von  ß aber  ist  nach  dem  Obigen 
der  von  A. 

Es  soll  jetzt  zu  jedem  der  Fälle  ein 
Recbnungsschema  gegeben  werden,  wo- 
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bei  wir  ianfiifferige  Logarithmen  anwen-  3) 
den,  die  nnr  in  seltenen  Fällen  nicht 
ausreichen. 

Beebtwinklige  Dreiecke. 

1)  A = 62*17'3r' 

a = 44My  4" 

lg  cot  A= 9, 72033- 10 

lg  cot  g= 0,01034 
lg  cos/? =9, 70998 -10 

lg  cos  Ä= 9,66743- 10 
lg  cos  a - 9,85459 — 10 
lg  cos  6 = 9,81284-10 

lg  ein  0 = 9,84425- 10 
lg  sin  A = 9,94711  — 10 
lg  sin  ft  = 9,89714- 10 

/?  = 59«  8' 50", 

6=49*  28' 0", 

«=52*6' 12". 

Probe.  ^ — 

lg  sin  «=939714- 10  4) 

lg  cos  6 = 9,81284— IQ 
lg  cos  /?  = 9,70998 — 10 


2)  0=44®  19' 4", 

6=49®  28' 0". 

lg  sin 0 = 9,84425- 10 
lg  cot  6 = 9,93201 -10 
lg  cot  ^ = 9,77626—10 

lg  cos  fl  = 9 ,85459 — 10 
lg  cos  i = 9,81284 — 10 
lg  cos  h = 9,66743 — 10 

lg  sin  6 = 9,88083— 10 
lg  cot«  = 0,01034 
lg  cot « = 9,89117 — 10 

/?=59®  8'46", 

Ä= 62®  17' 31", 

«=52®  6' 19". 

Probe. 

lg  cot«  = 9,89117—10  r“ 

lg  cot  ^=9,77626 -10  5) 

lg  cos  A = 9,66743— 10 
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A=62®17'31", 
«=52®  6' 10". 


lg  cos  A = 9,66743- 10 
lgtgtt=0,l0883 
lg  cot/? =9,77626 -10 
IgsinAss 9,94711— 10 
lg  sin  «=939714- 10 
lg  sin  rt  = 9,844^ — 10 

lgtgA=0,27968 
lg  cos  «=9,78834 -10  - 

lg  tg  6 =0,06802 

/?=59®8'50", 

«=44®  19' 4", 

6 =49®  28' 0". 

Probe. 

Igtg6  = 0,06802 
lg  cot/? =9,77626 -10 
lgsin«= 9,84428-10 


«=44®  19' 4", 
«=52®6'12". 

lg  cos  «=9,78834-10 
lg  cos  a = 9,85459—10 
lg  sin/?  = 9,93375-10 

lg  sin  «= 9,84425 — 10 
lg  sin  «=9,89714-10 
lg  sin  A = 9,94711 -10 

lg  tg«= 9,98966 -10 
lg  tg  «=  0,10883 
lg  sin  6 = 9,88083- 10 
/?=59®  9'  0", 
A=62®  17' 31", 
6=49®  28'  0". 

Probe. 

lg  sin  A=  9,94711  — 10 
lg  sin /?= 9,93375- 10 
lg  sin  6 = 9,88086-10 


«=44®  19' 4", 
/?  = 59®8'50". 
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lg  sin  ^ = 9,93375—10 
lg  cos  <1  = 9,85459— 10 
lg  cos  « = 9,78834-10 

lg  cot  a = 0,01034 
lg  cos /9  = 9,70998-10 
lg  cot  h = 9,72032  - 10 

lg  cot /?= 9,77626 -10 
lg  sin  g = 9.84425  — 10 
lg  cot  Ä = 9,93201 -10 

« = 59«9'0'% 

A = 62o  17' 31", 

6 = 49®  28' 0". 

Pro  b e. 

lg  cos  « = 9,93201 -10 
lg  cot  & = 9,78834 -10 
lg  cot  A = 9,72035 -10 


6)  « = 52®6'12", 

/?  = 59®8'50". 

lg  cos /9  = 9,70998—10 
lg  sin  gar  9,89714—10 
lg  cos  6 = 9,81284— 10 

lg  cot  ^ = 9,77626 -10 
lg  cot  « = 9,89117- 10 
lg  cos  Ä = 9,66743- 10 

lg  cos  « = 9,78834— 10 
lgsin/8  = 9,93375- 10 
lg  cos  a = 9,85459 — 10 

6 = 49®28'0", 

A = 62®  17' 31", 
a = 44«  19' 4". 

Prob  e. 

lg  cos  a = 9,85459 — 10 
lg  cos  6 = 9,81284 -10 
Ig'cosA  =0,66743 -10 


Schiefwinklige  Dreiecke. 

1)  g = 72»12'14" 

6 = 89®  13'  7" 
c=44®15'  9" 

2i  =205®  40' 30" 


< = 102®  50' 15" 
<-«=  30®  38'  1" 
<-6=  13® 37'  8" 
<-c=  88®55'  6" 

lg  sin  5 = 9,98900—10 
lgsin(s-g)  = 9,70718-10 
lg  sin  (i — 6)  = 9,37192—10 
lg8in(i-c)  = 9,93116-10 
lg  y.  * sin  » = 9,01026  — 10 
lg  </•  =9,02126-10 
lg  y = 9,51063 -10 

Igy  =9,51063-10 
lg  sin  (»-«)  = 9, 7071 8 -10 
lg  sin  (»- 6)  = 9,37192 -10 
lg  sin  (<-c)  = 9,93116- 10 

Iß  tg-^  = 9,80346- 10 
lg  tg-|  = 0,13871 
lg  tg|-  = 9,57947 -10 

~ = 32®  27' 21",  2 
|-  = 53“59'53",2 

|-=20®47'34",9  . 

«=  64®54'42" 

/9  = 107®  59' 46" 
y=  41®  35' 10" 

Probe. 

lg  sin  g = 9,97870—10 
Igsin/j  = 9.97822-10 
9,95692-10 

lg  sin  5 = 9,99996 -10 
Igsin  « = 9,95696—10 
9,95692-10 


2)  g = 72®  12' 14" 

6 = 43*15'  9" 
« = 84®  16"  3" 


\ 
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-^-r  57®  43' 41",  5 
'^^  = 64®  59'  21",  5 

^ = 19®  15' 41",  5 

Igsin  6 = 9,8358:1-10 
lg  sin  5 = 9.99781  — 10 
9,83304  - 10 
lg  sin  fl  = 9.97871 -10 
lg  sin  /? = 9,85493  — 10 
/9  = 45®  43' 40" 

lg  cos -■^-  = 9,727,50 -10 

lg  cos -+^  = 9,02013-10 

lg  yl  = 0,10147 
lg  cos -^  = 9,91 155 -10 

lg  sin  ^ = 9,81008 -10 

-|-  = 40®13'24" 
y = 80®  26' 48" 

lg  sin +1^  = 9,92712- 10 

lg  cos +^=9,97498 -10 

lg  ß = 9,95214 -10 
Iß  tg-+  = 9,85060- 10 

-+  = 35®  20' 22" 
r = 70®  40' 44" 

Probe. 

lg  J5  = 94)5214 -10 
lg  sin -|-  = 9,81008 

lg  sin -+=9,76222- 10 
direct  kommt: 
lg  sin -+  = 9.76225-10 


3)  fl  = 54®  12' 17" 

Ä = 41®13'  9" 
y = 62®  7'  4" 

-|-  = 47®42'43" 

fl  — h 

6®  29' 34" 

-+  = 31®  3' 32" 

lg  cos  ^ = 9,82792 -10 

lg  sin  ^ = 9,71258-10 

lg  = 9,54050 — 1 0 
)g  *ß  M = 0,389.50 
« = 67®  48' 43" 

« = 82®  3' 11" 

lg  cos +^  = 9,99720- 10 

lg  cos  -+  = 9,93280—10 

lg  Ä = 9,93000 -10 
Igtg  r = 9,40450— 10 
t = 14®  14' 28" 

/?  = 53®34'15" 

lg  sin  — = 9,86910 — 10 

lg  sin -+  = 9,71258-10 
lg  C= 9,58168 -10 
jg  sin  = 9,05338 -10 

lg  cos  -+  = 9,93280  — 10 

lgß  = 8, 98618-10 
lg  sin  r = 9,39095 -10 

lg  sin  -+  = 9,59523—10 

-+  = 23®  11'  18" 
c=46®  22' 36" 
Probe. 

Igcosr  = 9,98645— 10 
lg  C=  9,58168-10 
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o=  96»  47' 52" 

/?=  64<»43'19" 
_y=102*  12' 33" 
2d=^<>43'44" 

0 = 131- 51' 52" 
o-«=  35-  4'  0" 
a-ß=  67-  8' 33" 
o-y=  29- 39' 19" 

lgco8ff  = 9,82437-10  (m) 
lg  cos  ff  - rt  = 9,91301  - 10 
lg  cos  ff-/?  = 9,58933 -10 
lg  cos  ff — y = 9,93903 — 10 
lgco8^ir»  = 9,44137-10  (m) 
lg  =9,38300-10 
lg  U>  = 9,69150- 10 

lg  »A -9,69150-10 
lg  cos  ff  - Ä = 9,91301  - 10 
lg  cos  0-6  = 9,58933-10 
lg  cos  ff-  c = 9,93903  - 10 

•Igtg  — = 0,10451 

lgtg-|  = 9.78083-10 

Igtg  |-=  10,3053 

|-  = 51-49'41",9 
-^  = 31-  7' 16",  5 
y = 53-29'  0" 

0 = 103-39' 24" 

6=  62- 14' 33" 
r=106"58'  0" 

* Probe. 

lg  sin  a = 9 98766- 10 
lg  sin/?  = 9,95629—10 
9,94384-10 

lg  sin  6 = 9,94691 -10 
lg  sin  « = 9,99693 -10 
9,94394-10 


5)  0=62-17'  4" 

« = 49-22' 31" 

/?  = 24-17'12" 

«4-5 

-^  = 36-49'51",5 

^ = 12»  32' 39",  5 
«-1-6 

~ = 50-  49' 49" 

Igsin  <1  = 9,89821 -10 
lg  sin;?  = 9,61416-10 
9,51237-10 
lg  sin  « = 9,63213 -10 
Igsin  6 = 9,88024- 10 
6 = 49- 22' 33" 

lg  cos  = 9,80046  - 10 

lg  cos  ^^=9,90330- 10 

lg  .4  = 9,897 16 -10 
lg  cos  -|  = 9,84808-10 

ig»in  y=9»95092— 10 

|-=64»41'0" 

y=129-22'0" 

lg  sm^  = 9,88946- 10 

lg  cos -^  = 9.98951- 10 
lg  Ä = 9,89995- 10 
Igtg -^=0,00279 

-|=45«11'2" 

c=90-22'4" 

Probe. 

lgfi  = 9;89995-10 
Igsin  -|  = 9,95092 -10 

’ - lg  sin*-|-  = 9,85087- K) 
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6) 


direct  kommt: 
lg  Bio -^  = 9,85087 -10 


c = 134“17'  2" 
ft=  54*12'  9" 
j9=  42M5'23" 

48*14'4C" 
-^=  6*  57' 23" 
~=  67*  8' 31" 

lg  cos -|^  = 9,82343- 10 

lg  cos  -^=9,58933—10 

lg  .4  = 9,41276- 10 

lg  tgu= 0,54937 
M= 74*  14' 17" 
«=92*22' 58" 

lg  cos  ^=9,99765-10 

lg  sin  ~ = 9,96448 — 10 

lg  Ä = 9,96213- 10 

lg  tg  r = 9,51549  — 10 
r = 18*8'41" 

6 = 56*  5'86" 

]gsin'^^=9,Sim-10 


lg  C =9,46207 -10 


-|-=  72*  7'  6" 
y = 144*14'  12" 


Probe. 

lg  sin  ^ = 9,01608 -10 

lg  sin  -^  = 9,96448-10 

lg  ß = 8,98056 -10 
lg  si  n e = 9,49335  — 1 0 

lg  cos  ^ = 9,48721 -10 

lg  cos  t = 9,977^ — 10 
lg  C=  9.46506 -10 


9)  VondemsphkrischenExcess 
und  der  Berechnung  des  Inhalts 
eines  sphftrischen  Dreiecks. 

Ist  r der  Radius  der  Kugel,  e der 
sph&rische  Excess,  d.  h.  der  Ueberschuss 
der  drei  Dreieckswinkel  über  ewei 
Rechte,  so  hat  man  für 'den  Fl&chenin- 


n r*  s 


wenn 


halt  F des  Dreiecks  F=  ■ , 

loU 

« in  Graden  gegeben  ist.  oder  wenn  f 
inBogenmaass  gegeben  ist:  F =r*#.  (Ver- 
gleiche den  Artikel:  Raumlehre.)  Es 
kommt  also  nur  darauf  an , den  Excess 
durch  drei  gegebene  Stücke  des  Drei- 
ecks ausBudrftcken. 

Fall  I.  Sei  gegeben:  «,  b.  y. 

Es  ist: 


Igcos  -1  = 9,58933-10  cot«  = cot^ ^ ’ 


aber: 


a—b 


cos 


tg 


, y «-+-6 

tg-^+tgi-  008-^ 

2 . y 


•«T 


a—b  y>  rt-4-6 
C08-^-|-tg^  C08-|- 


a-b 

cos-g- 


y / « 


-f-6  a — 6 

-X cos 


-) 

2 / 


cos 


a-f  b 


da  aber: 


«-4-6  «^“6  o * ^ 

cos*-^^ — c08-^=-2sm  -g  sm-^ 
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ist,  so  hat  man; 

1) 


a—b  y «4-i  y 
cos  —5—  cot  -^+cos  tg 


">‘T= 


a . a . b 


Es  lassen  sich  noch  leicht  mehrere  Formeln  fttr  diesen  Fall  herleiten,  die 
wir  hier  Obergehen.  • ' ' 


Fall  II.  Sei  gegeben:  «,  b,  c. 
Es  ist : 


h 


< a+ß-\-y  ( , 

*'“■2““*^°®  ’ co8-^  = “ 


Non  ist: 

«+ß+y  « + y . t*-\-ß  . y 

cos m =cos  cos  Y“ sin  sin  X 


. y Y { a-^b  a—b\ 
s,n^cos|-^cos-^-cos-^) 


cos 


„ . O . Ä . y y 

2 sm  ^ sin  y sui  cos  -|- 

c ’ 

cos-^ 


also 


cos 


also: 

2) 


•in  ü=  ,/»in(s-g)  sin(s-A)  y__  /sin  s ■ sin(s-c) 

2 f sinasia6  *'  2 f sinasinA  ’ 

2sin-^siny  ysinssin(s-fl)  sin (s -6)  sin  (s-c) 

2 c 

sinasinicos  — 

• 2 


. t Vsins  sin  (s—a)  sin  (5— 6)  sin  (s—c) 

sm  = i 1 i i 2 i, 

2 „ o b c 

2 cos  cos  coa  l 


d i 


sin 


Ferner  ist 

« + <l±ß 

2 

a—b 


■ r y tf'\‘ß  . V 

~ 8>n  cos  ^+cos-^  sin 


Cot  . *^f 


COS 


^ y*  , a+&  , y*  ’ y*  / 

- cos  -^4-co8— ^ sm  ^ cos  ^ ^cos 


a-b 


-cos 


a-f-A 


-l-cos 


a+6 


..  c 
cos-^ 


c 

cos -2 


sins  sin  (<— c)  a+b 

„ . a . 6-  y*  , „„  «+*  o « 6 2 

2 sm  sm  -5-  cos  ^+cos  2 cos  cos 

„ ^ ^ ^ « 2 2 


cos 


cos 


2 


and  hieraus  folgt: 

3)  . * 


i 

-T 


* • • / \ . o ® ^ a-+-A 

smssm(s— c)-f2cos  — cos  cos  — ^ 

cos  -5-  = ^ 

2 - a 6 c 

2 cos  CO8  cos 


Ans  2)  und  3)  ergibt  sich  aber  eine  noch  elegantere  Formel.  — Es  ist: 

6 


.«•Ul 


Trigonometrie. 


82 


Trigon  ometrie. 


1-  CO.  -g- 


1 4-  cos  Y 


1-f  cos 


aber : 


1+  cos  Y = 


2 cos  cos 


b r c 
2 1^=°“  2 


a+b 

4-cos— — j-sin*  sin 


in  (*-c)] 


a b c 
2 cos  cos  Y C08  Y 


a b s s— c , . . t $ . s— c s—c 

4 cos  cos  cos  cos  -^+4  sin  y cos  -y  <»8  — ^ 


„ a 6 c 
2 cos  Y ^2 


^ $ s — c / a 6 c\ 

2 cos  Y C08  -y  l^cos  Y C08  -2 +®’"  *2  ® ~2~) 


a b c 
cos  -2  C08  g-  cos  Y 


Ferner  ist; 


also: 
cos 
(1.  h. : 


. f , s—  c 1 / c a-fi\ 

2-  **“  “2“  = T l“' 

a b 1 / rt— 6\ 

CO.  -2  '»•  Y = T V'°’  “2"+“'  ~r)’ 

a b . s . s — c 1/  c a — 6\  *— a 

Y ">•  ^+*'"  V°‘  T+“’  "2"  1 =““  "2“ 


^ s S — C * — rt  s — b 
'2  cos  -ft-  cos  —ft-  cos  -7J-  cos  — ft- 

^ I 2 2 2 2 

1-f-  cos  -^  = 1 . 

2 a b e 

cos  cos  cos 


cos 


s — b 


Dies  mit  Formel  2)  in  Vcrbindnng,  gibt; 

< /sin  5 8in(s  — a)  sin (»  — b)  sin  (»  — c) 

4 . * s — o $ — b s—  c * 

4 cos  Y cos  -g~  cos  cos 

also  da  sin 91  = 2 sin cos ist: 


(IS  s — a s—b  s — c 

4)  'e-4=y'.®  2'‘®“2^'®T''®T- 

Sind  andere  drei  Stücke  gegeben,  so  thnt  man  am  besten,  die  Aufgabe  auf 
einen  der  drei  hier  behandelten  Fälle  zurückznfQhren. 

In  der  Geodäsie  kommt  oft  der  Fall  vo*r,  dass  Dreiecke  auf  der  Erde  zu 
messen  sind,  die  man  zwar  als  sphärisch  betrachten  muss,  deren  Seiten  aber 
gegen  den  Erdradius  nur  klein  sind.  Die  Betrachtung  solcher  Dreiecke  führt  Lc- 
gendre  auf  die  ebene  Trigonometrie  zurück  durch  folgenden  Satz: 

„Sphärische  Dreiecke  mit  kleinen  Seiten  können  wie  eben  betrachtet  werden, 
wenn  man  jeden  Winkel  um  den  dritten  Theil  des  spärischen  Excesses  ver- 
mindert. 

Wir  beweisen  diesen  Satz  nach  Qauss.  \ 
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Die  Formeln  für  sin  ~ und  cos  im  vorigen  Abschnitte  geben  leicht,  wenn 


man : 


setKt: 


- "-hß+y 

2 ~ 2 


(sin  “1 

sin  ~ sin  ( 

[“-■ r) 

V'"  2J 

' sin/9  sin 

Sei  jetzt: 
so  ist: 


f ay  •>"(/»- f)  •>"(»-- t) 

Icos-^l  = . 

V 2 / sin  /S  sin  y 

f=3(u,  a=i4-f-cü,  y—C-i~  cj, 

. 3w  . / . o>\ 

L “iJ 

\ ” 2/  sin ^£+cü) sin  fC  + (uV 


(co,|)*,= 


sin  (ß  — sin  | 

1 1 - 

0 

\ 2/  ' 

l 2/ 

sin  (ß-j-ut)  sin  (C+o») 


Wenn  man  die  erste  Gleichung  zur  dritten  Potenz  erhebt  und  durch  die  zweite 
dividirt,  so  ergibt  sich: 


(“"  |] 

I*  1 

^ , 3 w 

f sin 

r 

1 

\ sin(fi-f{tf)s  sin(C+w) 

* sin  ^ 

>-i) 

sin  1 

Ebenso  entwickelt  man 


(•“  t)’ 


dividirt  die  letzte  Formel  durch  die  soentstehende 


(“•I)’ 

und  zieht  die  Wurzel  aus.  Dies  gibt': 

(sin|-)  cos-|-  8in(yl  — ^)*sin(il+«) 

(sin  ^ j cos  sin  ( Ä — sin  (Ä+w) 


Setzen  wir  nun: 
so  ist  identisch: 

D = 


a sin  B 
b sinil 


=Vd, 


0«J. 


“*“’F  «in  (^  — -J)  V 

(S  .in 


6*  cos  — 


K 


(sinA*) 


(sin  B)* 


sin  (Ä+ci»)  sin  ( ^ 


Sind  a,  b,  e nun  unendlich  kleine  Grossen  erster  Ordnung,  so  ist  der 
sphärische  Excess  ebenfalls  unendlich  klein,  und  zwar  ist  sein  Sinns  und 

6* 
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mithin  er  selbst  von  der  zweiten  Ordnung , wie  der  hier  gegebene  Werth  von 
^ain  zeigt.  Jeder  der  vier  Factoren  von  D weicht  also  um  eine  Grösse  zweiter 

a* 

Ordnung  von  der  Einheit  ab.  Es  ist  nämlich  der  erste  Factor  gleich  1 , 

, Y 

der  zweite:  — » der  dritte:  1— 2cotil  • der  vierte  endlich:  l+2cotÄ*-^, 

y J 2 

* t 

abgesehen  von  Grössen  höherer  Ordnung.  Es  wird  also  D und  yO  auch  nur  um 
eine  Grösse  zweiter  Ordnung  von  Eins  abweichen,  und  es  ist  somit: 

a sin 

WO  fl  eine  Grösse  zweiter  Ordnung  ist.  Vernachlässigt  man  diese,  so  ist  nach 
den  Formeln  der  ebenen  Trigonometrie  klar,  dass  a und  b als  Seiten  eines  ebenen 
Dreiecks  gedacht  werden  können,  dessen  Winkel  A und  B sind.  Dasselbe  gilt  natür- 
lich von  c und  C. 

10)  Anwendungen  der  sphärischen  Trigonometrie. 

A)  Dreiecksaufgaben. 

1)  Gegeben:  o,  b,  a-hß  = h. 

Diese  Gleichung  gibt  y. 

2)  Gegeben:  «,  b,  « — ß = d. 

a — ß-  y .a  — b . a-^b 

'*  i=*'"  ~r-  ■ "2- 


3)  Gegeben:  c,  y,  a-\-b  — h. 

o+Ä  c a-yb  . y 
, cos  cos  = cos  ~Y~  8»n 

tt—ß  . c . a + b . y 

cos  sm  •^  = 8in  sin 

Diese  Gleichungen  geben  «r  und  '^. 

4)  Gegeben;  c,  y,  a — 6 = rf. 

Durch  die  beiden  andern  Gauss’schen  Formeln  zu  lösen. 

Ganz  ähnlich  löst  man  die  Aufgaben : 

5)  c,  ß,  a-\-b. 

6)  «,  ßy  a — b. 

V c,  y,  a -hß. 

8)  yt  « - ß- 

9)  a,  /?,  «+6  + 0 = 2». 


tg»  = 


^ «+6  , , c 

t fl+A  c ’ 
l-tg-g-tg-2 


also: 
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cot  « = 


. a+b  e 
i-tg— tg-g- 


a + b 


a+b 


'"‘"2 •«¥ 


. a+b  . c - , . c . a + b 

•g-g-H-tg-j  l + tgg-CQt-g- 


COS 


a+ß 


cos 


a— /} 


+1 


^cot 


a+b 


■tg 


c \ ft—ß 

2 ) ~r 


— ß €t+ß  c a—ß  c 

_ co8-2-coty-cos-2-‘g-2 


a+ß  a — ß 
cos  _p+cos-^ 


a-hß  , a—ß 
cos  — hcos-g— 


woraus  sich  sogleich  ergibt: 


cots  = 


a+-ß  e a—ß  ^ c 

cos  cot  Y —CO*  -y  tgy 


c.  a ß 
2 cos  cos  -g- 


Nach  dem  in  Abschnitt  4)  gegebenen 
Verfahren  wird  hieraus  c gefunden. 

♦ 

10)  Gegeben:  a,  b,  a-f/S+y=2s. 

Die  Auflösung  ergibt  sich  analog  der 
vorigen.' 

Uebrigens  kann  man  jede  Formel  der 
sphftrischen  Trigonometrie  in  eine  an- 
dere verwandeln,  worin  die  entsprechen- 
den Seiten  durch  die  entsprechenden 
Winkel  ersetzt  sind,  und  umgekehrt,  in- 
dem man  bezQglich  vertauscht:  a mit 
2R  — «,  « mit  2R  — a u.  s.  w.  Dies 
folgt  aus  dem  Vorhandensein  des  Supple- 
mentar-Dreiecks  (vergleiche  den  Artikel: 
Raumlehre). 

B)  Stereometrische  Aufgaben. 

1)  Bestimmung  der  StQcke  eines  re-' 
gelmässigen  Polyeders. 

Sei  r der  Radius  der  umschriebenen 
Kugel,  Q der  der  eingeschriebenen,  s 
die  Kante,  der  Neigungswinkel  zweier 
Ebenen,  r der  Winkel  zweier  zusammen- 
stossenden  Kanten,  k der  Winkel  zweier 
nach  den  Endpunkten  einer  Kante  ge- 
zogenen Radien , a der  Neigungswinkel 
von  r zur  anstossenden  Seitenfläche,  f* 
der  Neigungswinkel  zweier  durch  den 
Mittelpunkt  und  aneinander  stossendo 
Kanten  gelegte  Ebenen,  v der  Winkel 
des  Radius  r und  der  anstossenden  Kante, 
F der  Flächeninhalt  und  K der  kör- 
perliche Inhalt  des  Polyeders , f der 
Flächeninhalt  einer  beliebigen  Polyeder- 
flächo,  k der  der  Pyramide,  welche  diese 
zur  Grundfläche  und  den  Mittelpunkt 
zur  Spitze  hat.  Wir  nehmen  flberall  r 
als  gegeben  an. 

Sei  ferner  p die  Anzahl  der  Flächen, 
m die  Kantenanzahl  einer  solchen,  n die 


Anzahl  der  Kanten,  welche  in  einer  Ecke 
znsammenstossen. 

Denkt  man  sich  vom  Mittelpunkte 
aus  nach  allen  Ecken  Linien  gezogen, 
und  durch  je  zwei  zusammenstossende 
cin^  Ebene  gelegt,  so  werden  sich  je 
zwei  dieser  Ebenen  in  dem  Winkel  fi 
schneiden,  und  da  n solcher  Winkel  p 
sich  zu  2/1  ergänzen,  so  bat  man: 

1) 


direct  bat  man: 

2) 


n (»»— 2) 

T = — ^ 

m 


Betrachten  wir  jetzt  die  körperliche 
Ecke,  welche  von  zwei  aneinanderstossen- 
den  Kanten  und  dem  durch  ihren  ge- 
meinschaftlichen Eckpunkt  gehenden  Ra- 
dius r gebildet  wird.  Bei  r liegt  der 
Ebenenwinkel  p,  und  ihm  gegenüber 
der  Kantenwinkel  r.  Diese  Ecke  ist 
gleichschenklig.  Halbirt  man  den  Win- 
kel r,  so  entsteht  also  eine  rechtwink- 
lige Ecke,  wo  dem  Kantenwinkel  ~ 

ät 

der  Ebenenwinkel  gegenüber  liegt. 

An  — liegt  der  Ebenenwinkel  ^ an, 

und  an  diesem  der  Kantenwinkel  y;  der 
dritte  Kantenwinkel  ist  o.  Man  hat 
also  in  dem  entsprechenden  sphärischen 
Dreieck  (Fig.  22) : 

/a  * 

■ — -L-  tor  — 


8inor=cot 


2 *^2’ 


sin  -^  = sin  ^ sin  k, 


u S 
cos  = sin  "jp-  cos 


r 
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Fig.  22. 


oder: 

3) 

4) 

5) 


n 71  (m— 2)  n n 
6m<r=cot-tg— gjjj-  -cot- cot-, 


2m 
. 71(771—2) 


8)D 


8mv  = 


. ^ 
8.0-^  = 


2m 


71 

C08  — 

m 


n 

. n 

sm  — 

sm  — ■ 

ft 

ti 

n 

n 

cos  — 

cos  — 

7t 

fl 

n(m  — 2)  71 

cos  — — - cos  — 

2m  77t 


A 7»' 

Uebrigens  ergänzen  sich  die  Winkel  y und  offenbar  zu  und  es  ist  daher : 


6) 


Ferner  ist: 

7) 


71 

. C08 

A m 


5=2r  sin 


£ 

2* 


Aach  hat  man:  = r8in(r,  also: 


8)  Q — ^ cot 

Direct  hat  man: 


9) 

f= 

10) 

F=pf, 

11) 

II 

12) 

Um  diese  Formeln  auf  die  einzelnen 
Polyeder ‘anzuwenden,  bat  man: 

a)  fürs  Tetraeder : 

7» =3,  m = 3, 

b)  fürs  Hexaeder : 

j9  = 6,  71  — 3,  7n  = 4, 

c)  fürs  Octaeder: 

p=8,  n = 4,  m = 3. 


\AJh 

n m 

, . 71 

:r*  sin-^  cot  — . 

2 m 

d)  fürs  Dodccacder: 

p = l2,  71  = 3,  m = 5, 

e)  fürs  isocaeder: 

p=20,  71  = 5,  m = 3, 

Die  Winkel  sind  für  alle  so  beschaffen, 
dass  man  algebraische  Ausdrücke  erhält, 
wie  denn  diese  Aufgabe  sich  auch  ohne 
sphärische  Trigonometrie  lösen  lässt. 

2)  B,  C sind  drei  Funkte,  Ton  de> 
nen  man  drei  Lothe  Aa,  Bby  Cc  auf 
eine  andere  Ebene  fällt.  Es  sind  gege- 
ben: Winkel  BAC  und  die  Neigungs- 
winkel von  AB  und  AC  mit  Aa.  Man 
snebt  den  Winkel  bac. 
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Legt  man  dorch  A eine  Kagelfläche, 
so  entsteht  ein  sphärisches  Dr<.-ieck, 
dessen  drei  Seiten  die  gegebenen  Grossen 
sind,  und  wo  der  gesuchte  lac  derjenige 
Winkel  ist,  welche  der  BAC  gleichen 
Seite  gegcntiberliegt. 

C)  Aufgaben  ans  der  mathema- 
tischen Geographie. 

1)  Gegeben  die  Länge  nnd  Breite 
zweier- Orte  auf  der  (als  Kugel  gedach- 
ten) Erde.  Man  sucht  ihre  kürzeste  Ent- 
fernung. 

Dieselbe  ist  die  dritte  Seite  eines 
sphärischen  Dreiecks,  von  welchem  gege- 
ben sind  zwei  Seiten,  nämlich  die  Com- 
plemente  der  Breiten  beider  Orte,  und 
ihr  cingeschloBsener  Winkel,  nämlich  der 
Längenunterschied  dieser  Orte. 

2)  Gegeben  die  Länge  und  Breite 

dreier  Orte.  Man  sucht  die  Länge  und  C die  Orte,  O der  gesuchte  PunkL  Seien 
Breite  des  Punktes  auf  der  Erde,  wel-  Länge  und  Breite  von  A,  C,  0 bc- 
cher  von  allen  dreien  gleich  weit  ent-  zäglich  /j,  fj,  /j,  t,  6,,  6,,  Äj,  b,  so 
femt  ist.  bat  man; 

AO  = sin6sin6|-f-  cos  6 cos  6 ^ cos  (/— fi)» 

und  entsprechende  Ausdrücke  für  BO  nnd  CO,  diese  drei  aber  sind  unter  einan- 
der gleich,  also: 

sin  6 sin  b^  + cosbcosb^  cos  (/-  / J = sin  6 sin  6,  -f  cos  6 cos  A,  cos  (/-  /,), 
sin  b sinA  |-f-cos  A cos  Aj  cos(/ — /j)  — sin  A sin  A3  + cos  A cos  Aj  cos(/  f j), 


Sei  (Fig.  23)  iV  der  Nordpol,  A,  B, 


oder : 

1)  sin  A , — sin  A,  = cot  Ä [cos  A , cos  (f  — /,) — cos  A ^ cos  (/—  / J], 

sin  A| — sin  A,  = cot  A [cos  Aj  cos(f— /*) — cos  A,  cos  (/  /^)], 


(sin  A I 

Wir  setzen 
also : 


= (sinft,— smo,)  Leos  o,cos  — 

hierin:  . ... 

l — fj  — ^1—^1* 

A,  cos(i  — A,)(sinA|  — sin  A,) 
— cos  A,  (sinA| 


cos  A,  cosil(sin  A, 


•8inA,)  = cosi 


sin 


also: 

2)  cotA[cos  A|(sinA,— sinA,)-fcosA,  cosA^  (sinA,  sinA^) 

-4-cos A.  cos A,  (sin  Aj  — sin A^)]  — — cos A,  sin  A,  (sin  Aj  sin  A|) 


Diese  Gleichung  gibt  A,  also  auch  l, 
eine  der  Gleichungen  1)  gibt  dann  A. 

Namentlich  die  sphärische  Astronomie 
gibt  viele  Anwendungen  der  sphärischen 
Trigonometrie. 

Was  endlich  die  sphäroidische  Trigo- 
nometrie anbetrifft,  so  verweisen  wir  anf 
den  Artikel : Geodäsie. 

11)  Hi  s to  risches. 

Die  Anfänge  der  Trigonometrie  gehen 


— cos  Af  sinA,  (sin  A| — sin  A,). 

anf  Hipparch  (160  — 125  v.  Chr.)  zu- 
rück. Er,  wie  nach  ihm  Menelaus,  führ- 
ten die  Dreiecke  anf  Betrachtung  der 
Bogensehnen  zurück.  Von  Ptolcmäns 
(125  — 141  n.  Chr.)  besitzen  wir  noch 
eine  Sehnentafcl  (Almagest),  für  das 
Intervall  von  4 Grad  berechnet. 

Die  Araber  vereinfachten  die  Betrach- 
tung , indem  sie  die  Sehne  durch  den 
Sinus  ersetzten.  Der  erste,  welcher  diese 
Betrachtungen  anwandte,  soll  Mahomed 
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al  BaUmt  (880)  gewesen  sein.  Sie  wur- 
den verrollständigt  durch  Gebir  ben 
Apbla  (1090). 

Nach  dem  Wiederaufleben  der  Wissen- 
schaften in  Europa  wurde  auch  die  Tri- 
gonometrie vervollständigt.  So  schrieb 
1533  J.  Begiomontanns  sein  Werk: 
De  triangulxs  omnimodit  libri  K,  in  wei- 
chem sich  die  Tangenten  schon  Anden, 
und  das  überhaupt  der  jetzigen  Trigo- 
nometrie schon  sehr  nabe  kommt.  Zur 
Vollendung  aber  gelangte  die  trigono- 
metrische Becbnung  durch  Neper’s  Er- 
findung der  Logarithmen  (1614). 

'Die  analytis^e  Behandlung  der  Tri- 
gonometrie, die  Entdeckung  der  hohen 
Bedeutung,  welche  die  trigonometrischen 
Linien  iUr  die  Analysis  haben,  gehört 
dem  18.  Jahrhundert  an,  und  namentlich 
hat  auch  hierin  Euler  unsterbliches  Ver- 
dienst. 

Trilimarcoordinaten  (Gsometrie). 

Diejenigen  Coordinaten,  welche  einen 
Funkt  in  der  Ebene  durch  seine  senk- 
rechte Entfernung  von  den  drei  Seiten 
eines  gegebenen  Dreiecks  bestimmen. 
Da  schon  zwei  dieser  Eatfemungen  zur 
Bestimmung  des  Punktes  hinreicben,  so 
enthalten  die  Trilimarcoordinaten  also 
ein  überflüssiges  Element.  Sei  O der 
Punkt,  Xy  y,  z die  Entfernungen  von 
den  Seiten  a,  b,  c des  Dreiecks,  dessen 
Flächeninhalt  f sei , so  kann  man  letz- 
teres in  drei  theilen,  deren  jedes  eine 
der  Entfernungen  zur  Höhe  und  eine 
der  Seiten  zur  Grundlinie  hat.  Es  ist 
also  immer: 

1)  ax-^by-\-cz  = 2f, 

nnd  diese  Relation  lehrt,  eine  der  Coor- 
dinaten durch  die  andere  zu  bestimmen. 

Bezieht  man  ein  gewöhnliches  schief- 
winkliges Coordinatensystem  auf  zwei 
Seiten  a nnd  b des  Dreiecks  als  Axen, 
nnd  sind  t/  diese  Coordinaten  für 
Funkt  O,  nnd  y der  Winkel  zwischen 
A und  B,  so  ist  offenbar: 

x = fsiny,  y = i78iny, 

also  da  diese  Beziehung  eine  lineare 
ist,  so  ist  die  Gleichung  einer  Cnrve  in 
Trilimarcoordinaten  immer  von  derselben 
Ordnung,  als  die  in  gewöhnlichen  Coor- 
dinaten. Der  Vortbeil  der  letztem  aber 
ist  folgender. 

Wenn  eine  Gleichung  von  beliebigem 
Grade  zwischen  x und  y gegeben  ist, 
nnd  p ist  die  höchste  Dimension,  so 
kann  man  jedes  Glied  von  niederer  Di- 
mension p—g  auf  diese  bringen,  indem 

man  nach  1)  mit  1 


dasselbe  hmltiplicirt.  — Man  hat  also 
bei  Anwendung  der  Trilimarcoordinaten 
lediglich  mit  homogenen  Gleichungen  zu 
thun,  was  die  Rechnung  oft  wesentlich 
erleichtert.  Für  den  Raum  ersetzt  man 
in  solchen  Fällen  die  Triliraarcoordina- 
ten  durch  die  vier  Entfernungen  eines 
Punktes  von  den  Seitenflächen  eines  Te- 
traeders. Sind  fl,  6,  c,  d diese  Seiten- 
flächen, j:,  y,  z,  M die  Coordinaten,  T 
der  körperliche  Inhalt  des  Tetraeders, 
so  hat  man  die  1)  entsprechende  Be- 
ziehung : 

2)  ax-\-by+cz+du=3  T. 

Anwendungen  dieser  Coordinaten  gibt 
z.  B.  Salmon  in  seinem  Werke:  Higher 
plane  eurvet, 

Trinitatis  (fest)  (Chronologie). 

Der  erste  Sonntag  nach  Pfingsten. 

Trinominm  (Algebra). 

Eine  Summe  von  drei  Gliedern. 

Triphammer  (laschinenlehre). 

Siehe  Hammer. 

Trilling  (Maschinenlehre). 

Ein  Rad,  dessen  Zahne  sich  zwischen 
zwei  parallelen  KrSnzen  befinden  (siche 
den  Artikel:  Rad). 


Trisection  (des  Winkels)  (Ceometrie). 


Die  Theilnng  des  Winkels  in  drei 
Theile,  eine  Aufgabe,  die  sich  durch 
Rechnung  sehr  leicht  durch  den  Werth 

von  sin  und  cos  ~ ergibt,  wobei  geo- 
o o 


metrische  Constmetion  im  engem  Sinne 
aber  nicht  möglich  ist,  da  nicht  der  Kreis 
und  die  Grade  hierbei  ausreichen , son- 
dern Kegelschnitte  nöthig  sind  (vergleiche 
den  Artikel : Dreithcilnng). 


Trochoidalis  (Geometrie). 

Die  Linie,  welche  ein  Pnnkt  einer 
Cnrve  beschreibt,  wenn  sich  letztere  auf 
einer  Graden  oder  einem  Kreise  walzt. 
Die  Cycloiden  sind  also  besondere  Falle 
dieser  Cnrve. 

Trochois  (Geometrie). 

Gleichbedeutend  mit  Cycloide. 

Trockener  Wechsel  (kanftninnische 
Arithmetik). 

Ein  Wechsel,  der  auf  den  Aussteller 
selbst  lautet. 


Trockenpochwerk. 


89 


Turbinenpochwerk. 


Trockenpochwerk  (Maschinenlehre). 

Siehe  Pochwerk. 

Trockenregnlator  (Maschinenlehre). 

Siehe  Regulator. 

Trommel  (Maschinenlehre). 

Ein  cylindrisches  oder  conisches  Rad 
mit  breiter  Oberfläche. 

Bei  Uhren  heisst  so  der  cylindrischo 
Kasten,  welcher  die  Triebfeder  ein- 
schlicsst. 

Trommelrad  (Maschinenlehre). 

Ein  bei  den  alten  Römern  gebrauch* 
liebes  hohles  Rad  zum  Heben  von  Was- 
ser. Radiale  Scheidewände  theilen  es  in 
Sectoren,  deren  jeder  eine  Mündung  am 
Umfange  zur  Aufnahme  des  Wassers 
beim  Drehen  des  Rades  besitzt;  durch 
eine  andere  OeiSfnuDg  geht  das  Wasser 
in  die  hohle  Welle,  und  aus  dieser  in 
ein  Reservoir. 

Tropen  (mathematische  Geographie). 

Die  Gegenden  der  Erdoberfläche  zwi- 
schen den  Wendekreisen. 

Tropische  Umlanfszeit  (Astronomie). 

Die  Zeit,  in  der  der  Planet  zweimal 
durch  seinen  aufsteigenden  Knoten  geht, 
d.  h.  durch  den  Punkt,  wo  sein  Äequa- 
tor  die  Ekliptik  schneidet,  und  sich  der 
Planet  über  den  orstcren  erbebt. 

Tropisches  Jahr  (Astronomie  und 
Chronologie). 

Die  tropische  Umlanfszeit  der  Erde. 
Das  tropische  Jahr  ist  gleich  dem  bür- 
gerlichen (vergleiche  den  Artikel:  sideri- 
sches  Jahr). 

Troygewicht  (Messknnst). 

Man  versteht  darunter  ein  altes  hollän- 
disches Gewicht. 


1 Troypfund  = 2 Mark  = 16  Unzen 
= 320  Engclscn  = 10240  As. 

1 Engclseii  = 4 Vierlinge  = 8 Trois- 
ken  =:  16  Deusken  =:  32  As. 

19  Troymark  sind  gleich  20  Cöllner 
Mark. 

1 Troypfund  = 492,16772  Gramm, 
während  das  alte  holländische  Handols- 
pfund  494,09042  Gramme  enthält. 

. Ferner  versteht  man  unter  Troy- 
gewicht das  englische  Münz-  und  Apo- 
thekergewiebt.  Man  hat  für  erstercs: 

Troy  poond  Ouuccs  Pennyweights  Grains 

1 12  240  5760 

1 20  480 

1 24 

aber  beim  Medicinalgewicht: 


pound 

Ounces 

Draroes 

Scruples 

Grains 

1 

12 

96 

2^ 

5760 

1 

% 

8 

2i 

480 

1 

3 

60 

1 

20 

Das  Troy  pound  enthält  373,247  Gramm, 
uud  wird  auch  in  24  Carats  zu  4 Grains 
zu  4 Quarts  beim  Golde,  12  Ounccs  zu 
20  Pennyweights  beim  Silber  gctheilt. 
1 Pfund  Uaudelsgewiclit  enthält  7000 
Troy  grains  oder  453,5976  Gramme. 

Tarbine  (Maschinenlehre). 

Horizontales  Wasserrad  (siebe  Wasser- 
rad). 

Tnrbinengebläse  (Maschinenlehre). 

Siebe  Gebläse. 

TnrbinengOpel  (Maschinenlehre). 

Siehe  Göpel,  Wasscrgftpel. 

Turbinenpochwerk  (Maschinenlehre). 

Siehe  Pochwerk. 


11. 


Ueberfall  (Hydraulik). 

Ein  Wandeinschnitt  in  einem  mit 
Flüsaigkcit  gefüllten  GcAas. 

UeberfoUschfltien  (Hydraulik). 

Schützen,  wodurch  das  Wasser  auf  ein 
mittelschl&chtiges  Wasserrad  geführt  wird. 
Dasselbe  fliesst  über  den  Kopf  des  Schütz- 
brettes entweder  anf  eine  (parabolisch) 
gekrümmte  Leitschanfcl , oder  über  den 
abgernndeten  SchQtzenkopf. 

üeberfkUwebr  (Hydraulik). 

Wehr  oder  Damm  zum  Aufstauen  des 
Wassers.  Sie  unterscheidet  sich  von 
der  Schleusenwehr  dadurch,  dass  bei  er- 
stcrer  das  Wasser  nicht  über  die  Wehr- 
klappe aufgcstauct  wird,  sondern  durch 
einen  Durchlass  frei  zu  dem  Canale  ge- 
langt, wo  sich  die  Uratriebsmaschine  be- 
endet. 

Ueberflflssige  (ftbersch&asin)  Zahl 
(nunenis  abundans)  (Arithmetik). 

Eine  Zahl,  welche  grösser  ist,  als  die 
Summe  ihrer  Factoren.  Z.  B.  9 hat 
die  Factoren  1 und  3 , deren  Summe  4 
beträgt. 

üebergewicht  (Statik). 

Das  Mehrgewicht  der  Kraft  gegen  die 
Last,  oder  umgekehrt. 

üeberhitzer  (Wärmelehre). 

So  heisst  bei  gewissen  Dampfmaschi- 
nen ein  besonderes  GofÜss,  worin  die 
Dämpfe,  che  sie  in  den  Cylinder  treten, 
überhitzt,  d.  h.  so  weiter  erwärmt  wer- 
den, dass  sie  nicht  mehr  im  Maximum 
der  Spannkraft  sind. 

Bei  calorischen  Maschinen  wird  so  der 


Kessel  genannt,  in  welchem  die  Luft  er- 
wärmt wird. 

Uebermässiges  InterraU  (Akustik). 

Ein  Toninterrall,  Terz,  Quart  u.  s.  w., 
welches  etwas  grösser  ist,  als  das  ge- 
wöhnlich diesen  Namen  ffUironde  (rer- 
gleiche  den  Artikel:  Akustik). 

Ueberschflssige  Zahl. 

Siehe  überflüssige  Zahl. 

Uhr  (Chronologie). 

Siehe  Chronometer. 

ümbilicQS  (Ceometrie). 

Gleichbedeutend  mit  Brennpunkt. 

Umdrehung  (Mechanik). 

Siehe  Rotation. 

Umdrehnngsebene  (Mechanik). 

So  wird  zuweilen  eine  auf  der  Rota- 
tionsaxe  senkrechte  Ebene  genannt. 

Umfäng  (Geometrie). 

Die  Summe  der  Seiten  eines  Poly- 
gons, allgemeiner  die  ganze  Begrenzung 
eines  Flächenstückes. 

Umfangswinkel  (Geometrie). 

Der  von  zwei  zusammenstossenden  Sei- 
ten eines  Polygons  gebildete  Winkel. 
Beim  Kreise  wird  dieser  Ausdruck  auch 
für  Peripheriewinkel  gebraucht. 

Umformnng  (Analysis). 

Gleichbedeutend  mit  Transformation. 
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Umhttlliin^ciurve,  EnTeloppe  (Geome- 
trie). 

So  wird  eine  Curvc  genannt,  welche 
jede  von  einer  gegebenen  Schaar  von 
Curven  berührt. 

Sei: 

1)  f(x,y,u)  = 0 

die  Gleichung  einer  beliebigen  Curvo 
ans  der  Schaar,  also  n der  veränderliche 
Parameter,  so  ist  die  Gleichung  der 
nächsten : 

f(x,  y,  o+rfu)  = 0, 

d.  h.: 

und  durch  Vereinigung  beider  Gleicbun* 
gen  kommt: 


Die  Gleichungen  1)  und  2)  geben  die 
Coordinaten  des  Durchschnittspunktes 
der  beiden  unendlich  nahen  Curven.  Eli- 
minirt  man  nun  aus  1)  und  2)  n,  so 
hat  man  die  Gleichung  einer  Curve, 
welche  durch  die  Dnrchschnittspunktc  je 
zweier  nächsten  aus  der  Schaar  geht, 
und  dies  ist  die  UmhQllnngscurve.  Dass 
sie  die  ganze  Schaar  berührt,  folgt  dar« 
aus,  dass  je  zwei  nächste  Schnittpunkte 
der  Curven  auf  einer  einen  unendlich 
kleinen  Bogen  abschneiden,  welchen  diese 
Curve  und  die  Umhüllnngscurve  gemein- 
schaftlich haben. 


1) 


Beispiel. 

Die  Gleichung: 

X*  u’ 

f—  ; — 1 = 0 


stellt  eine  Schaar  von  Ellipsen  vor,  wenn 
man  n verändert.  Es  ist: 

. d f X*  ti* 

2)  r= — i+rT^i  = 0* 

da  «*  (Ar— rt)* 

Aus  1)  und  2)  ergibt  sich; 

*x» 


und  wenn  man  dies  in  1)  cinsetzt: 
als  Gleichung  der  Umhüllnngscur\'c. 


ÜmhftUungsfläche  (Geometrie). 

Diejenige  Fläche , welche  eine  gege- 
bene Schaar  berührt.  Es  kann  diese 
Berührung  jedoch  in  einer  Linie  oder 


in  einem  Funkte  stattfinden.  Sei  a ein 
beliebiger  Parameter,  und: 

1)  /■(*.  y»  «)=0 

die  Gleichung  einer  Fläche  aus  der 
Schaar.  Die  der  nächsten  ist: 


f{x,  y,  2,  « + (/«)  = 0, 
woraus  sich  in  Verbindung  mit  1)  ergibt: 


2) 


1)  und  2)  sind  die  Gleichungen  der 
Schnittlinie  dieser  Curven,  oder  wenn 
man  « eliminirt,  die  derjenigen  Fläche, 
welche  alle  diese  Schnittlinien  umfasst, 
d.  h.  der  Umhüllungsfläche , die  also 
jede  der  Schaar  in  einer  Linie  berührt. 
— Sind  dagegen  o und  ß beliebige  Pa- 
rameter, und  die  Gleichung  einer  Fläche 
aus  der  Schaar: 


3)  y,  i,  «,  ^)  = 0, 

so  ist  für  eine  nächste: 


fix,  y,  2,  a-\-da,  /?+<//?)  = 0, 

wo  zwischen  den  Aenderungen  von  a 
und  ß eine  gewisse  Beziehung  stattfin- 
det, damit  die  Fläche  völlig  bestimmt 
sei.  Für  eine  andere  nächste  ist  dann: 


fix,  y,  2,  «4-tf«,  ß-\-dß)  = 0, 
wo  da  und  dß  eine  andere  Art  des 
Wachsens  andeuten.  Die  Gleichung  3) 
in  Vereinigung  mit  den  beiden  letzten, 
gibt  für  den  Schnittpunkt  dieser  drei 
Flächen : 


4) 


und  die  Gleichungen  3)  und  4)  bestimmen 
eine  Umhüllungsfläche,  welche  jede  der 
Schaar,  aber  nur  in  einem  Punkte,  berührt. 


Bei  sp  i el. 

Die  Gleichung  einer  Schaar  von  Ebe- 
nen mit  einem  Parameter  ist: 

2 - X /■(«)  + y (/ (a)  + («)• 

Für  die  Einhüllungsfiäche  ist: 

* f (")+y  ? ' («)+»/''  («)=  0- 

Beide  Gleichungen  geben  dieselbe.  Es 
ist  eine  abwickelbare  Fläche.  Die  Um- 
hüllungsfläche  einer  Schaar  von  Kreisen 
mit  constantem  Halbmesser  heisst  Canal- 
flächo. 


Umkehning  eines  Satzes. 

Heisst  die  Voraussetzung  zur  Behaup- 
tung, und  die  Behauptung  zur  Voraus- 
setzung machen.  Z.  B.  aus  dem  Satze : 
„Wenn  in  einem  Dreieck  zwei  Winkel 
gleich  sind,  so  sind  auch  ihre  Gegen- 
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Winkel  gleich, entsteht  durch  Umkeh- 
rung der  Satz:  „Wenn  in  einem  Dreieck 
zwei  Winkel  gleich  sind , so  sind  auch 
ihre  Gegenseiten  gleich.“ 

Sätze  lassen  sich  offenbar  nur  dann 
nmkeh'ren,  wenn  die  Voraussetzung  für 
die  Behauptung  nicht  allein  nothwendig, 
sondern  auch  ausreichend  ist. 

Umkehninx  der  Functionen  and  Rei- 
ben (Analysis). 

So  kann  man  allgemein  die  Aufgabe 
bezeichnen,  aus  der  Gleichung 
wo  f(x)  in  Form  einer  Reihe  oder  sonst 
irgend  wie  gegeben  ist , den  Ausdruck 
x = if  (y)  in  Form  einer  Potenzreihe  ab- 

1)  + 


zuleiten.  Für  zwei  Variablen  gestaltet 
sich  das  Umkehrungsproblem  so : Ans 
den  Gleichungen: 

y = f(x,  x^),  y,  =/,  (x,  X,), 

X und  x^  ahzuleiten. 

Für  Functionen  einer  Variable  gibt 
der  Satz  des  Lagrange  die  vollständige 
Lösung  des  Problems.  Es  ist  dieser  Satz 
in  dem  Artikel:  Reiben  enthalten.  An 
dieser  Stelle  geben  wir  einige  Ergän- 
zungen und  die  von  La  Place  herrüh- 
rendc  Ausdehnung  dieses  Satzes  auf 
Functionen  zweier  Variablen. 

Der  Lagrange’sche  Satz  ist  gegeben 
durch  die  Foimel : 

[7(«)V'(«*)] 


• • •» 

wo  s und  X verbunden  sind  durch  die  Gleichung: 

2)  {t). 

Um  daraus  die  Auflösung  der  Gleichung  x = ^(»)  berzulciten,  bat  man  nur  zu 
setzen : 

“=®-  » 

und  /■(*)  = z zu  nehmen.  Die  Umkchrungsformel  der  Potenzreihen  ergibt  sich 
hieraus  noch,  wenn  man  unter  0 (z)  eine  beliebige  Potenzreihe  versteht.  — Indess 
wollen  wir  noch  eine  andere  von  Jakobi  berrührende  Umkebrungsmethode  der 
Reihen  geben,  welche  nach  ganzen  Potenzen  fortschreiten.  Es  sei: 

^(x)=  . . . -fa_jx""'V«_3*~*+«_,  + + + • * * 


Bezeichnen  wir  mit  Res  [y  (x)]  den  Coefficienten  von  x ^ in  der  Entwickelung  von 
7 (^)>  BO  ist  offenbar : 

Wir  vertauschen  jetzt  /"(x)  mit  erhalten; 

Ansgenommen  ist  jedoch  der  Fall,  wo  m=— 1 ist.  Suchen  wir  also  direct  den 
Ausdruck : 

Res 

(Genaueres  hierüber  enthält  der  Artikel:  (Quantität  — imaginäre). 

Zu  dem  Ende  entwickeln  wir  y (x)  nach  zunehmenden  Potenzen  von  x,  und 
erhalten : 

wo  x^  die  niedrigste  Potenz,  U eine  Reihe  ist,  die  nur  positive  Potenzen  von  x 
enthält.  Somit  ist : 


i 1 

d y(x)'j 

I-Rcs  (‘''«»W’l 

\7  (*) 

dx  } 

dx  ) 

dlgy  (g)  - ü I 

dx  X dx  ‘ 
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U* 


\g  {l-^U)=U — sich  nach  ganzen  Potenaen' von  x entwickeln,  und 
also  ist: 


I 4 ?N  I 


somit: 


if’--  • 

. iS  ' 


Sei  nun;  * 


a* 

-,'r  .. 

TU.  ' . ■ 

\q  (*)  ox/  V : 1 1 


)\  1 .li;  i ^'‘  A • ' ' 

j=«,x+rt,x»+a,  x»+  . . .,'■  ‘ ' 

und  wir  suchen  die  Entwickelung  von  x nach  Potenzen  von  y,  nämlich: 

x = 6^y-f  &,y*+6,y»4-  . . ., 

so  lässt  sich  leicht  der  Werth  von  b finden.  Differenziiren  wir  nämlich  die 

#1 

letzte  Gleichung  und  dividiren  durch  y",  so  kommt:  . j 

1 = ^ (*i  + Jii.+ 

n dx\n  n— 1 w 

y y • y ^ 

Wird  jede  Potenz  von'  y nach  Potenzen  von  x entwickelt,  so  ist  nach  dem 
Obigen: 

und  nur  Res  = hier  ^ = 1 ist.  Da  sich  nun  aus  der  Somme  dieser 

‘"=v  (7)’ 


Werthe  der  von  Res  zusammensetet,  so  hat  man: 


wo  sich  die  Werthe  von  Res 


(7) 


ergeben,  wenn  man  die  negativen  Potenzen 


von  y nach  zunehmenden  Potenzreihen  von  x entwickelt,  und  nur  die  Coeradenten 


von  — nimmt. 

X 


Beispiel. 
Sei  gegeben: 


'‘r:  :.X 


y = x-\-ax*. 


Man  hat: 


__  (l  + <ix) 


— H 


N n 

y * 


(1+ax)" 


I (fv.  ■ -i  .''C 


Das  mit  X**  * mnltiplicirte  Glied  des  Zählers  ist: 


, 4^w— 1 n(«4-l)  ...  (2«  — 2)  _n  — 1 

^ ^ 1.2  ..  . n-1  ® 


also: 


und : 


n ^ 2.3...(«-l) 


vi',  V*  yjL 


t 
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,,4  ,,  5*6  »41  6*7*8  ^ , 

* = !'-“i'’+-2  “ » 2T3“  *'  +2^'  » 


Jakobi  bat,  auf  diese  Betrachtungen  gestützt,  auch  einen  Beweis  des  La- 
gprange’schen  Satzes  gegeben,  den  wir  hier  übergehen. 

Ans  dem  Lagrange’schen  Satz  folgt  leicht  die  Entwickelung  einer  Function 
von  s,  f{z)  nach  Potenzen  einer  andern  Function  F(z)  von  derselben  Variablen. 
Setzt  man  nämlich  in  die  Gleichung  2) : 

so  ist  x = F(z)  und  daher  nach  Potenzen  dieser  Grösse  entwickelt. 

Wir  gehen  jetzt  zu  der  La  Place’schen  Erw’eitcmng  des  Satzes  von  La  Orange 
über.  — Es  sind  gegeben  die  Gleichungen: 

3)  u = a + xif(u,  «),  « = 6-l-y^(u,  r), 

und  es  soll  eine  beliebige  Function  von  u und  v nach  Potenzen  von  x nnd  y 
entwickelt  werden.  Sei: 

2 = A*‘i  *») 

diese  Function,  so  handelt  cs  sich  nach  dem  Maclaurin’schen  Satze  nnr  darum, 
die  Differenzialqnotienten  von  z nach  x nnd  y zu  bestimmen,  für  den  Fall,  dass 
X nnd  y verschwinden. 

Durch  Differenziiren  der  Gleichungen  3)  erhält  man: 

du  [da.  du  da.  dr\ 

+ * di  ä;  di)’ 

de  _ / dkp  du  dif}  de\ 

dx~^  \d«  5x  de  dx/’ 
du  ^ [da.  du  da.  de\ 

de_  /dtp  du  dy<  dr\ 
da  ~ ^ \d  M da  d e da/ 
woraus  sich  sogleich  die  Relationen  ergeben : 

du  d«  de  de 
dx~*^  da'  3x~^da’ 

also: 

dz  dz 
dx~^  da' 


nnd  auf  ganz  dieselbe  Weise  ergibt  sich: 

dz  dz 

Es  war  i = r),  setzt  man  aber  x=y=0,  so  wird  u = a,  e = Ä,  also: 

\Tx). ='•<“' 


*) 

db  * 


Hiermit  verbinden  wir  die  identischen  Relationen  : 


dx  V da/ 

d ( 

dti\ 

~ da  \ 

- u 

dy  V db) 

~ ddV 

^dy)’ 

die  sich  augenblicklich  verificiren  lassen,  welche  Function  von  m und  t> 
sei.  Hieraus  folgt: 

dx*  ~ dx  \dx/  ~ dx  V da)  ~ da  v dx)  ~ da  da)' 


auch 
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ond  indem  man  so  fortfährt,  allgemein: 

ä 


rj  _ d"  ^ 


In  gleicher  Weise  beweist  man  die  Relation : 


also  auch: 

4) 


'ai"^  a«"-»''  *“  ' 

\”K  aa"-'  \ / 


Es  ist  aber  noch  die  Berechnung  des  Ausdruckes 
Man  hat  zunächst: 


o z 


a»“P/)yP 


nOthig. 


d*»  _ ^ ^ / d»\  dff.dz  d*t  _ d(f>  dz  d / dz\ 

dxdy  dy  dx  dy  v da/ dy  da"^^  dady~^  d b da^^  da  \ di/ 


also: 


d*z  d^  dz  d^  ds  d*£ 

dxdy~^  db  d(^*^  da  db"^^  ^ 


da  di* 


(d*s  \ 

zu  erhalten,  kann  man  vor  dom  Differenziiren  betOglich  w 


^dxdy. 

und  « mit  a und  6 vertauschen.  Um 


o oz 


dx^-fdyP 


ZU  finden,  ist  nan: 


d*»-P*  d^-P-^  / n-pdz\ 


dx"“^  da"-^- 

pmal  nach  y zu  differenzUren,  Sei  jetzt: 

\ 

Uj=a  + x[y(»i„  Cj  = i+y^i(**»,  »i),  »i  =/■(«!»  »4)* 

so  ist  auch: 

•5^-7  («4.  ®i) 

Für  x = 0 aber  werden,  was  auch  y sei,  die  Werthe  von  w,  und  t>|  bezüglich 
mit  denen  von  u und  t>  identisch,  daher : 


^n-p-i 

da’^r-' 


und  da  x nnd  y nnabbüngig  von  einander  sind,  also  vor  OiUsr  nach  dem  Differen 
ziiren  nach  y:  x=0  gemacht  werden  kann,  und  umgekehrt: 


/ V ^ a"-y-‘  _af  r/a^i  i 

Va*“-Pa//.  dJ'-P-'  dyP  ^*^*-*’ 

Man  kann  auch  links  die  Ordnung  des  Differenziirens  umkebren,  jedoch  darf  dann 
x=y  = 0 erst  nach  Vollendung  der  Rechnung  gesetzt  werden,  also: 
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bi" da"-’’- < b/  /' 

' WO  zmn  Schlüsse  x = y = 0 ist.  Nun  ist  nach  dem  Obigen: 


-A.  _ d’’ 


Statt  nach  x *u  differenziiren , nnd  dann  x=y  = 0 zn  setzen,  kann  man  vor  dem 
DiEferenzüren  auch  y = 0 setzen.  Setzt  man  aber: 

»i.  = 0+ ® y («„  e,)**  = &+y  ®a)» 

so  werden  Wj  und  für  y = 0 bezüglich  mit  und  identisch,  und  man  kann 

dann:  ersetzen  durch  so  dass  man  hat; 


« / \ - —^—1— 
bx”- V/.~  da"-!-’  da"-’‘-'dlf-' 

kann  ans  dem  Werthe  von  abgeleitet  werden,  wenn  man  y nnd  tf- 
dxdy  oxoy 

bezüglich  mit  rp^  vertauscht,  also: 

«>  (d4).='‘  ^ 5S+»  Wadd+'^-'^ 

WO  in  q,  \p  und  z — f die  Argumente  a und  b zu  nehmen  sind. 

Die  Gleichungen  4),  5)  und  6)  bestimmen  die  Coeffidenten  der  Maclanrin- 
schen  Reihe  völlig,  und  man  hat: 


d*z 

äidi’ 


* = *„-!-  X 


(dz\  /dz\  X»  /d*z\  2xy  / d»z  \ y* 

Wo+y  ITä  \dx»/o'^  1 . 2 Wdy/."^  i . 2 VyV 


dxdy/#  ‘ 1 • 2 \öy’ 

Umriss  (Feldmesskonst). 

Begrenzung  einer  Figur. 

Umtriebsmaschine  (Haschinenkbre). 

Die  Maschine,  welche  unmittelbar  von 
Beim  Schleusenbau  werden  so  diejeni-  der  Kr^t  in  Bewegung  gesetzt  wird, 
gen  Kanäle  genannt,  welche  sich  in  den  *•  B*  citt  Wasserrad  oder  eine  Dampf- 
Mancm  der  Schleuse  um  die  Thore  her-  maschino,  im  Gegensau  zur  Zwischen- 
umziehen,  die  zum  Füllen  oder  Leeren  maschinc,  welche  die  Bewegung  am  den 
der  Schleuse  dienen  und  daher  mit  Körper,  welcher  bembeitet  oder  fortge- 
SchüUen  versehen  sind.  schafft  werden  soll,  überträgt. 


Umlaüf  (Dynamik). 

Die  Bewegung  eines  Körpers  um  einen 
andern,  z.  B.  der  Erde  um  die  Sonne. 

Umlinfe  (Hydraulik). 


Umschrieben  (Geometrie). 


Umsetznngsverh&Uniss  (Haschinen* 
lehre). 

Eine  Eignr  Ä i.l  einer  andern  grad-  Verhältnies  der 

linigen  B umschrieben,  wenn  jede  Ecke  tt  j u 

von  fi  aieb  in  dem  uitange  von  A be-  g etchaemgen 

Bndet,  A kann  hier  gradlinig  oder  krumm-  anedmekt. 

linigeein.  Eine  gradlinige  ' nn»bhlnglge  TartoMe  (AnUjsls). 

aber  einer  krummlinigen  B umschrieben,  . 

wenn  jede  Seite  von  A den  Umfang  von  Diejenige  veränderliche  Grösse,  der 
B berührt.  man  einen  beliebigen  Zuwachs  gibt  und 

Dasselbe  gilt  von  begrenzten  Körpern,  dadurch  den  Zuwachs  der  andern  von 
wenn  man  statt  des  Umfanges  die  Ober-  ihr  abhängigen  Grössen  bestimmt.  — i- 
fläche,  statt  der  Seiten  die  ebenen  Grenz-  Ist  t.  B.  x'  nnabhän^ge  Variable,  ^ 
flächen  nimmt.  der  unendlich  kleine  Zuwachs,  so  ist 
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dy  = coBX  dx  der  Zuwachs  der  abhängi- 
gen Variablen  y = sina;.  Ist  dagegen  y 
unabhängige  Variable,  dy  der  Zuwachs, 

80  ist  dxzz-;-  ■ — — der  von  x. 

V(1 

Unbekannte  Grössen  (Algebra). 

Diejenigen  Grossen,  welche  in  einer 
oder  mehreren  Gleichungen  aus  densel- 
ben zu  bestimmen  sind. 

Unbenannte  Zahlen  (Arithmetik). 

Zahlen,  deren  Einheit  beliebig  ist. 

Unbestimmte  Analysis  (Arithmetik). 

So  wird  zuweilen  die  Theorie  der  un- 
bestimmten Aufgaben  (siehe  diese)  ge- 
nannt. 

Unbestimmte  (anchdiophantische)  Auf- 
gaben Arithmetik). 

Führt  eine  Aufgabe  zu  einer  Glei- 
chung mit  mehr  als  einer  Unbekannten, 
oder  zu -einer  Anzahl  von  Gleichungen, 
die  kleiner  als  die  der  Unbekannten  ist, 
so  heisst  die  Aufgabe  unbestimmt.  — 
Eine  solche  hat  im  Allgemeinen  unend- 
lich viel  Anflösungen.  Dieselben  wer- 
den zum  Thcil  determinirt,  wenn  man 
über  die  Art  dieser  Auflösungen  gewisse 
Voraussetzungen  macht,  z.  B.  dass  sie 
alle  ganzzahlig,  oder  alle  rational  seien. 
Auf  diese  Weise  kann  zuweilen  die  Auf- 
gabe zu  einer  einzigen  Lösung,  zuweilen 
zu  einer  begrenzten  Anzahl . zuweilen 
aber  noch  immer  zu  unendlich  vielen 
führen. 

Wir  geben  hier  zunächst  die  Auflösung 
der  unbestimmten  Gleichungen  ersten 
Grades.  Die  Auflösung  derjenigen  zwei- 
ten Grades  in  rationalen  und  in  ganzen 
Zahlen  enthält  der  Artikel;  Quadratische 
Gleichungen  (unbestimmte).  Einige  ein- 
fachere Fälle  dieser  Aufgabe  wollen  wir 
dann  hier  anknüpfen. 

Sei  gegeben  die  Gleichung: 

1)  ax  — byzze, 

a,  6,  c können  als  ganze  (positive  oder 
negative)  Zahlen  angenommen  werden, 
da  sie  leicht  in  solche  verwandelt  wer- 
den können , wenn  sie  Brüche  sein 
sollten. 

a,  by  c sind  so  cinzurichten , dass  sie 
keinen  gemeinschaftlichen  Factor  haben. 

Nehmen  wir  zunächst  an , dass  eine 
Auflösung  bekannt  sei,  nämlich  : 

x = y = yi, 

so  ergeben  sich  alle  möglichen  Lösun- 
gen aus  den  Formeln  : 


2)  x = x^■^b^,  y=yi-fas, 

wo  s eine  beliebige  ganze  Zahl  ist,  die 
positiv  und  negativ  sein  kann. 

Dass  diese  Ausdrücke  Lösungen  sind, 
ergibt  sich  durch  Einsetzen,  dass  keine 
andern  vorhanden  sind,  aus  folgenden 
Betrachtungen. 

Zunächst  dürfen,  damit  überhaupt  eine 
Lösung  möglich  sei.  a und  b keinen  ge- 
meinschaftlichen Factor  haben , denn 
sonst  müsste  offenbar  auch  c denselben 
haben , was  der  Voraussetzung  wider- 
spricht. 

Sei  nun  eine  nicht  in  2)  enthaltene 
Auflösung  möglich,  so  hat  dieselbe  jeden- 
falls die  Form: 

x = x^-\-bz  -}-#> 

wo  s dem  absoluten  Werthe  nach  klei- 
ner als  b ist,  weil  man  sonst  durch  Ver- 
mehren von  z t um  b verkleinern  kann. 
Nun  ist  nach  Gleichung  1):  ox— c=6y, 
also  ax—c  durch'  b theilbar.  Dies  gilt 
für  beide  bekannte  Werthe  von  x,  also 
sowohl:  axj— c,  als:  <i(xj-f-6i-|-«)— c 
sind  durch  b theilbar,  also  auch  ihre 
Differenz  abt+at,  also  auch  at  selbst, 
was  nicht  möglich  ist,  da  a keinen  Thei- 
1er  mit  b gemeinschaftlich  hat,  t aber 
nicht  durch  b theilbar  ist. 

Die  Gleichung  1)  verwandelt  man  nun 
durch  die  Substitution: 

3)  x=zcu,  y = cv 

in  die  einfachere : 

4)  ax—by  = l. 

Eine  Lösung  derselben  wird  folgender- 
maassen  gewonnnn. 

Man  kann  annchmen,  a und  b seien 
positiv,  da  man  dies  immer  bewirken 
kann , wenn  man  nöthlgen  Falles  y mit 
— y vertauscht.  Sei  ferner  a grösser  als 
6,  so  kann  man  die  gewöhnliche  Me- 
thode anwenden  (siehe  die  Artikel:  Quo- 
tient und  Rest),  durch  welche  man  zwi- 
schen a und  b den  grössten  gemeinschaft- 
lichen Theiler  erhält,  und  dieser  ist  1, 
da  a und  b relativ  einfach  sind.  Man 
hat  somit: 

5)  azzbßr\-c,  b = cy  + d . . . ib  = U-fm, 

/ = mzzfiv-l-l. 

Die  Grössen  ß,c,  y,  (f  . • . sind  offenbar 
Quotienten  und  ^ste  der  Theildivisio- 
nen.  Eliminirt  man  nun  nach  einander 
n,  m,  / . . .,  so  erhält  man: 

ly—tn(yfi  + l)  = —1, 
i:(»'^-fl)  — /[A(i//i-f-l)-f  k]  = 1 ...» 

mit  andern  Worten,  man  erhält  ein  Viel- 
faches von  l weniger  einem  Vielfachen 
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von  m,  ein  Vielfaches  von  k weniger 
einem  von  l n.  s.  w.,  welche  Differeneen 
alle  entweder  gleich  + 1 oder  — 1 sind ; 
schliesslich  kommt  man  also  auch  zn 
einer  Gleichung: 

ar  — bs-  -t- 1> 

und  denn  ist: 

offenbar  die  gesuchte  Auflösung.  Um 
r nud  s zn  bestimmen , sind  aus  den 
Gleichungen  5)  die  Eliminationen  von 
u,  m,  / . . . . c zu  machen.  Dies  ge- 
schieht mittels  des  folgenden  Algorith- 
mus, den  man  leicht  finden  kann,  wenn 
man  die  oben  für  l und  k gemachte 
Rechnung  weiter  fortsetzt. 

Man  multiplicirt  den  letzt  entstande- 
nen Factor , also  v in  der  ersten  Rech- 
nung, in  der  zweiten , mit  dem 

vorhergehenden  Gliede  der  Reihe : ß,  y 
. . . l,  K also  bezüglich  mit  ft  und 
A«  und  addirt  den  vorletzt  entstandenen 
Factor  bezüglich  1,  y,  yfi-\-\  u.  s.  w. 
Der  Algorithmus  ist  sonach : 

A)  A . . . d]— c [k, /I  . . . y]  = + 1, 

a [y^  ft  . . . y]  — b [y,  i*  . . . /9]  = + l, 


eine  Auflösung.  Der  Algorithmus , zu 
dem  dies  Verfahren  führt,  stimmt  aber 
genau  mit  dem  hier  gegebenen  überein. 

Beispiele. 

I.  Es  soll  die  Zahl  900  in  zwei 
Theile  getheilt  werden,  deren  einer  durch 
11  dividirt  den  Rest  5,  der  andere  durch 
17  dividirt  den  Rest  7 lässt. 

Die  Theile  haben  also  bezüglich  die 
Form  t 

llx-}-5,  17y  + 7» 

also : 

llx-Hl7y-f5  4-7  = 900, 

d-  h. : 

17y-fll-c  = 888. 

SeUt  man: 

y - 888  M,  X = —888  r, 
so  kommt : 

17«-llt>  = l. 

Man  bildet  nun: 

17  = 11-1-1-6,  11  = 6-1-1-5,  6 = 5 • 1-1-1. 
Die  Zahlen  y,  ^u,  1 sind  also  hier  1,  1, 
1,  und  man  hat: 

[1]  = 1,  [1,  1]  = 2,  [1,1,11  = 1-2-1-1  = 3, 


wo  die  in  Klammer  eingeschlossenen  also: 

Grössen  die  Coeffidenten  sind,  und  man  u = 2,  e = 3, 

und  somit: 

y,  =2  - 888  = 1776,  x,  = -2664. 
Die  allgemeine  Auflösung  ist  dann  : 


6)  [y]-=y,  \_y,  + 

[y,  /J,  i]  = l [*',  H+W 


. . .fl]=ß[y,fi . . . yl-f-Ki«  . ..  <1]. 

Wir  beweisen  dies  Gesetz  durch  voll- 
kommene Induction.  Ist  die  erste  der 
Gleichungen  A,  richtig,  so  gibt  der 
Ausdruck  a = bß  + c offenbar: 

alv,  ft  . . . y]  = bß[y,  ft  ...  y] 
■\-c[vy  fl  . . . y]  = A(/J  [*/,  /i  . . 

-f-  [f',  ft  ••  • <f])  -f- 1 ~ ^ ft  ••  • ^1  -1"  1» 
was  mit  der  zweiten  GUcichung  1)  über- 


y = 1776-ll2,  x=-2664-fl7z. 

Unserer  Aufgabe  gemäss,  darf  keine 
der  Zahlen  100  übersteigen,  und  beide 
sind  positiv.  Wegen  y darf  also  s nicht 

. 1776  , 

grösser  als  — oder  161  sein,  wegen 

2664 

X muss  s grösser  als  wenig- 

stens gleich  157  eein. 

Also  nur  die  Werthe  157 , 158,  159, 
160,  161  lösen  die  Aufgabe. 

Man  hat: 


cinstimmt. 

Anm.  Die  gewöhnliche  Auflösung 
mittels  der  Kettenbrüche  ist  die,  dass 

njan  — in  einen  Kettenbmch  verwan- 
b 

delt.  Ist  — der  letzte  Näherungsbruch, 
y 

so  ist  (vergleiche  den  Artikel:  Ketten- 
bruch): 

oy— öp  = + l,  also:  a:=  + y,  y = ±P 


für  s = 157,  y = 49,  x = 5. 

Setzt  man  noch  z = Z|-fl57,  so  kommt: 
y = 49— ll»t,  x=5-f-17Z|, 
also:  für  z^=0,  y = 49,  x=5, 
für  Z|  = l,  y = 38,  x=22, 
für  2,  =2,  y = 27,  x=39, 
für  Zi=3,  y = 16,  x=56, 
für  2,  =4,  y=  5,  x = 73. 


I 


I 

I 
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Weitere  Aoflösnngon  sind  nicht  möglich. 
Die  Theüe  sind  bezüglich: 

11  x4"5,  17  y +7, 

also  für  x = 5,  y=49  sind  dieselben  z.  B. : 
60  nnd  840. 

Die  Aufgabe  bat  also  im  Ganzen  fünf 
Lösungen. 

II.  Eine  Gleichung  von  der  Form; 
ax— Ay  = c. 

wo  a,  6,  c ganze  positive  Zahlen  sind, 
hat  dagegen  unendlich  viel  Lösungen  in 
positiven  ganzen  Zahlen, 

Z.  B. : Es  sollen  drei  Zahlen  gefun- 
den werden,  so  beschaffen,  dass  wenn 
man  die  erste  mit  7,  die  zweite  mit  9, 
die  dritte  mit  11  mnltiplicirt,  das  erste 
Product  um  1 kleiner  als  das  zweite, 
das  zweite  um  2 grösser  als  das  dritte  ist. 
Sind  X,  y,  z die  Zahlen,  so  hat  man: 

7x+l  = 9y,  7x  = llz-f-2. 

Die  erste  Gleichung  gibt: 

9y-7x  = l, 

9 = 1.7-f-2,  7 = 3*2+l, 

[3]:r3,  [3,  l]  = 1.3-f-1^4, 

also: 

yi  = ~3,  X,  = -4. 

(Das  Zeichen  bestimmt  man  am  bequem- 
sten durch  Einsetzen.)  Allgemein: 

y = x— 3+7i®,  x= —4-4-9», 
oder  wenn  man  io  = l-{-tc'  setzt: 
y=4-f-7ic',  x = 5-f9w'. 

Diese  Werthe  setzt  man  in  die  zweite 
gegebene  Gleichung  ein,  und  erhält: 

354-63  »'  = lls-|- 2, 
llz-63»'  = 33. 

Sei : 

z=— 33«,  »'=—33«, 
so  kommt: 

63«-ll«  = l, 

63=5«  11-1-8,  11  = 1.84*3,  8 = 2-34-2, 
3=1.24-1* 

Aus  den  Zahlen  1,  2,  1,  5 ergibt  sich: 
(1]  = 1,  [1,  2]  = 2. 14-1=3, 

[1,  2,  13  = 1.34-1=4, 

[1,  2,  1,  53=5.44-3=23, 
v=  —4,  «=—23, 

Zj  = 759,  »'=132,  • 
also  allgemein: 


z = 7594-63»,  »'  = 1324-11*. 

Hierzu  kommt  nun  durch  Einsetzen: 

y = 9284-77»,  x = 11934-99». 

Um  diese  Zahlen  möglichst  zu  verklei- 
nern, setzen  wir: 

» = -124-«, 

und  erhalten: 

z = 34-63«,  y=4+77t,  x=54-99f, 

was  fOr  t = 0,  1,  2 . . . unendlich  viel 
Auflösungen  gibt. 

Dies  Beispiel  zeigt  auch,  wie  zu  ver- 
fahren ist,  wenn  n— 1 Gleichungen  mit 
n Unbekannten  gegeben  sind.  Man  bil- 
det eine  Gleichung  mit  zwei  Unbekann- 
ten , und  die  daraus  gefundenen  Werthe 
setzt  man  successive  in  die  andern  Glei- 
chungen ein. 

III.  Wir  wollen  noch  eine  Aufgabe 
nehmen,  die  nur  eine  Auflösung  hat. 

37 

Der  Bruch  7^,  dessen  Nenner  die  Prim- 
48 

zahlen  16  nnd  3 zu  Factoren  hat,  soll 
in  zwei  andere  zerlegt  werden,  welche 
diese  Zahlen  zu  Nennern  haben.  Man 
hat  also: 

48“  16^  3* 

oder : 

ax-fl6y=37, 

, x = 37w,  y = 37«, 

3«-f  16v=l, 

16=5.34-1. 

Die  Auflösungen  sind: 

«=  — 5,  « = 1, 
x,=-185,  yi=:37, 
allgemein : 

x=— 1854-16»,  y=37— 3». 

Hier  repräsontiren  alle  Auflösungen  in- 
dessen nur  eine.  Denn  setzt  man  ein, 
so  kommt : 

37  185  . , 37 

48*”  16  ■^"'^2 

also  der  Zusatz  16»  nnd  —3»  zeigt 
nur  an  , dass  zu  dem  einen  Bruch  eine 
beliebige  ganze  Zahl  zngezAblt,  von  dem 
andern  abgezogen  werden  kann,  was  sich 
von  selbst  versteht.  Wir  benutzen  also 
die  Grösse  » nur  zur  Vereinfachung  der 
Zähler. 

Ist  »=:12,  so  bat  man: 
x=7,  y = l, 

also : 

1-1.1 

48  “ 16'*'  3' 

7* 
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üebertrifft  die  Anzahl  der  Unbekann- 
ten die  der  Gleichungen  um  mehr  als  1, 
80  ist  eine  entsprechende  Anzahl  der 
Unbekannten  willkürlich , auch  kann 
möglicher  Weise  sich  aus  der  Aufgabe 
selbst  eine  neue  Bedingung  ergeben. 

Wir  wollen  dies  an  einem  Beispiel 
erläutern. 


IV. 


Der  Bruch 


20 

30 


soll 


in  drei  an- 


dere zerlegt  werden,  deren  Nenner  die 
Primfactoren  von  30,  also  2,  3,  5 sind. 
Man  bat: 


— ji 
30“  2 


d.  h.: 

15x-f%-|-6z=20, 

15x-fl03/  = 29-Gi. 

Diese  Gleichung  ist  nur  möglich , wenn 
29— 6z  durch  5 theilbar  ist.  Die  Glei- 
chung zerfällt  also  in  zwei : 

29— 6z  = 5u,  3x4-2y  = M- 
Die  erste  Gleichung  heisst  auch: 

5u-j-6z  =29. 

Die  Auflösung  der  Gleichung: 

5«'-h6*'  = l 

ist : 


u'=-l,  z'=+l, 

also  die  der  gegebenen  Gleichung: 
«=—20+6«:,  z = 29— 5«:, 
oder  in  kleineren  Zahlen: 


m = 1 + 6m>,  z = 4— 5m5, 

und  die  zweite  gegebene  Gleichung 
wird : 


3x  + 2y  = l+6«’. 
Die  Auflösung  von : 


3x'+2y'  = l 
ist: 


x'  = l,  /=-l, 

also  die  unserer  Gleichung: 

x = 1 + 6k!  — 2*,  y=— 1 — 6fc  + 3». 

Setzt  man  aber  diese  Werthe  und  den 
▼on  z in  die  ursprüngliche  Gleichung, 
so  kommt : 

also  die  Grössen  u>  und  geben  nur 
ganze  Zahlen,  die  sich  wegheben.  Es 
ist  also  nur  eine  Auflösung  möglich. 
Wir  benutzen  jedoch  die  Grössen  t und 
to  zur  Vereinfachung  von  z,  indem  wir 
setzen: 


s = ic  = 0. 

Es  wird  dann : 

x=l,  y=-l,  z = 4, 

30  “ 2 3 5‘ 

Es  folgt  hieraus  leicht,  dass  jeder  Bruch 
sieh  immer  und  nur  auf  eine  Art  in 
Theilbrüchc  zerlegen  lässt,  deren  Nenner 
die  Primzahlpotcnzcn  sind,  welche  der 
Nenner  des  gegebenen  Bruchs  zu  Fac- 
toren  bat. 

Wir  knüpfen  hieran  ein  paar  Beispiele 
der  Auflösung  unbestimmter  quadrati- 
scher Gleichungen. 

I.  Die  Gleichung : 

_aa+OtX+a,x»+a,  x»+ . . . 

a:  + öj  x-'  + A,  x*+  . . . 

ist  in  ganzen  Zahlen  aufsulösen. 

Sei  p der  Zähler,  q der  Nenner  die- 
ses Bruches.  Eliminirt  man  aus  den 

Gleichungen : 

% 

p = <i„+ai  x + a,x*+  . . ., 

9 = Ao  + A,  x+A,  x*+  . . . 
die  Grösse  x,  so  kommt  eine  Gleichung : 

0 = Co  + c,p  + c,  q+e^p*  + e^pq 

+ e,  9*+  . . . 

Setzen  wir  hierin  p=:qy,  so  kommt: 

0=Co  + Ci7y+C,  y+f,y*y>  + e,  y*y 

+ 9*  4*  • . •» 

worin  alle  Glieder,  mit  Ausnahme  des 
ersten,  q enthalten.  Es  muss  c„  ein 
Vielfaches  von  q sein.  Man  sacht  also 
alle  Thciler  von  r,,  und  setzt  diese  für 
q in  die  Gleichung: 

y = A,,+A|  x+A,x*+  ... 


Die  ganzen  rationalen  Werthe  von  x, 
die  sich  aus  diesen  Gleichungen  ergeben, 
sind  nach  und  nach  in  die  gegebene 
Gleichung  einzusetzen , worunter  die, 
welche  y als  ganze  Zahl  ergeben,  notb- 
wendig  sein  müssen. 

Nur  wenn  7 = A,  ist,  wird  diese  Me- 
thode unanwendbar.  In  diesem  Falle 
hat  man: 


y= 


«0 


+ rt,  x + ö,x*+  . . . 
bo  • “■ 


Der  Zähler  ist  also  durch  A^  theilbar. 
Ist  { ein  Werth  von  x,  der  dieser  Be- 
dingung genügt,  so  ist  auch 
ein  solcher,  wenn  t eine  ganze  Zahl  ist. 
Aus  diesem  Grunde  kann  man  { immer 
kleiner  als  A,,  oder,  abgesehen  vom  Vor- 


zcichen,*kleiner  als  ~ annehmen,  nnd 
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mit  allen  ganzen  Zahlen,  die  so  be- 
schaffen sind,  stellt  man  Versuche  an, 
um  die  entsprechenden  Werthe  von  x 
zu  ermitteln. 

Sei  z.  B. : 

_2x+18 

^~5x-3’ 

;;  = 2x+18,  9 = 5x— 3, 

also: 

5/>— 2j— 96  = 0,  * 
bp  — 2q  = 96. 

Die  Factoren  von  96  sind : 

+ 1,  X 2,  J_  3,  ^4,  X 8,  -j_  16, 

4 32,  4 48, 

•wozu  noch  0 kommt.  Versuche  geben: 

jf=  9,  1,  0,  1,  3,  7, 

y = 0,  -2,  -6,  10,  2,  1. 


II.  Die  Gleichung: 


x»-fy»  = s’ 


soll  so  aufgelöst  werden , dass  jr,  y,  z 
rationale  Zahlen  sind. 


Die  Aufgabe  hat  die  geometrische  Be- 
deutung, ein  rechtwinkliges  Dreieck  zu 
finden , dessen  drei  Seiten  rationale 
Werthe  haben. 

Sei: 


so  ist: 
also : 


X — 


2 = X + U, 

y»=2afu4-u», 

y*  — _y*+**^ 
2u  ’ *-~är" 


ÜDbestiBimte  Coefficienten  (Analysis). 

Dieselben  worden  namentlich  bei  Po- 
tenzreihon  angewandt,  wenn  man  die 
Form  einer  Function  bis  auf  den  Werth 
dieser  Coefficienten  kennt,  um  durch  die 
Eigenschaften  der  Function  dieselben  zu 
bestimmen. 

Die  Methode  beruht  hauptsächlich  auf 
den  von  Descartes  herrührenden  Satz. 
Ist  X eine  variable  Grösse,  so  kann  der 
Ausdruck  : 

a-\-bx-\-c  X*  dx* . . . 

nur  dann  immer  gleich  Null  sein , wenn 
a — b — c — d—  . ..  =0  ist.  Setzt  man 
nämlich  zunächst  x = 0,  so  ergibt  sich 
0 = 0,  und  wenn  man  nach  der  Division 
durch  X wieder  * = 0 setzt:  A = 0 u,  s.  w. 

Die  Anwendung  dieses  Satzes  erfor- 
dert jedoch,  dass  man  die  Richtigkeit 
der  Form  vorher  bewiesen  hat. 

Wir  geben  einige  Beispiele  von  der 
Anwendung  dieser  Methode. 

I.  Durch  den  Cauchy’schen  Satz  steht 
es  fest  (vergleiche  den  Artikel:  Quanti- 
tät — imaginäre),  dass  jede  Function 
fi,x)y  die  für  x = 0 eindeutig  und  conti- 
nnirlich  ist,  sich  in  eine  unendliche  Reihe 
nach  ganzen  positiven  Potenzen  ent- 
wickeln lässt.  Die  Coefficienten  dieser 
Reihe  gibt  in  der  Regel  sehr  leicht  die 
obige  Methode,  leichter  oft  als  der  Ma- 
claurin’scbe  Satz.  Wie  weit  die  Reihe 
aber  gilt,  müssen  die  im  besagten  Ar- 
tikel gegebenenen  Betrachtungen  zeigen. 

Sei  z.  B.  f (x)  = arc  sin  x eine  Function, 
die  erst  für  x = l mehrdentig  wird.  Um 
diese  nach  Potenzen  von  x zu  entwickeln, 
setzen  wir: 

arcsinx  = a^-i-a,x-f  o,x*-f  <1,  x*4- . . ., 


wo  y und  II  beliebig  sind.  Für  y=2, 
u = 1 erhält  man  : 


oder  indem  man  alle  Grössen  mit  2 
multiplicirt : 

x = 3,  y = 4,  z=5. 

Der  erste,  welcher  über  unbestimmte 
Aufgaben  schrieb,  ist  Diophantns,  ein 
Schriftsteller , dessen  Zeit  man  nicht 
kennt.  Die  Ausgabe  dieses  Schrift- 
stellers, welche  Fermat  vorbereitete  und 
sein  Sohn  1760  herausgab,  ist  mit  so 
ausgezeichneten  Bemerkungen  und  Zu- 
sätzen von  Seiten  des  Herausgebers  ver- 
sehen, dass  dieselbe  als  der  eigentliche 
Urquell  der  neueren  Arithmetik  zu  be- 
trachten ist. 


und  differenziiren : 

p^~^  = fl,-j-2«,x-f-3«,x*-t-  . . . 

^ — — = (1— X*)  ^ hat  zum  Coeffi- 
|'(l-x») 

deuten  des  mit  multiplicirten 

Gliedes  0,  also : 


Dies  gilt  auch  für  a^y  da  für  x,=0  die 
Gleichung  1)  wird: 

0=ao- 

Ferner  hat  der  Coefficient  von  den 
Werth: 

1 »3  »5  . . . (2»-l) 

1-2  ...  s *2* 
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welches  der  Werth  von  (2»+l)<*2,_j_  j ist,  so  dass  man  hnt: 

_ 1 .3»5  . . . (2s-l) 

(2i+l)l  • 2 . . . *-2*’ 

arcsin  x=  a,  x+a,  «‘-f"  • • •» 

eine  Reihe,  die  convergirt,  so  lange  x kleiner  als  1 ist. 

Durch  dieselbe  Methode  kann  man  anch  die  Coefficienten  der  allgemeinen 
Entwickelung  von  f{x)  auf  die  einfachere  Form  des  Maclanrin’schen  Satzes  brin- 
gen, wenn  die  Möglichkeit  dieser  Entwickelung  nach  Cauchy  dargethan  ist. 

Setzt  man  nämlich: 


/‘(x)=ff,-frt,  X-f«,X»-f-rt,  x*-t-  . . 
so  erhält  man  durch  wiederholtes  Differenziiren : 


/■'(x)=srti-f-2rt,  x+8a,x*-f  . . 
/"(x)=2ö,-f2* 3rt, x-f  . . 

/'"(x)  = 2.3a,+  . . 

also  wenn  man  in  allen  diesen  Gleichungen  x = 0 setzt: 

A0)  = «„,  r(0)=a„  ri0)  = 1.2a„  r'(0)=  1 -2  • 3 

also: 

f(jc)=no)+^r(0)+~rm+j^^r"(fi)+  ■ ■ •. 

und  wenn  man  /(x)  = y (n-|-x)  setzt,  so  kommt  der  Taylor’st^e  Satz: 
7(a-l-x)=:y  («)-fxv'(«)-|-|^2  y (a)-4-  . . . 


II.  Auch  bei  endlichen  Entwickelungen  leistet  diese  Methode  gute  Dienste. 
Nehmen  wir  z.  B.  die  Entwickelung  einer  gebrochenen  rationalen  Function  in  Par- 
tialbrüchc. 


Sei  — ~ ein  rationaler  Bmch,  der  Zähler  wenigstens  um  einen  Grad  niedri- 
ger  als  der  Nenner,  und : 


y(x)  = (x-«,)(x-a,)  . . . (x-«p)» 

ein  Product  einfacher  von  einander  verschiedener  Factoren,  so  kann  man  setzen 


1) 


y (x)  (x-  (x-  «p) 


denn  wenn  man  beide  Seiten  mit  tf  (x)  multiplicirt , erhält  man  durch  Entwicke- 
lung nach  Potenzen  von  x,  dass  f{x)  gleich  einem  Polynom  von  p — Iter  Ord- 
nung sein  soll.  Diese  Polynome  sind  in  der  That  identisch,  und  somit  auch  die 
beiden  Seiten  unserer  Gleichung,  wenn  die  Coefficienten  der  Potenzen  von  x über- 
einstimmen. Dies  sind  an  Anzahl  p,  und  da  die  Seite  rechts  p unbestimmte 
Coefficienten  enthält,  so  kann  man  diese  demgemäss  bestimmen,  womit  die  Mög- 
lichkeit der  Entwickelung  feststeht.  Um  aber  diese  Coefficienten  wirklich  zu  ent- 
wickeln, mnltiplicirc  man  mit(x— or  ),  und  setze  dann  x=ir  . Es  kommt,  da 

alle  Glieder  rechts  bis  auf  verschwinden: 


2) 


A 

s 


~1W' 


wo  x = (Y^  zu  setzen  ist.  Da  (f  (x)  den  Factor  (x— a^)  enthält,  kann  man  den- 
selben nämlich  heben.  Auch  kann  man,  da  Zähler  und  Nenner  Null  werden, 
differenziiren.  Es  ergibt  sich  dann: 


2 a) 


A 

s 


/•(«,) 
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Konunen  aber  gewisse  Factoren  in  höherer  Potenz  vor,  enth&lt  z.  B.  tf  (x)  den 
Factor  (x— r*,)  , so  setzt  man  in  der  Entwickelung  1)  statt  . — den  Aus- 


druck : 


./■) 


(8) 


(0 


/ \ ^ / \ ^ ***  ^ 
(x-«P  (*-«,) 


+ 


H — 2 


+ . .. 


a("1 


X—a. 


(*-«,)  - 
Dass  diese  Form  möglich  ist,  lässt  sich  ganz  wie  bei  einfachen  Factoren  darthun. 
Mnltiplicirt  man  dann  beide  Seiten  der  Gleichung  1)  mlt(x  — ) ”,  so  verschwin- 
den alle  Coefficienten  rechts  bis  auf  wenn  man  x=:  cr^  setzt.  Es  ist  sonach: 

3) 

7 (x)  ’ 

wo  x=»^  ist,  oder  wenn  man  Zähler  und  Nenner,  um  sie  von  der  Form  ^ 
zu  befreien,  <mal  differenziirt: 


3 a) 


a/')  = 1.2-3  ...»  , , 


.(«) 


unter  wie  immer  den  »ten  Differenzialquotienten  von  7 («^  verstanden. 

Soll  dagegen  ein  anderer  Coefficient  gefunden  werden,  so  hat  man: 


.1  (') 


(2), 


0), 


»—2 


+ ••  •+■^1'“’  ^ 

wo  B der  von  x— freie  Theil  der  Entwickelung  ist.  r maliges  Differenziiren 
gibt  nun: 

' (x- 

n^) 

dx"  \ 

wo  C eine  ganze  rationale  Function  von  x ist.  Also  wenn  man  x = a^  setzt : 

womit  die  Aufgabe  vöUig  gelöst  ist. 

Beispiel. 

Sei  zu  entwickeln: 


-r  V(">— -2  • • • ’• 


^^4-1  A, 


(0  A A A 

_j_  I _L  j'*  » M il* 


(0 


Man  bat: 


(x— fl)*  (x-f«)*  (x  — fl)*  x—a  (x-f-fl)*  x-fo 
a^=o,  ff,  — —a. 


Ä (')_«*+!  . (-0_  ^ + - /2x(x-bfl)»-2(x*-H)(x-f«)\ 

' 4rt*  ’ * " dx  \(x-l-fl)*/^*"  \ (*4-<*)*  * '(t 

_ /2(flx-l)\  _ a*-l 

V fx-l-fl)*  /_ 


4fl*  ’ 
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. (i)_a*+l  ^ (*)_  ^ ( *•+!  \ _ /2x(x-a)»-2(x*+l)(j:-«A 

“ "4a>  ’ • ~ dz  V(x-a)»/_^~  V /_ 

_ / 2(ax4-l)\  _ <1*  — 1 

\ / ^ 


also: 


x’+l 


(x— a)»  (x+  o) 


- =ü!±lf_J_4.__L_Ul-ri  

» 4a>  \(x-j- a>)  (x— <i)>/  4a*  \x— a x+a/ 


Unbestimmte  Gleichnng  (Arithmetik). 

Siehe : Unbestimmte  Aufgabe. 

Unbestimmtes  Integral  (Analysis). 

Ein  Integral,  dessen  Grenzen  willkür- 
lich sind. 

Undnlationstheorie  (Optik). 

Die  Herleitang  der  optischen  Erschei- 
nungen aus  der  Annahme  einer  wellen- 
förmigen Bewegung  eines  Mediums,  des 
Aethers,  welche  durch  Schw'ingungen  dos 
lichtgebenden  Körpers  angeregt  wird. 
Die  Undulationstbeorie  ist  die  einzige, 
wclcbo  die  optischen  Erscheinungen  zu 
erklären  im  Stande  ist  (vergleiche  die  Ar- 
tikel : Licht  und : Optik). 

Unechter  Brach  (Arithmetik). 

Ein  Bruch,  dessen  Zahler  grösser  als 
der  Nenner  ist,  z.  B.  J. 

Unecht  gebrochene  Fnnction  (Algebra). 

Eine  rationale  gebrochene  Function,  de- 
ren Zähler  höheren  Grades  als  der  Nen- 
ner ist. 

Unendliche  Reihe  (Analysis). 

Eine  Reihe , die  aus  unendlich  viel 
Gliedern  besteht  (siche  den  Artikel : 
Reihe). 

Unendlichkeit  (Analysis). 

Die  Einführung  der  Unendlichkeit  in 
die  Analysis  setzt  durchaus  keine  meta- 
physische Begründung  dieses  Begriffes 
voraus,  sic  ist  eben,  wie  so  Vieles  in 
der  Analysis , als  Symbol  zu  betrachten, 
und  das  Rechnen  mit  diesem  Symbol 
beruht  auf  folgender  Definition: 

„Ein  Satz  oder  eine  Eigenschaft  ist 
von  einer  unendlichen  Grösse  ausgesagt, 
wenn  dieselben  sich  desto  mehr  der 
Richtigkeit  nähert,  je  mehr  man  die  be- 
trachtete Grösse  zunehmen  lässt.'* 

So  B.  heissen  die  Sätze : 

i = 0,  e~®®=0 

oo 

weiter  nichts,  als  dass  die  Ausdrücke 


1 — X . 

— , e sich  immer  mehr  und  bis  auf 

X 

jede  Grenze  der  Null  nähern,  wenn  man 
X immer  mehr  wachsen  lässt.  Der  Aus- 
druck — für  xrrco  wird  auch  eine  un- 

X 

endlich  kleine  Zahl  genannt,  und  solche 
kommen  weit  mehr  als  unendlich  grosse 
in  der  Analysis  vor.  Wenn  nach  dem 

Obigen  — mit  Null  identiheirt  werden 

X 

kann,  so  führt  diese  Betrachtung  jedoch 
zu  keinem  weiteren  Resultate  für  die 
Rechnung,  wenn  eine  unendlich  kleine 
Grösse  durch  eine  andere  dividirt  wird, 
da  eben  ^ ganz  unbestimmt  ist.  Ist  also 
y unendlich  klein,  so  sind,  um  z.  B.  den 

Ausdruck  ermitteln, 

V 

gewisse  Betrachtungen  nüthig,  w'elche 
eben  die  Differenzialrechnung  bilden. 
Der  Hauptsatz  derselben: 

'!  (^+0  - V iA _ 

gibt  nach  dem  Obigen  an,  dass  sich  der 
Ausdruck  links  mit  abnehmendem  i* 
einer  bestimmten  Grenze  v'(x)  nähert, 
und  diese  um  so  mehr  und  bis  auf  einen 
beliebig  kleinen  Unterschied  erreicht,  je 
kleiner  y ist. 

Wenn  a und  b endliche  Grössen  sind, 
so  kann  man  in  dem  Ausdrucke  a-{-yb 
das  zweite  Glied  vernachlässigen,  da 
a + vb  sich  mit  abnehmendem  y um  je- 
den beliebig  kleinen  Unterschied  an  a 
annähert;  man  sagt  daher  auch,  der  Aus- 
druck yb  sei  verschwindend  klein  gegen 
a.  Mit  dem  Ausdruck  n kann  nun  wei- 
ter* gerechnet  werden,  und  zu  einem 
eigentlich  falschen  Resultate  kann  man 
auf  diesem  Wege  nie  gelangen,  wohl 
aber  zu  einem  unbestimmten. 

Habe  man  z.  B.  zwei  Ausdrücke  n-^yß 
und  a-f-KÖ  auf  verschiedenem  Wege  er- 
langt, und  in  dem  letzteren  yb  vernach- 
lässigt, zeige  sich  später,  dass  diese  Aus- 
drücke gleich  sind,  dass  man  also  hat 
€(-\-yß  = a-\-yb,  so  hat  die  Vernachlässi- 
gung, die  wir  uns  gestatteten,  zu  der 
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Gleichung  n+yßzza  geführt.  Zeigt  eich 
spjiter,  dass  a = a ist,  so  hat  man  yß  = 0 
statt  der  eigentlichen  Gleichung  yß  = yb. 
Indess  ist  die  erstcre  noch  nicht  falsch, 
da  ja  yb  in  der  That  verschwindend  klein 
ist,  also  gleich  Null  angenommen  wird. 
Ein  falsches  Resultat  entsteht  erst,  wenn 
man  dureh  v dividiren  und  6=0  setzen 
wollte.  Da  nämlich  gleich  bei  Anfang 
der  Rechnung  vb  = 0 angenommen  wurde, 
also  v = 0,  und  g unbestimmt  ist,  so  ist 
yß 

der  Schluss  — = 6 hier  ein  falscher. 
y 

Wenn  wir  Jedoch  die  ganze  Rechnung 
so  durchführen,  als  wenn  v beliebig  wäre, 
so  kommt  man  zu  dem  Resultat  yß  — yb^ 
und  hier  ist,  da  y noch  nicht  gleich 
Null  gesetzt  war,  der  Schluss,  dass  ß=.b 
sei,  richtig.  Dies  führt  auf  die  soge- 
nannte Vorsicht,  die  man  beim  Rechnen 
mit  unendlich  kleinen  Grössen  anwenden 
muss,  wie  so  oft  empfohlen  wird.  Diese 
Vorsicht  ist  keine  andere,  als  die  über- 
haupt beim  Rechnen  nothwendige,  dass 
man  eben  keine  Fehler  machen  muss. 
Hiermit  ist  jedoch  nicht  gesagt , dass 
man  — wie  Einige  wollen  — immer  erst 
am  Ende  einer  Rechnnng  das  unendlich 
Kleine  verschwinden  lassen  dürfe , man 
muss  sich  eben  nur  überzeugeu,  ob  die- 
ses Vorschwindenlassen,  welches  bei 
einer  beliebigen  Stelle  eintreten  kann, 
nichts  Unbestimmtes  gebe.  Gleiches 
gilt  auch  für  den  Ausdruck  a-\-by-^cy* . 
Man  kann  selbst  cy*  nicht  gegen  by 
verschwinden  lassen,  wenn  später  in  der 
Rechnung  a-{-by  weglüllt,  und  durch  y* 
dividirt  wird,  obwohl  in  dem  Ausdrucke 
b y-\-cy^  ■=  y(b-hcy),  cy  gegen  b ver- 
schwindend klein  ist. 

Diese  Betrachtungen  reichen  aus,  wenn 
das  Resultat  der  Rechnung  ein  endliches 
ist.  Manche  Rechnungen  führen  aber  zu 
unendlich  grossem  Resultate,  und  hier 
sind  besondere  Betrachtungen  nöthig. 

Sei  y — — eine  abnehmende  Grösse 

f 

und  habe  man  die  Gleichung: 

b ß 

rt-j — «-1 , 

• c 


Ausdrücke  x und  y sind  gleich,  wenn 
man  hat : 


A) 

B) 


y—x  = 0, 

^=1. 

•J 


Setzen  wir  nun  x=.nt  + b,  y = at-^ß,  so 
gibt  die  Gleichung  B); 

; — 


«*4-/9 


d.  h. : 


«4-- 

t 


= 1, 


b ß 


nnd  hier  kann  offenbar  — , — wegge- 
lassen werden,  also: 


a _ «*_2 

R nt 

ln  diesem  Sinne  ist  also  die  Gleichung 
at  = ut  richtig.  Wendet  man  dagegen 
Gleichung  A)  an,  so  kommt: 

(a  — «)  «4-6  — /9  = 0, 

und  diese  Gleichung  stimmt  mitn«— r«  = Q 
nur  überein,  w’enn  b = ß ist,  was  hier 
nicht  angenommen  wurde.  Hieraus 
folgt : 

„Besteht  das  Resultat  in  einer  Glei- 
chung, deren  beide  Seiten  unendlich 
gross  sind  und.  die  von  der  Form: 

a#-f-6  = at-^-ß 

ist,  so  können  Vernachlässigungen  des 
unendlich  Kleinen  an  beliebigen  Stellen 
nur  vorgenommen  werden,  wenn  die 
Gleichungen  so  verstanden  werden,  dass 
die  Quotienten  beider  Theile  Eins  geben, 
nicht  aber  so , dass  die  Differenz  Null 
gibt.“ 

Auch  kann  das  Resultat  eine  Form 
haben,  wo  selbst  der  Quotient  nicht  mehr 
Eins  ist  Z.  B.  gehen  wir  von  der  iden- 
tischen Gleichung  aus : 


wo  <r,  6,  R,  ß endlich  sind.  Wollte  man 

hier  — verschwinden  lassen,  so  käme 
c 

R = R,  also  wenn  im  Laufe  der  Rechnung 
mit  « multiplicirt  wird,  r«  = r«,  während 
die  richtige  Gleichung  ist: 

— r«-}-/9. 

Wir  wollen  sehen,  in  wiefern  diese  bei- 
den Gleichungen  übereinstimmen.  Zwei 


Wollten  wir  die  zweiten  Glieder  rechts 
and  links  vernachlässigen,  so  käme: 

o = rt4—“i  *tlso  a«  = R«-|-l. 

Hier  ist  allerdings  noch  der  Quotient: 
«<4-l_^ 
a«  ’ 

wenn  < unendlich  gross  ist  Aber  wenn 
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beide  Ausdrücke  etwa  Exponenten  von 
einer  Zahl  u werden,  so  hat  man: 


wo  der  Quotient  der  rechten  Seite  durch 
die  linke  gleich  w ist.  liier  also  ergibt 
sich  ein  völlig  falsches  Resultat. 

Nur  also  auf  Grund  bestimmter  Sätze 
dürfen  solche  Vernachlässigungen  statt- 
linden,  was  aber  sich  aus  der  Definition 
des  Unendlichen  selbst  ergibt,  und  somit 
bei  richtigem  Schliessen  durchaus  keine 
Gefahr  ist,  ein  falsches  Resultat  zu  er- 
halten. 

Näheres  gibt  der  Artikel:  Quantität. 

« 

ünaleielifOrmise  BeschleiiiiigaDg  (Dy. 
namiK). 

Eine  solche  kommt  einer  Bewegung 
zu , deren  Geschwindigkeit  in  gleichen 
Zeiten  um  uugleiche  Grösse  wächst.  So 
ist  z.  B.  die  Fallbewcgung  bcscbaiTcn, 
wenn  der  Fall  ans  einer  grossen  Höhe 
erfolgt,  wo  man  während  desselben  die 
Entfernung  vom  Erdmittelpunkte  nicht 
als  constant  betrachten  darf. 

üngleichfönnige  Bewegung  (Dynamik)- 

Eine  solche , deren  Geschwindigkeit 
nicht  constant  ist. 

^Ungleichschwebende  Temperatnr  (Akn- 

Die  derartige  Verfertigung  und  Ab- 
stimmung der  Instrumente,  dass  die  In- 
tervalle eines  halben  Tones  nicht  alle 
gleich  sind.  Da  bei  jeder  musikalischen 
Temperatnr  ein  Fehler  gegen  das  reine 
Intervall  gemacht  wird,  so  kann  man  es 
durch  die  ungleichschwebcnde  erreichen, 
dass  die  am  häufigsten  vorkommenden 
Intervalle  nahe  rein  sind,  und  der  Feh- 
ler auf  die  seltener  vorkommenden  über- 
tragen w’ird.  Dennoch  ist  die  gleich- 
schwebende  Temperatnr  die  allgemein 
gebräuchliche.  (Siehe  den  Artikel : 
Akustik.) 

Ungrade  (Arithmetik)- 

Heisst  eine  Zahl,  die  nicht  durch  2 
theilbar  ist.  Alle  Primzahlen  bis  auf  2 
sind  ungrade.  Jede  ungrade  Zahl  hat 
die  Form  2n-fl,  wenn  n eine  beliebige 
ganze  Zahl  ist. 

Union  (Gombinationslehre). 

Die  einzelnen  Elemente,  welche  aus 
einer  gegebenen  Anzahl  hcransgegriilen 
werden. 


Universalgelenk  (laschinenlehre). 

Gelenk  zur  Kuppelung  zweier  Wellen, 
die  in  einem  Winkel  Zusammentreffen. 
(Siehe  den  Artikel:  Kuppelung.) 

Universalinstmment  (Astronomie). 

Ein  Winkelmessinstrnmcnt,  das  so  ge- 
stellt werden  kann,  dass  man  es  bald 
als  Fassageninstrument,  bald  als  Meri- 
diankreis, Multiplicationskreis  und  Theo- 
dolit gebrauchen  kann. 

Universalschranbenschlttssel  (Maschi- 
nenlehre). 

Schlüssel  sum  Eingriffe  in  verschie- 
dene Schraubenmuttern.  Von  den  bei- 
den Backen , welche  den  Schrauben- 
kopf  ergreifen,  kann  der  eine  durch  eine 
Schraube,  deren  Matter  in  der  Handhabe 
sich  befindet,  dem  andern  beliebig  ge- 
nähert werden,  indem  man  die  Handhabe 
um  ihre  Axe  dreht. 

Universalahr  (Unomonik). 

Gleichbedeutend  mit  Aequatorialuhr 
(siehe  den  Artikel:  Sonnenuhr). 

Unmögliche  Grösse  (Analysis). 

Schlechte  Uebersetzung  von  imaginäre 
Grösse. 

Unreine  Gleichnng  (Algebra). 

Eine  Gleichung,  deren  eine  Seite  aus 
mehr  als  zwei  Gliedern  besteht. 

Unrahe  (Horologie). 

Die  Haarfeder,  welche  den  Gang  der 
Federuhren  regulirt  (siehe  den  Artikel: 
Chronometer). 

Unterer  Planet  (Astronomie). 

Die  Planeten,  welche  zwischen  Sonne 
und  Erde  liegen  , also  Mercur  und  Ve- 
nus. Der  Planet  oder  die  Plaucten- 
schaar , welche  nach  Leverrier  zwischen 
Sonne  und  Mercur  liegen  soll , ist  noch 
immer  problematisch. 

Untergang  (Astronomie). 

Die  Stellung  eines  Sternes  am  Hori- 
zont, che  er  unter  denselben  herabsinkt. 

Unterschied  (Arithmetik). 

Gleichbedeutend  mit  Rest  oder  Diffe- 
renz. 

UnterschlAchtiges  Wasserrad  (Hy- 
draolik). 

Ein  verticales  Wasserrad,  welches  vom 
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Uranus. 


Wasser  nahe  beim  Fasse  angegriffen 
wird  (siehe  den  Artikel:  Wasserrad). 

Unterstatznngspimkt,  Hypomochliimi 
(Statik). 

Der  feste  Punkt  eines  Hebels. 

Unveränderliche  Grosse , Constante 
(Analysis). 

Solche , die  sich  nicht  mit  der  Va- 
riablen ändert. 


Die  Umlaufszeiten  um  den  Hauptpla- 
neten  sind  von  vier  Uranusmonden  be- 
kannt, und  zwar  betragen  diese: 

Sidcrisch; 

2 Tage  12?»  29'  22", 6 
4 Tage  3>»  28'  8",0 
8 Tage  17»»  1'  19", 3 
13  Tage  11h  5'  1",5 

Synodisch  : 


Unvollkommene  Zahl  (Arithmetik). 

Eine  solche,  die  kleiner  ist,  als  die 
Summe  ihrer  Theiler.  Z.  B.  12  hat  die 
Theiler  1,  2,  3,  4,  6,  deren  Summe  16 
beträgt. 

Unze  (Hessknnst). 

Ein  Gewicht  von  2 Loth.  Nach  der 
Grösse  des  Lothes  der  verschiedenen 
Länder  ist  also  auch  die  der  Unze  ver- 
schieden. Sie  ist  oder  war  üblich  als 
Handels- , Gold-,  Silber-  und  Mcdicinal- 
gewicht. 

Das  preussische  Mepidnalpfund  gleich 
24  (alten)  Loth  hatte  24  Unzen. 

Die  Unze  (Oncia)  war  früher  auch 
eine  Münze  verschiedener  Staaten.  Z.  B. : 


2 Tage  12  h 29'  38", 57 
4 Tage  13  h 28'  46", 50 
8 Tage  17  h 4'  52", 9 
12  Tage  13'»  13'  32", 1 

Nur  von  den  beiden  letzten  aber  kennt 
man  die  grossen  Axen,  und  diese  be- 
tragen bezüglich  63543  und  84933  Mei- 
len. Die  Neigung  gegen  die  Uranusbahn 
ist  nur  bei  dem  letzten  bekannt,  sic  be- 
trägt 99®  43'  53", 3 , ist  also  fast  senk- 
recht gegen  die  Bahn  des  Hauptplaneten. 
Die  Elemente  des  Uranus  selbst  sind: 

Halbe  grosse  Axe 
.30,13381 

Excentricität  Jährl.  Veränder.  derselben 
0,0466006  0,00000025072 


In  Malta:  1 Oncia  = 2^  Scudi. 

Auf  der  Insel  Sicilen  ebenso. 

Ira  Königreich  Neapel  1 Unze  gleich 
3 Ducati. 

lu  Spanien : Onza  de  oro.  9,8753  gehen 
auf  eine  Cölnischc  Mark  fein  Gold.  Die 
Onza  ist  gleich  22  Thlr.  7 Sgr.  4,8  Pf. 
Werth  in  preussischem  Silbergcld.  Die- 
selbe Unze  heisst  auch  Doblon  (Piaster). 

Uranograpkle  (Astronomie). 

Die  graphische  Darstellung  des  Him- 
mels auf  Himmelsgloben  oder  Stemen- 
charten. 


Länge  des  Pcrihels  Jährl.  Veränderung 
168®  5' 24"  2",  28 

Länge  d.  aufst.  Knotens  Jährl.  Veränder. 
73®  8' 47",  8 -19",  54 

Neigung  der  Bahn  Jährliche  Verän- 
gegen  die  Ekliptik  derung 

0®  46' 29",  2 40",  0,3 

Epoche  1.  Januar  1800 
173® 30' 37" 

Andere  Verhältnisse  sind: 

Umlanfszeit: 

Siderische  Tropische 


Uranometrie  (Astronomie). 

Die  Bestimmung  der  Fixsterne  in 
ihrer  Stellung  am  Himmel. 

Uranus  (Astronomie). 


30686  T.  19  h 41'  36"  30586  T.  21  h 48'  5" 

Synodischo 
369  Tage  16  h 

Botationszeit  Neigung  des  Acquators 
unbekannt  unbekannt 


Der  vorletzte  der  bis  jetzt  bekannten 
Planeten  ist  von  Herschel  (13.  März 
1781)  entdeckt.  Am  Himmel  erscheint 
er  als  Stern  sechster  Klasse.  Mädler 
bestimmt  seine  scheinbare  Grösse  auf 
4''  und  schreibt  ihm  eine  Abplattung 


von  77;-^  zu.  Genauer  kennt  man  nur 

zwei  Trabanten  des  Uranus,  jedoch  sind 
vier  oder  fünf  von  einzelnen  Astronomen 
gesehen  worden. 


Entfernung  von  der  Sonne: 
kleinste  grösste 

18,28848  20,07630 

Mittlere  tägliche  Durchmesser,  mittlerer, 
Bewegung  in  Meilen 

42",  4 7866 

Scheinbare  Grösse  Dichtigkeit  Schwere 
4",  249  0,167  0,76 

Fallzeit  Volumen  Masse 

11,5  87  14,5 


Uranus. 


108 


Uso. 


Bei  der  halben  grossen  Axo  ist  die 
der  Erdbahn  als  Einheit  genommen.  Bei 
der  Entfemang  von  der  Sonne  ist  die 
mittlere  Entfernung  der  Erde  von  der 
letzteren  Einheit.  Die  auf  Dichtigkeit, 
Schwere,  Fallzeit,  Volumen  und  Masse 
bezüglichen  Zahlen  haben  zur  Einheit 
die  betreffenden  Zahlen  für  die  Erde. 

ürvariable  (Analysis). 

Gleichbedeutend  mit  unabhängige  Va- 
riable. 

Usancen  (kanflnännische  Arithmetik). 

Die  Gewohnheiten,  welche  von  Alters 
her  in  Bezug  auf  Zahlungen  und  ande- 
ren Verkehr  unter  Kaufleuten  desselben 
Platzes  oder  Landes  hcrrs<;hen.  Es  wird 
denselben  oft  Gesetzeskraft  gegeben,  wo 
dann  freilich  eine  möglichst  vollständige 
Sammlung  dieser  Usancen,  als  auch,  wie 
es  in  vielen  Staaten  geschehen  ist,  die 
Errichtung  eigener  Handelsgerichte  mit 
Beisitzern,  die  zum  Theil  dem  Kauf- 
mannsstande  angchören,  nöthig  ist. 

Uso  (kaafm&imische  Arithmetik). 

Die  auf  irgend  einem  Wcchselplatze 


fest  angenommene  Zeit  zwischen  der 
Ausstellung  eines  Wechsels  von  einem 
andern  Platz  oder  einem  andern  Termin 
bis  zum  Verfalltage.  Ein  nach  Uso  aus- 
gestellter Wechsel  ist  also  zu  dieser  Zeit 
fällig.  Gewöhnlich  beträgt  diese  Zeit 
2 Monate.  Oft  aber  nimmt  man  2 Uso, 
1^,  I Uso  als  Verfallzcit  an. 

In  Berlin  ist  Wcchseluso  14  Tage 
nach  dem  Acceptiren,  wozu  3 Respect- 
tage  kommen,  in  Frankfurt  ebenfalls  14 
Tage  und  4 Respeettage,  in  Hamburg 
14  Tage  nach  Sicht  bei  Wechseln  von 
deutschen  Plätzen,  bei  solchen  von  Eng- 
land, Frankreich  und  den  Niederlanden 
1 Monat,  von  Portugal,  Spanien  und 
Triest  1 Monat  nach  Dato,  wobei  12  Re- 
specitage.  In  London  ist  Uso  bei  den 
Wechseln  aus  Deutschland  und  den  Nie- 
derlanden I Monat,  aus  Spanien  und 
Portugal  2,  aus  Italien  3 Monat,  aus 
Frankreich  30  Tage  nach  Dato,  mit  3 
Respeettagen.  Je  nachdem  der  Tag,  wo 
der  Uso  gerechnet  wird,  der  Acceptions- 
oder  Ausstellungstag  (Dato)  ist,  theilt 
man  die  Usowe^sel  in  Sicht-  und  Dato- 


F 


Yalata  (kaofmännische  Arithmetik). 

Werth  einer  Sache.  Jeder  Wechsel 
muss  gesetzlich  das  Bekenntniss  enthal- 
ten: Valnta  empfangen,  oder  in  Rech- 
nung, womit  der  Einwand,  dass  kein 
Werth  dafür  erhalten  sei,  ausge- 
schlossen ist. 

Valuta  heisst  aber  auch  der  Werth, 
in  welchem  die  Münzen  berechnet  sind. 
So  ist  in  Deutschland  die  Valnta  jetzt 
der  30  Thaler-Fuss,  gleichbedeutend  mit 
dem  45  Gnldcn-Foss  oder  dem  52^  Gul- 
deu-Fuss  Wahrung,  da  das  Pfund  fein 
zu  30  Thalern  wie  in  Prenssen,  Sachsen, 
Hannover,  und  zu  45  Gulden  wie  in 
Oesterreich  und  zu  b2\  Gulden  in  den 
süddeutschen  Mittel-  und  Kleinstaaten 
ausgeprägt  wird.  Oft  hat  man  für  kauf- 
männische Zahlungen  eine  andere  Va- 
luta, als  sonst  gebräuchlich  ist.  So  ist 
in  Hamburg  die  Mark  Banko,  in  Bre- 
men der  Thalcr  Gold  (1  preussischcr 
Friedrichsd'or  zu  5 Thalern)  Valuta. 

Bei  Wechselrechnungcn , die  sich  auf 
Wechsel  von  oder  nach  fremden  Plätzen 
beziehen,  hat  man  zweierlei  Valuta , die 
feste  und  die  veränderliche.  Man  gibt 
nämlich  ein-  für  allemal  einer  gewissen 
Summe  in  fremdem  Geldc  oder  Wechseln 
einen  gewissen  festen  Werth  in  einhei- 
mischen, und  die  Veränderung  dieses 
festen  Werthes  zeigt  die  veränderliche 
Valuta  an. 

So  z.  B.  ist  in  Berlin  die  feste  Va- 
luta für  Hamburg  300  Mark  Banko 
= 150  Thlr.  Ist  non  eines  Tages  die 
Hamburger  veränderliche  Valuta  149|, 
so  heisst  dies , dass  für  300  Mark  nur 
149 J bezahlt  werden. 

Die  festen  Valuta  muss  man  kennen. 
Kaufmännische  Bücher,  z.  B.  Nelken- 
brcchcrs  bekanntes  Taschenbuch,  enthal- 
ten das  Nöthige.  Die  veränderliche  Va- 


luta gibt  der  auf  den  grosseren  Handels- 
plätzen täglich  erscheinende  Courszettel. 

Talvationswerth  der  Münzen  (prac- 
tische  Recbeuknnst). 

Derjenige  Werth,  der  sich  für  eine 
fremde  Münze  ansgedrückt  in  heimischem 
Gelde  aus  Vergleich  der  gesetzlichen 
Münzfusse  ergibt.  Der  Valvationswerth 
ist  vom  Courswerthe  verschieden,  wenn 
der  wirkliche  Werth  des  Geldes  mit  dem 
gesetzlichen  Münzfusse  ans  irgend  einem 
Grunde  nicht  mehr  übereinstimmt. 

Tara  (Mttnzknnde). 

Ein  portugiesisches  und  spanisches 
Längenmaass  (Elle).  Die  portugiesische 
Vara  enthält  1,096  Meter,  die  spanische 
0,8478  Meter. 

Variable  (Analysis). 

Siehe  veränderliche  GrCssc. 

Variation  — combinatorische  (Ana- 
lysis). 

So  werden  die  Combinationen  mit  Ver- 
setzungen genannt  (vergleiche  den  Ar- 
tikel; Combinationslehre). 

Variation  (Astronomie). 

Eine  der  Hauplstörungcn  in  der  Länge 
des  Mondes.  Sie  ist  von  Tycho  de 
Brahe  entdeckt.  Am  grössten  ist  sie, 
wenn  der  Mond  45*  oder  132®  nach 
einer  oder  der  andern  Seite  von  der 
Sonne  entfernt  ist,  also  in  den  Zeiten, 
die  etwa  in  der  Mitte  der  4 Quadranten 
des  Mondes  liegen.  Ihr  grösster  Werth 
beträgt  36|  Minuten. 

Variation  der  Magnetnadel  (Mathe- 
matisebe  Geographie). 

Die  regelmässige,  also  periodische  Ab- 
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weichung  der  Magnetnadel  von  ihrer 
mittleren  Stellung.  Es  gibt  eine  täg- 
liche und  eine  jährliche  Variation  je 
nach  der  Periode , ausserdem  noch  eine 
säeulare  Störung,  von  der  nicht  bekannt 
ist , ob  sie  periodisch  sei,  wozu  dann 
noch  eine  regelmässige  Störung  kommt, 
die  z.  B.  bei  Gewittern,  Nordlichtern 
u.  s.  w.  sehr  beträchtlich  ist. 

Die  Variationen  sind  namentlich  für 
die  Decliiiation  untersucht,  und  ist  man 
für  dieselbe  zu  folgenden  Sätzen  gelangt. 

1)  Die  tägliche  Variation  der  Winter- 
monate muss  von  der  der  Sommermonate 
getrennt  werden.  In  den  ersteren  sind 
2 Maxima  und  Minima,  in  den  letzeren 
nur  ein  Maximum  und  Minimum  vor- 
handen. 

(Unter  Maximum  ist  der  westlichste 
Stand  der  Nadel  verstanden.) 

2)  Ein  Maximum  der  täglichen  Va- 
riation findet  um  1 Uhr  Mittags  statt. 
Findet  noch  ein  zweites  statt,  so  ist  dies 
kleiner. 

3)  In  den  spätem  Abendstunden  der 
Wintermonatc  findet  ein  Minimum  statt, 
um  Mitternacht  ein  zweites  Maximum, 
zwischen  8 und  9 Uhr  Morgens  das 
zweite  Minimum. 

4)  Im  Sommer  findet  um  G Uhr  Mor- 
gens das  Minimum  statt. 

5)  Die  Amplitude  der  Oscillation  ist 
im  Sommer  fast  dreimal  so  gross  als  im 
Winter. 

6)  Um  10  Uhr  Morgens  und  6 — 8 Uhr 
Abends  ist  die  Dcclination  sehr  nabe 
der  mittleren  gleich. 

7)  Zu  diesen  Gesetzen , die  offenbar 
sich  durch  eine  magnetische  Einwirkung 
der  Sonne  erklären,  kommt  noch  eine 
solche  des  Mondes.  Der  Mond  muss 
demgemäss  mit  seiner  der  Erde  zuge- 
kchrten  Hälfte  nördlich  magnetisch  sein. 
Die  Dcclination  ist  deshalb  grösser,  wenn 
der  Mond  östlich  vom  magnetischen  Me- 
ridian steht,  als  wenn  er  sich  westlich 
befindet. 

Was  die  Inklination  anbetrifft,  so 
weiss  man  von  deren  Variation  wenig. 
Kreil , dessen  Beobachtungen  man  auch 
die  obigen  Sätze  verdankt,  findet  ein 
dreifaches  tägliches  Ma.ximum  und  Mi- 
nimum der  Dcclination.  Das  erste 
Maximum  findet  statt  im  Sommer  zwi- 
schen 8 und  9,  im  Winter  zwischen  10 
und  11 , um  Mittag  das  erste  Minimum, 
das  zweite  Maximum  um  3 Uhr  Nach- 


Hicran  reihen  sich  Untersuchungen 
über  die  horizontale  und  totale  Intensi- 
tät der  magnetischen  Kraft  in  Bezog 
auf  ihre  Variation , die  auch  von  Kreil 
horrühren. 

Die  Horizontalcomponentc  hat  täglich 
ein  Minimnm  und  ein  Maximum.  Er- 
steres  findet  im  Sommer  um  10  Uhr 
Morgens,  letzteres  um  8 Uhr  Abends 
statt,  im  Winter  beide  etwas  »päter. 

Die  Totalintcnsität  hat  des  Morgens 
früh  ein  Maximum,  Nachmittags  ein  Mi- 
nimum , und  «wahrscheinlich  um  8 Uhr 
Abends  ein  zweites  Maximum.  Der  Ein- 
fluss des  Mondes  ist  auch  hier  erkennbar. 

Die  Bewegung  der  Nadeln  auf  der 
südlichen  Erdhälfte  ist  wahrscheinlich 
der  auf  der  nördlichen  entgegengesetzt. 
Die  Variationen  nehmen  gegen  die  Pole 
hin  zu,  und  sind  am  magnetischen  Aequa- 
tor  am  kleinsten.  Eine  genanere  theo- 
retische Begründung  der  Variationen  ist 
bis  jetzt  nicht  gelungen. 

TariationsreGhnnng  (Analysis). 

1)  Al  Igcmci  n cs. 

In  verschiedenen  Aufgaben  der  Ana- 
lysis kommt  es  vor,  dass  dieselben  Func- 
tionen gleichzeitig  oder  nach  einander 
nach  einem  und  einem  andern  Gesetze 
zu  differenziiren  sind. 

Sei  z.  B.  gegeben  die  Function: 

{/=/'(*,  y.) 

und  nehmen  wir  an,  dass  zwischen  x 
und  y eine  Relation  stattfinde , die  be- 
kannt oder  unbekannt  ist,  also  eine  Glei- 
chung : 

•r  ix,  y)  = 0, 

oder  zwei  Gleichungen  von  der  Gestalt: 

*=7i(0.  y=7i(0. 

so  hat  man  durch  Differenziiren  : 

dU  = ~^ds+‘Jdi. 

Die  Ausdrücke  dx  und  dy  sind  aber 
nicht  unabhängig  von  einander,  sondern 
man  hat: 


mittags,  das  zweite  Minimum  in  den  gg  ergibt  sich  also  der  Ausdruck  von 
spätem  Abendstunden,  das  dritte  Maxi-  jfj. 

mum  um  oder  noch  Mitternacht  (es  ist  ...  d f d \ 

in  einigen  Monaten  das  grösste)  das 

dritte  Minimum  des  Morgens.  x i)y  dx/ 
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wo; 


dx 


7.0  setzen  ist,  oder: 


tl 

d X 

tl 

^.V 


dU  = 


Vdx  dl 


+ 


dy  dt  / 


dt. 


Setzt  man  dagegen  eine  solche  Relation 
nicht  voraus,  so  sind  in  dem  ersten  Aus- 
drucke von  rf//:  dx  und  dy  von  einan- 
der unabhängig  und  völlig  willkürlich  zu 
denken. 

Bei  denjenigen  Betrachtungen,  wo  ein 
Wechsel  des  Gesetzes  nur  gelegentlich 
vorkommt,  pflegt  man  den  Ausdrücken 
von  dU  in  jedem  Falle  eine  der  hier 
dargestellten  Formen  zu  geben.  Dies 
würde  jedoch  zu  sehr  grossen  Weitläuf- 
tigkeiten  und  auch  Missverständnissen 
führen,  wenn  ein  solches  verschiedenes 
Gesetz  des  Differenziirens  in  derselben 
Gleichung  vorkommt.  Es  ist  daher  ge- 
rathener  und  auch  richtiger , dem  Zu- 
wachse selbst  eine  verschiedene  Bezeich- 
nung zu  geben.  Wir  setzen  also  in 
eine  oder  mehrere  Gleichungen  von  be- 
liebig vielen  Unbekannten: 


U = f(x,  y,  2),  F = /*,  (x,  y,  z) 

immer  die  gewöhnlichen  Bezeichnungen 
(/x,  dy,  dz  für  den  Zuwachs,  wenn  zwi- 
schen den  Veränderlichen  x,  y,  >,  also 
auch  zwischen  den  Zunahmen  gewisse 
Beziehungen,  bekannte  oder  unbekannte, 
stattflnden  sollen , dagegen  die  Bezeich- 
nungen dx,  dy,  dz,  wenn  diese  Zu- 
nahmen den  Relationen  nicht  unterliegen, 
ohne  jedoch  völlig  auszuschliessen,  dass 
etwa  andere  Beziehungen  in  diesem 
Falle  angenommen  werden.  Um  auch 
besondere  Ausdrücke  für  diese  verschie- 
denen Zunahmen  zu  haben,  nennen  wir 
die  ersteren  dx , dy , dz  . . . , wie  ge- 
wöhnlich, Differenziale,  dagegen  die  letz- 
teren Variationen. 

Die  Variationsrechnung  ist  also  allge- 
.mein  als  derjenige  Thcil  der  Analysis 
zu  deflniren , der  gleichzeitig  Verände- 
rungen betrachtet,  die  verschiedenen  Ge- 
setzen folgen.  Er  flndet  namentlich  aber 
Anwendung  auf  Integrale.  In  der  That 
kommt  es  oft  vor,  dass  in  einem  Inte- 
gral, z.  B.  J'f  dx.  wo  f nicht  allein  x, 

sondern  noch  andere  von  x abhängig  ge- 
dachte Variablen  y,  t . . . und  deren 
Differenzialquotienten  nach  x enthalten, 
derart  geändert  werden  soll,  dass  die 
Functionen  y und  z ... , welche  von  x 


abhängig  sind,  ihren  Ausdruck  ändern, 
dass  somit  diesen  Grössen  y,  z . , . ein 
von  X unabhängiger  Zuwachs  dy,  dz  .. . 
gegeben  werden  muss.  Namentlich  ist 
dies  in  den  Fragen  über  Maxima  und 
Minima  der  Integrale  der  Fall , welche 
daher  die  eigentliche  Anwendung  der 
Variationsrechnung  bilden,  woher  auch 
die  letztere  oft  als  Theorie  der  Maxima 
und  Minima  deflnirt  wird. 

Wir  wollen  jedoch,  um  einen  vorläufi- 
gen Begriff  von  dergleichen  Rechnungen 
zu  geben,  ein  einfaches  Beispiel,  worin 
keine  Integrale  Vorkommen,  betrachten. 
Sei  gegeben  die  Differenzialgleichung ; 

dy  = p dx, 

oder : 

dy~pdx  = 0, 

Ihr  Integral  wird  die  Form  haben: 
f{x,  y)=c. 

Um  dieses  Integral  zu  finden,  kann  man 
folgendermaassen  verfahren. 

Wenn  man  den  Zusammenhang  zwi- 
schen X und  y ignorirt,  so  ist  der  Aus- 
druck: dy—pdx  nicht  mehr  gleich  Null. 
Multiplicirt  man  denselben  mit  einer  un- 
bekannten Function  M,  so  kann  man 
setzen ; 


dU=.  M dy—p  M dx, 

denn  diese  Gleichung  ist  identisch  mit 
den  beiden  andern: 


welche  nach  Elimination  von  M zu  einer 
immer  zu  erfüllenden  Differenzialglei- 
chung : 


du  du  ^ 

7-+/>^  = 0 

0 X d y 

führen.  Ist  nun  irgendwie  der 
druck  U bestimmt,  so  hat  man 
wenn  man  Uzze  setzt : 


Aus- 

auch, 


dU  = 0, 

also ; 

dy  —p  dx  = 0, 

und  die  gegebene  Gleichung  ist  erfüllt. 

Also  die  gegebene  Aufgabe  ist  iden- 
tisch mit  der  folgenden: 

„Denjenigen  Factor  M zu  finden,  wel- 
cher den  Ausdruck  dy—pdx  zu  einem 
vollständigen  Differenzial  macht*' 

Es  soll  diese  bekannte  Betrachtung 
in  der  hier  ihr  gegebenen  Gestalt  eben 
nur  eine  Andeutung  über  den  Wechsel 
des  Gesetzes,  nach  welchem  differenziirt 
wird,  geben.  Ehe  wir  aber  auf  Integrale 
kommen,  ist  ein  Hauptsatz  der  Varia- 
tionsrechnung zu  geben. 
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Sei  M eine  Fnnction  von  x,  der  wir  einen  Zuwachs  (Tm,  als  von  x anabhan- 
gig,  geben,  wodurch  u in  u'  verwandelt  werden  soll.  Nun  ist  offenbar : 


und  auch: 


(x  -f  dx) ' X 

**  (x+  dx)  ~ **(«4-  dx)  ^ ^'*x-\-dj)‘ 
Der  erste  Ausdruck  aber  gibt: 


u 4- du  +du+(fdu  , 

X ' X X ' X 


und  der  letztere  : 
woraus  dann  folgt: 

ddu=.d  du. 

Nintmt  man  auf  beiden  Seiten  statt  u etwa  du,  so  kommt: 

dddu  — dddu  — dd  du, 

oder : 

dd^  u=d'  du, 

also  durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens: 

dd^uzzd^du, 

also  wenn  man  auch  u mit  du  vertauscht: 

di^ du  — dd d^  u = d^ ddu, 
und  indem  man  eben  so  fortßlhrt: 

d^  d^  u = (fi  d^  u, 

oder:  Die  Zeichen  d und  d können  in  beliebiger  Ordnung  nacheinander  geschric* 
ben  werden. 

2)  Variation  einfacher  bestimmter  Integrale. 

Wir  fahren  die  nllgcmcine  Aufgabe  auf  mehrere  einfachere  zurQck. 

A)  Zu  variiren  sei  der  Ausdruck: 

U=l  (u,rfxi+ii,dx,+  . . . 4-w  rfxj, 

tt 

wo  «p  Functionen  von  x,,  x,  . . . x^  sind,  nnd  etwa  x,  die  unab> 

hängige  Variable  ist,  auf  die  sich  die  Ganzen  n und  ß beziehen. 

Da  die  Gcsnmmt- Variation  gleich  der  Summe  der  auf  die  einzelnen  Verän- 
derlichen bezüglichen  Gesammt-Variationen  ist,  nach  den  Grundbegriffen  der  Diffe- 
renzialrechnung, so  hat  man: 

,,,  du  , du  , dU  , pß 

^^—ö^dx^^\^■^dx^+...  +_(fx^4-#  (u^ddx^-\-u.^ddx^  . ..u^ddx^. 


a 


Die  ersten  n Theilsatzc  haben  die  Gestalt : 
rß 


■^dx,  • •• 

n 

/du,  . 

du. 

4-t — tfXj-f-  . , . 

dx. 

+5T 

n 

+ 

• • 

du  • 

du 

1 A "f*  • • • 

ox. 

n 

’*‘dT 

n 

geben  durch  tbeilweises  Integriren: 
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wo  das  Zeichen  ß,  « an  der  Klammer  wie  gewöhnlich  anzeigt^  dass  in  dem  Aus- 
druck in  derselben  für  x^  zuerst  ß und  dann  n gesetzt,  und  die  Differenz  genom- 
men werden  soll.  Statt  dieser  Bezeichnung  wählen  Lindlöff  und  Moigno  in  Nach- 
ahmung eines  Cauchj’schen  das  Zeichen : 


das,  wie  wir  später  sehen  werden,  von  Vortheil  ist,  und  daher  auch  hier  gebraucht 
werden  soll.  Die  Bezeichnung  efu,  . . . zeigt  an,  dass  nach  allen  Verän- 

derlichen zu  differenziiren  ist.  Man  hat  somit  schliesslich: 


zu  variiren. 

Es  mögen  aber  die  Veränderlichen  Xp  a:,  . . . nicht  mehr  ganz  beliebig, 
sondern  durch  Gleichungen  von  der  Gestalt : 


Die  r sind  Functionen  der  x.  Einbegriffen  ist  der  Fall,  wo  man  nur  einen  Theil- 
satz  vdX|=0  oder  e = 0 hat,  wo  also  keine  Differenziale  vorhanden  sind. 

Man  multiplicire  jede  dieser  Gleichungen  mit  einem  unbestimmten  Factor 

und  addirc  alle  zum  Werthe  unter  dem  Integralzeichen  von  w,  so  wird 

dieser  sich  nicht  ändern,  da  die  betreffenden  Ausdrücke  gleich  Null  sind.  Das 
Integral  hat  dann  wieder  die  Form : 


auch  nach  k,,  k^  . . . variirt  werden,  und  man  erhält  auf  diese  Weise  z.  B.  für  das 
mit  multiplicirte  Glied: 


a 


1) 


dU=  s 


$=  1 


B)  Sei  der  Ausdruck; 


+ dxj-f  . ..  -ft>^dx^  = 0 

verbunden  sein.  Die  Anzahl  dieser  Gleichungen  ist  beliebig. 
Sei  die  Anzahl  dieser  Gleichuhgen  gleich  f,  also : 


• • • 


dx^  = 0, 


V 


ß 


U = 


tt 


wo  zu  setzen  ist: 


2) 


Unter  dieser  Bedingung  ist  die  Variation  die  in  1)  gegebene.  Zwar  muss  nämlich 
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+ . . . -f  6k^. 


Dies  wie  die  Obrigen  entsprechenden  ist  aber  wegen  der  Bedingangsgleicbnngen 
gleich  Null. 

Die  Bcdingungsglcichungen  drücken  nnn  t Beziehungen  zwischen  den  Varia- 
blen Xf  . . . also  auch  zwischen  deren  Variationen  lSx^,  cfx,  . . . tTx^  aas. 

Es  sind  also  von  diesen  Ausdrücken  l nicht  beliebig,  z.  B.  tfx,,  . . . 
cTx^;  diese  t Variationen  kann  man  aber  in  dem  Ausdrucke  1)  nnter  dem  Inte- 


gralzeichen verschwinden  lassen,  wenn  man  die  mit  ihnen  multiplicirten  Glieder, 
also  bezüglich  : 

dXt-\-  . . . dx  —du 

dx  ‘ dx  * ' ^dx  « * 

SS  s 


gleich  Null  setzt,  wo  s eine  der  Grössen  1 bis  t ist,  was  wegen  der  bis  jetzt 
willkürlichen  Grössen  k,  . . . geschehen  kann. 

Man  erreicht  auf  diese  Weise,  dass  alle  noch  unter  dem  Integralzeichen  ent- 
haltenen Variationen  dx^_|_  dx^_j_  j • • • völlig  willkürlich  sind.  Was  das  von 

den  Grenzwerthen  abhängige  Glied  anbetrifft,  so  müssen  die  Beziehungen  dieser 
Grenzwerthe  auf  andere  Weise  bestimmt  sein.  Es  kann  dies  z.  B.  durch  Glei- 
chungen zwischen  den  Grenzwerthen  geschehen. 


C)  Es  ist  der  Ausdruck  U wie  in  B) , es  finden  aber  Beziehungen  nicht 
für  jeden  Werth  der  Variablen,  sondern  nur  für  gewisse  Integrale,  die  sic  enthalten, 
statt.  Seien  diese  Bedingungen  von  der  Gestalt: 

(r/’’^(/x,-t-r/^^-f  . . . 

^ tt 

d.  h.  cs  ist  ein  von  x,,  x,  ...  x^^  abhängiges  Integral  einer  Gonstante  gleich. 

Eine  solche  Gleichung  gibt  nicht  eine  Relation  zwischen  x,,  x,  . . . x^,  welche 

richtig  bleibt  fiir  jeden  Werth  von  x^  zwischen  « und  ß,  sondern  nur  eine  solche 
zwischen  allen  Werthen  dieser  Variablen,  welche  in  die  Grenzen  der  Integration 
fallen.  Wenn  man  nun  jede  dieser  Gleichungen  , deren  wieder  ( sein  mögen,  mit 
einer  Constanten  n,,  <i,  . . . multiplicirt  und  zu  1/  addirt,  so  wird  zu  ersetzen 

sein  durch  + hierdurch  aber  bleibt  ifU^  ungcändert,  da  a und  C 

Constanten,  also  C^  = 0 ist.  In  den  Ausdruck  1)  ist  dann  zu  setzen: 

3)  ir^-f  «i  + 


/ 

wo  die  a als  Constanten  zu  betrachten  sind.  Fasst  man  das  in  1)  enthaltene 
Integral  als  Summe  auf,  welche  sich  auf  die  Zwischenwerthe  zwischen  a und  ß 
bezieht,  so  finden  zwischen  diesen  Zwischenwerthen , die  wir  mit 

bezeichnen  \vollcn,  und  die  also  Constanten  sind,  und  also  auch  zwischen  ihren 
Variationen  t Gleichungen  statt.  Die  t Grössen  a kann  uan  nun  aber  sich  so 
bestimmt  denken,  dass  t Glieder  der  Summe  verschwinden,  und  sind  dann  die 
übrigen  Glieder  mit  willkürlichen  Variationen  multiplicirt. 

Auf  diese  Hauptfällc  lässt  sich  jede  Aufgabe  der  Variationsrechnung  mit 
einem  einfachen  Integral  zurückführen. 

Wir  wollen  jetzt  den  wichtigsten  Fall  der  allgemeinen  Aufgabe  näher  ent- 
wickeln. — Sei  gegeben: 

fß 

U=  I fdt. 

*■'  « 

f ist  eine  Function  von  t einer  andern  Variablen  x,  und  von  den  n ersten  Diffe- 
renzialquotienten von  X nach  t.  Man  soll  dl/  bilden. 

Wir  setzen: 
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dx 

Tt 


d*x 

dt^ 


— •*’i*  T7i  • • * 


d X 


dt 


— 

n « 


oder ; 

4) 


dx—Xidt  = 0,  dx.—x.dt  = 0 . . . dx  —x  dt-0. 
‘ > I * n— 1 n 


Es  ist  dann  f eine  Function  der  Variablen  t,  x.  Xj,  a*,  . . . x^^,  und  diese  ist 

zu  variiren,  wie  in  B)  gezeigt  wurde,  unter  der  Bedingung,  dass  die  n Gleichnn* 
gen  4)  stattfinden. 

Die  Gleichungen  2)  sind  nun,  wenn  man  die  Variablen  in  der  Ordnung  f, 
X,  Xj  . . . nimmt,  und  icj=ric,  . . . — 0 setzt: 

**  i — f ^1*1  ^»^5  • • • 


also; 


= «1=1-,  . . . = 

iß 

— / \.i.f  • ' • l'^x  ) + cTx-j-l**  d'Xj • ..  xl 

+ ^ • • • 

dx-dk,dx,~  . . . 

Da  die  Anzahl  der  Gleichungen  4)  gleich  n ist,  so  müssen  n Glieder  des  Integrals 
verschwinden.  Wir  setzen  also  die  mit  »fx,,  dx,  . . . dx^  multiplicirtcn  Theil- 

s&tze  gleich  Null,  und  erhalten  zur  Bestimmung  der  k die  Gleichungen: 


5) 


* =X,  * 


- ~ ^ k 


_ 


dk 


«— 1 


« dx  n— 1 dx  dt'  "n  — 2 dx 

n n— 1 n— 2 


dt 


k 

* dxj  dt' 

Wenn  man  die  verschwindenden  Glieder  vreglässt,  so  kommt  schliesslich 

ß 

tt 

-ß  Pf 


/i> 

[(/■-lr,x,— Ar,  X,—  . . . -Ar^ar^)df+A^i(^Jr  + ib,  dx^4- . . . +A:^dx^_j] 

Statt  des  mit  dt  multiplicirtcn  Gliedes  unter  dem  Integralzeichen  kann  man  auch 
schreiben ; 


rf(A-,  x,  + Ä,x,4-  . .'.  +*^x^)-^dx-^  dx,-  . . . 


dx  n 
n 


Die  Grossen  k^,  k^  . . . k^  w’erden  am  besten  snccessive  durch  die  Gleichungen 

5)  eliminirt,  welche  auch  einer  sehr  leicht  zu  fmdenden  independenten  Darstellung 
fdhig  sind. 
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Uebrigens  lencbtet  aagenblicklich  ein, 
dass  wenn  f ausser  x und  t noch  eine 
dritte  Variable  y und  ihre  Differenziale 
nach  t enthält,  eben  nur  zu  dem  mit 
dt  multiplicirtcnGliede  ein  zweites  kommt, 
welches  dem  ersten  genau  entspricht, 
wenn  man  z,  x,,  x,  ...  mit  y.  y^,  y, 
und  die  Coefficienten  I-,,  mit  andern 
vertauscht,  ausserdem  aber  ein 
drittes,  mit  Jy  multiplicirtes,  ebenso  gebil- 
detes Glied  hinzuzofiigen  ist.  Zur  Be- 
stimmung der  l sind  dann  Gleichungen 
zu  bilden,  die  5)  analog  sind. 

3)  Maxima  und  Minima  ein- 
facher Integrale. 

Es  sei  ein  Integral  von  der  Form  U 
im  vorigen  Abschnitt  gegeben.  Es  wird 
gefragt,  welche  Functionen  von  x,  die 
Grossen  x,  . . . x sein  müssen,  damit 

* fl 

dies  Integral  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum sei. 

Dieses  Maximum  oder  Minimum  ist 
ein  unbedingtes,  wenn  keine  Beziehun- 
gen zwischen  den  Grössen  x stattfinden, 
ein  bedingtes,  wenn  solche  Beziehungen 
stattfinden,  sei  es,  dass  sie  die  in  B) 
oder  C)  des  vorigen  Abschnittes  ange- 
gebene Form  haben.  Die  Aufgaben,  bei 
welchen  Beziehungen  der  letzteren  Art 
obwalten,  nennt  man  gewöhnlich  isoperi- 
metrische. 

Alle  diese  sind  jedoch  in  gleicher 
Weise  zu  behandeln.  Wenn  man  den 
Grössen  x,,  x,  ...  einen  unendlich 
kleinen  Zuwachs  gibt,  mit  andern  W”or- 
ten  dU  bildet,  so  nimmt  das  Integral 
die  Form  U-\-dU  an;  wenn  man  aber 
statt  des  Zuwachses  eine  willkürliche 
Verminderung  den  Variablen  gibt,  so 
erh&lt  man  V—dU.  Diese  beiden  Aus- 
drücke dürfen  iro  Falle  des  Maximum 
nicht  grösser,  in  dem  des  Minimum  nicht 
kleiner  als  U sein,  und  man  hat  also; 

dU=0, 


cfx,  . . . darin  sind  völlig  willkQrlich, 
an  sich , wenn  das  Maximum  ein  unbe- 
dingtes ist,  im  andern  Falle  dadurch, 
dass  wir,  wie  in  B)  und  C)  des  vorigen 
Abschnittes  gezeigt,  die  mit  abhängigen 
Variationen  behafteten  Glieder  gleich 
Null  setzen.  Auch  sind  diese  Werthe 
dX(,  tfx,  von  denen  im  entwickelten 
Theile  unabhängig,  und  es  muss  daher, 
damit  dC  = 0 sei,  jedes  Glied  unter  dem 
Summenzeichen  einzeln  verschwinden, 
somit  auch  der  entwickelte  Theil  gleich 
Null  sein.  Welche  Bedingungen  zwischen 
den  einzelnen  Gliedern  dieses  letzteren 
Theils  stattfinden,  hängt  von  der  jedes- 
maligen Aufgabe  ab.  Die  mit  unabhän- 
gigen Variationen  multiplicirten  Glieder 
sind  dann  ebenfalls  einzeln  der  Noll 
gleich.  Diese  Bedingungen  führen  zu 
einer  Anzahl  Differenzialgleichungen,  die 
nöthigcnfalls  mit  den  Bedingungsglci- 
chnngen  B)  zu  verbinden  sind.  Die 
Constanten  bestimmt  dann  der  entwickelte 
Theil. 

Offenbar  ist  es  eigentlich  unnöthig,  die 
unabhängige  Variable  selbst  zu  ändern, 
wenn  die  Grenzen  des  Integ^rals  fest  sind. 
Denn  wenn  man  nur  den  abhängigen 
Grössen  eine  Aonderung  gibt,  kann  man 
in  diesen  Grenzen  jede  beliebige  Aende- 
mng  des  Integrals  erreichen.  Es  wird 
ans  diesem  Grunde , indem  man  alle 
Thcilsäue  des  Integrals  gleich  Null  setzt, 
eine  Gleichung  identisch.  Aber  auch 
wenn  die  Grenzen  nach  einem  gewissen 
Gesetze  sich  ändern  können,  kann  man 
im  Integrale  die  unabhängige  Veränder- 
liche nnvariirt  lassen,  aber  dann  muss 
eine  Variation  eben  der  Grenzen  ein- 
treten.  Diese  Betrachtungen  werden 
öfter  ebenfalls  der  Variationsrechnung 
zu  Grunde  gelegt ; die  hier  gegebenen 
ziehen  wir  aber  als  allgemeiner  vor. 

Das  Gesagte  ist  jetzt  auf  Beispiele 
anzowenden. 


als  Bedingung  für  beides,  vorausgesetzt, 
dass  keine  Discontinnität  stattfindet.  In- 
dess  ist  diese  Bedingung  weder  aus- 
reichend — es  braucht,  wenn  sie  erfüllt 
ist,  nicht  immer  ein  Maximum  oder  Mi- 
nimum stattfinden  — noch  kann  man 
durch  sie  das  ersterc  vom  letzteren  un- 
terscheiden. 

Indem  wir  die  weitere  Untersuchung 
dieses  Gegenstandes  Vorbehalten,  bemer- 
ken wir,  dass  bei  den  meisten  Aufgaben 
schon  an  sich  klar  ist,  ob  einer  der 
beiden  Fälle  und  welcher  stattflnde. 

Betrachten  w'ir  jetzt  den  Werth  von 
dU  und  zwar  zunächst  den  Theil  unter 
dem  Summenzeichen.  Die  Grössen  (fX|, 


Möge  in  der  Gleichung  6)  nur  der 
erste  Differenzialquotient  enthalten  sein, 
so  hat  man  i*,  =A,=  ...  =0,  also 
die  Gleichungen  5)  geben: 

dx’ 

und  wenn  man  in  6)  den  mit  dx  mul- 
tiplicirten Theil  verschwinden  lässt  (der 
mit  dt  multiplicirte  w’ird  dann  identisch 
Null,  wie  eben  gezeigt  wurde),  bat  man; 

d 

dx  dt 
Der  entwickelte  Theil  aber  ist: 


1) 


"yz — V 
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cft+  Jx  = 0, 

o*, 


wo  für  i die  Grenzwertho  a and  ß,  für 
X die  entsprechenden  Werthe  zu  setzen 
sind.  Sind  die  Grenzen  a and  ß fest, 
so  wird  (fl  and  Jx  gleieh  Nnll.  Seien 
aber  dieselben  so  bestimmt,  dass  für  die 
nntere  Grenze  eine  Gleichang  « = qr , (0* 
and  für  die  obere  eine  andere  x — (t) 

stattfinde,  so  ist  bezüglich: 

(Ta:  = y ,'(0  = 

also  finden  die  Gleichnngen; 

2)  (/.'»-*,)  = 0. 

/■+^  (y,'(<)-*i)=0, 
bezüglich  an  den  Grenzen  statt. 
Beispiele. 

I)  Sei  t die  Abscisse,  x die  Ordinate. 
Es  wird  die  kürzeste  Linie  zwischen  zwei 
Pankten  gesacht,  deren  Abscissenwerthe 
gegeben  sind.  Dieselben  seien  a and  ß. 

Es  mnss  das  Integral,  welches  den 
Bogen  aasdrückt: 

U=f^  V(l+x,>)rft, 

^ tt 

ein  Minimnm  sein.  Der  entwickelte  Theil 
verschwindet,  da  die  Grenzwerthe  fest 
sind.  Man  hat : 

/•=V(l+x^>),  ^=0,  ^ = 

also  nach  Gleichang  1) : 


die  Gleichnngen  2): 

"Vi'(0  = l»  <*7»' (0  = 1. 

was  zeigt,  dass  die  Grade  aaf  beiden 
Curven  senkrecht  steht. 

II)  Gegeben  eine  beliebige  ebene 
Carve,  deren  Gleichang  sei  x = </(<).  Es 
wird  eine  zweite  von  gegebener  Länge 
C gesacht,  derart,  dass  der  zwischen  bei- 
den enthaltene  Inhalt  ein  Maximam  sei. 

Dass  es  eine  solche  gebe,  ist  an  sich 
ersichtlich.  Da : 


/ 


(x— {)  dt 


der  Ansdrack  für  den  Inhalt  des  zwi- 
schen zwei  Carven  liegenden  Flächen- 
styckes  ist,  so  mass : 


ß 


ix-(f(t)]dt 


ein  Maximam  sein  anter  der  Bedingung, 
dass  in  denselben  Grenzen: 


/V(l+ar^>)«ft=C, 


also  constant  ist.  Wir  haben  nach  C) 
des  vorigen  Abschnittes  somit: 

/•=x-y(0+anH-*.*), 

and  die  Gleichung  1)  wird: 


1 


also : 


d.  h: 


((-6)V(1-Hxi*)  = ax„ 


x.*=- 


(t-by 


dx 


also 

dx 


wenn  man  für  x 


= c, 


seinen  Werth 


dt 


setzt: 


(; 


^)*a+c-)=c’. 


oder  wenn  man 


-=A  setzt: 


V(l-c*) 

X = fl  t -|-  A, 

die  Gleichang  einer  graden  Linie.  Sie 
ist  vüllig  bestimmt,  da  zwei  Funkte, 
t = a und  t=ß,  gegeben  sind. 

Wird  aber  nur  angenommen , dass 
diese  Grade  von  zwei  gegebenen  Curven: 

*=7i(0.  * = 7«(0. 

begrenzt  werde,  so  geben,  mit  Rücksicht 
daraaf,  dass  man  hat: 

_ 


also  wenn  man  x^zz—  setzt: 

(t-b)dt 

(t-A)»-j-(x-e)’  = a». 

Die  Carve  ist  ein  Kreis.  Zur  Bestim- 
mung ihrer  Endpnnkte  weiss  man,  dass 
auf  denselben  x =;</(<)  ist,  and  cs  folgt 
ähnlich  wie  in  der  vorigen  Aufgabe,  dass 
in  den  Schnittpunkten  beide  Curven  auf 
einander  senkrecht  stehn.  Zur  Bestim- 
mung von  fl,  b,  c hat  man  die  Gleichun- 
gen 2)  in  Gemeinschaft  mit:  • 


f V(l+*,*)  dt  = 0. 


*1— A-  


^*1  V(i  + «*)’ 


^=V(l-f-fl*), 


Uebrigons  bleibt  eine  Constante  unbe- 
stimmt. 

Ist  die  gegebene  Curve  eine  Grade, 
so  ist  leicht  zu  sehen,  dass  sie  ein  Durch- 
messer des  Kreises  sein  wird. 
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III)  Zwischen  zwei  gegebenen  Pauk- 
ten eine  Curve  zu  ziehen,  derart,  dass 
wenn  letztere  sich  am  eine  Axe  dreht, 
die  Rotationsfläche  ein  Minimum  wird. 

Das  Integral  ist: 

f xY(l+x,‘)ät, 


Setzen  wir  aber  voraas,  dass  die  Carve 
eine  gegebene  Länge  habe. 

Es  muss  dann : 

constant  bleiben,  and  es  wird  das  Inte- 
gral; 


also: 

d/*  _ * xxi 

- v(i+"x7^)’ 

d.  h.  nach  Gleichung  1): 

Man  bat  jedoch : 

dxz:x^  dt, 

and  wenn  man  dt  eliminirt: 


J(x  + hiY(l  + x,*)dl 

ein  Minimum.  Dies  stimmt  genaa  mit 
dem  Vorigen  überein,  wenn  man  x mit 
x-f4  vertauscht,  so  dass  man  erhält: 


t-  b 


t-  6 


x+k  = 


a 

2 


<1 


+ e 


a 


was  wieder  eine  Kettenlinie  ist. 

Geht  sie  durch  zwei  feste  Funkte,  so 
kann  man  wieder  durch  deren  Coordinate 
und  die  Gleichung: 


Vd  + x,»)  _ £ ( XX,  \ 
X,  dx\Y(l-\-  x,^)r 


oder  wenn  man 


ud(xu) 


V(l  + x.*) 


— M setzt: 


dx 


= 1,  tixdu+u'  dx  = dx, 


d.  h. : 


udu 


dx 

X ’ 


1-14» 

oder: 

xV(l -«’)  = «, 

woraus  sich  ergibt; 

X _ adx 

V(l-fx,»)-"’  ‘"'-vrx»-a*)' 
Ein  zweites  Integral  ist  dann: 


w'oraus  sich  ergibt: 


f\(\+x,*)dt  = Q 

die  Grossen  a,  b,  h bestimmen.  Es  er- 
geben sich  aber  zweierlei  Werthe  dafür: 
der  eine  gibt  eine  gegen  die  Rotations- 
axe  convexe,  der  andere  eine  concave 
Kettenlinie.  Die  letztere  gibt  ein  Maxi- 
mum, die  erstere  ein  Minimum. 

Bei  Gelegenheit  dieser  Aufgabe  ist 
eine  allgemeine  Bemerkung  zu  maclien. 
Wenn  man  in  Gleichung  6)  des  vorigen 
Abschnittes  den  mit  Jt  multiplicirten 
Theil  gleich  Null  setzt,  und  annimmt, 
dass  die  Eunction  f,  wie  hier,  t gar  nicht 
enthalte,  so  kommt: 

d{f  l^jXj— AjXj—  ...  — A X ) xz  0, 

fl  II 

also: 

3)  /"~  A|  X| -f- Aj  X j -f-  ...  A X -f-const., 

II  II 

für  unsern  Fall,  wo  A,=  A,=  . ..  =0 
ist,  also: 


t-  b 

x-f-V(x»  — a*)  = ae  ® , 

_ in* 

X— V(x»— <i»)=ae  ® , 

also: 


3a)  /‘=^  Xj-fconst. 

Diese  Gleichung,  welche  mit  2)  gleich- 
bedeutend ist,  ist  also  bereits  einmal  in- 
tegrirt.  — Machen  wir  noch  eine  An- 
wendung : 


x = - 


t—  61 


+ a 


Es  ist  dies  eine  Kettcnlinie. 

Die  Bestimmung  der  Grenzen  für  den 
Fall,  dass  die  Endpunkte  durch  gegebene 
Curven  gehen,  hat  keine  Schwierigkeit. 


IV)  Die  Curve  tu  finden,  welche,  wenn 
sie  um  eine  Axe  rotirt,  den  grössten  oder 
kleinsten  Inhalt  umscbliesst. 

a)  Es  wird  vorausgesetzt,  dass  die 
Can*e  von  constanter  Länge  sei. 

Da  der  gesuchte  Inhalt  gleich: 

dt 
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ist,  nnd  : 

yva+i.»)* 

constant  sein  soll,  so  ist: 

^=x«4-aV(l+Xj»), 

_ ax^ 

V(l+x,*)’ 

also  wegen  3 a)  : 

o:-+V(l+X.*)  = y(i^)+‘. 

oder: 

(x®-5)  V(l+Xj*)+rt  = 0, 

d.  b.: 

{x^-h)dx 

Es  ist  dies  die  Differenzialgleichung  der 
elastischen  Linie.  Ist  *'  der  Krümmungs* 

radius,  so  ergibt  sich 

b)  Wird  aber  voransgesetzt , dass  die 
Oberfläche  constant  sei,  so  ist: 

/*=x»  + axy(l+xj')> 

also: 

d/“  _ axx, 

vö+^y 

und  man  bat  nach  3 a): 

X [x+ a V(l+  X I »)]  = + 6, 

d.  h.: 


a+xy(l-j-Xj*)  = 0, 

worans  sich  ergibt: 

(t— c)’+x*  = a* ; 

man  hat  also  jetzt  einen  Kreis.  Uebri- 
gens  können  für  die  bewegliche  Grenze 

nur  dann  f=.  0 und  = 0 sein , wenn 


Sind  beide  Grenzen  beweglich,  so  fin* 
det  für  die  andere  ein  Gleiches  statt. 


Es  kommt  der  Fall  vor,  dass  die  Func* 
tion  f unter  dem  Integralzeichen  von  den 
Grenzwertben  abhängig  ist. 

Seien  z.  B.  a,  ß die  Grenzen  von  t, 
a,  6 die  zugehörigen  Werthe  von  x, 
und  diese  Grössen  in  x enthalten,  so  ist 
auch  die  auf  sie  bezügliche  Variation 
zu  nehmen.  Es  kommt  also  zu  dem 
Integral  ein  Theil  hinzu : 


+^«  r" 

J „ öa  J a^b 

Die  Variationen  von  a,  ß . , . sind  hier 
ans  dem  Integralzeichen  heranszuziehen, 
da  diese  Grössen  für  die  Integration  con- 
stant sind.  Dieser  Theil  ist  dann  zu 
vereinen  mit: 


ax  = (6-x*)  y(l+x,»). 

Eine  Integration  ist  nicht  möglich,  doch 
zeigt  sich  leicht,  dass  die  Summe  der  beiden 
Krümmungen  der  Rotationsfläche  gleich 

— ist. 

a 

Was  die  Curve  selbst  anbetrifft,  so 
hat  Delaunay  gezeigt,  dass  sie  voA  einem 
Brennpunkte  einer  Ellipse  oder  Hyper- 
bel beschrieben  wird,  welche  auf  einer 
Graden,  der  Rotationsaxe,  rollt. 

Man  kann  in  diesem  Beispiele  anneh- 
men, dass  einer  der  Endpunkte  fest  sei, 
der  andere  aber  beliebig  verschoben  wird. 
In  der  Gleichung  1 a)  sind  dann  dt  und 
(Tz  unabhängig  von  einander,  also  gleich- 
zeitig ihre  Cocfficienten  Null.  Es  ist 
also  für  diese  Grenze: 


/ = 0, 


ÖX| 


= 0. 


Dies  kann  nur  stattfinden,  wenn  b — 0 
ist.  Für  diesen  Fall  also  bat  man  statt 
der  obigen  Gleichung: 


der  sich  Ja  auch  auf  die  Grenzen  be- 
zieht. Ein  Beispiel  wird  dies  klar 
machen. 


V)  Diejenige  (vertical  gedachte)  Curve 
zu  finden,  welche  ein  fallender  Körper 
in  der  kürzesten  Zeit  zurücklegt.  Die 
Zeit  wird  hier  ansgedrückt  durch  das 
Integral : 


X— a-fA 


dt, 


wo  h die  Fallhöhe  ist,  welche  der  An- 
fangsgeschwindigkeit entspricht,  a der 
Werth  von  x,  welcher  der  untern  Grenze 
t=tt  entspricht.  — Setzen  wir  also: 


so  ist: 


bf 

öx,—  y(l  +Xi’)  (x^a+Ä)‘ 
Es  gibt  somit  die  Gleichung  3 a): 
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(ac— (1+J?i*)  = 0. 

Um  dies  za  integriren,  wird  gesetzt. 

* — 

Die  Differenzialgleicbang  wird  dann: 

c dd‘  _ sin  d’ 

2 dt  ~ 1— cos 

deren  Integral  ist: 


^(^-sin  ^)=«-«+e, 


welche  in  Gemeinschaft  mit: 

c 

(1— cos  9)  = x—a-\-h 

eine  Cycloide  gibt. 

Befinde  sich  jetzt  der  Anfangspnnkt  and  Endpunkt  dieser  Cycloide  auf  zwei 
Carrcn,  deren  Gleichungen  sein  mögen: 

x = 7'j(l)  fUr  1 = «,  x = y,(0  für  t=ß, 

so  ist  der  von  den  Grenzen  abhängige  Tbeil  nach  dem  Vorigen: 

/ ^ \f~W,  *■  + 'T*'  w 1^]  / " [/■-^  X. 

wo  die  Zeichen  und  j“  andenten,  dass  in  den  betreffenden  Ausdrücken  be- 
züglich tzzzß  und  t — n gesetzt  werden  soll.  Offenbar  aber  sind,  da  dß  und  da 
von  einander  unabhängig  sind,  diese  Ausdrücke  einzeln  gleich  Null. 

Nun  ergibt  sich  leicht: 

& . 1 df  _ 


x,=cot-j5-,  f= 


Vc(sin|.)‘ 


ij_  1 yq+x,») 

da  2 V(*-ö+A)*  “ 

’/*  df 


dx, 

1 


Vc  ’ 


Vc»  (sin 


Vo  die  den  Grenzen  « und  ß entsprechenden  Werthe  von  & sind.  Setzt 

man  dies  in  die  beiden  Theile  des  obigen  Ausdrucks  ein,  die  der  Null  gleich 
sind,  so  kommt:  ° 


also: 


1 + y /(«)  cot  ^ =0,  l+(r,'(ß)  cot  ^ =0, 


d.  h, : In  beiden  Schnittpunkten  der  Cycloide  sind  die  Grenzeurven  parallel 
Da  cot  -^=X|  ist,  so  ist  die  zweite  Curve  auf  der  Cycloide  senkrecht  (dies 

ist  übrigen^  schon  nach  dem  Früheren  klar). 

Es  ist  oft  bei  geometrischen  Problemen  besser,  statt  der  Gleichung  in  recht- 
wmkhgcn  Coordinaten  andere  Beziehnngen  einzuführen. 


t 
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VI.  Diejenige  Cunre  za  finden,  welche  in  Gemeinschaft  mit  der  Evolute  und 
den  Krümmungsradien  im  Anfangs-  und  Endpunkte  den  kleinsten  Inhalt  ein- 
schliesst. 

Der  Ausdruck  für  diesen  Inhalt  ist  ^ j' q ds,  wo  q der  Krümmungsradius , s 

der  Bogen  ist.  Sind  x und  y die  rechtwinkligen  Coordinaten,  y^  die  ersten 
DifTerenzialquotientcn  nach  s,  x,,  y,  die  zweiten,  so  ist  bekanntlich: 

da: 

•>^i’+yi*  = l 

ist.  Diese  Gleichung  ist  eine  Bedingung  zwischen  x,  y und  i;  es  muss  also, 
wenn  X ein  unbestimmter  Factor  ist,  sein: 

In  Gleichung  6)  des  vorigen  Abschnitte  ist  t mit  s zu  vertauschen ; auch  treten, 
wie  daselbst  angedentet,  die  auf  y bezüglichen  Thoile  hinzu.  Man  bat  dann,  da 

df 

f von  X und  y frei  ist,  ffir  die  mit  cTx  und  <fy  mnltiplicirten  Theile : ^ = <^so: 


Cfk  i ^ d l m ^ _ . 

-^  = 0,  — z=0,  l^i=o,  /i  = 6. 


dt  . 


Es  ist  aber: 


-•  ’ '-'JC  »Vi*.. 

woraus  sich  ergibt: 


t I -IL-Üi 

* dx , dt'  ^ dyi  dt  ' 

k I -K 

“ y*p*t 


9Uf 

‘t 


i -■,r— ‘■ 
y ir  - - - 3 


fl,  »,_2iy,+— _ 


Eliminirt  man  A hieraus,  so  kommt: 


yi 


dt 


dt 


= ayj-6xj, 


oder : 

(yi^i--tiy,) 

und  durch  Integration,  da: 


ist: 


X,  1 


(y  i *s  -*i  yi)  e' =oy-fcx+c, 


oder : r 

p»  = 6x— ay— c.  • 

Wenn  man  aber  die  Werthe  von  a und  b bezüglich  mit  x,  und  y^  multiplidrt 
und  addirt,  so  ergibt  sich,  da: 


*i  »i+yiy»=o 


ist : 


also  -da: 


(•»f»s+y»y»)=«*i+*ys. 


"•.P 
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ist: 


2^  = rtx,+  *yn 

also  durch  Integration: 

2(i  = axt  +l^y^+e. 

Sei  l der  Winkel  der  Tangente  mit  einer  festen  Linie,  so  ist: 

d$  ' . , 

also  wenn  a—mcosh,  6=:m8inA  gesetzt  wird: 

2 di  = (»n  cos  (/— Ä)+ e) 

also  durch  Integration: 

2s  = m sin  (/— 

Die  Curve  ist  die  Evolvente  einer  Cycloide  (vergleiche  den  Artikel:  Trajectorie). 
Der  vom  Integralzeichen  freie  Theil  ist: 

/ß 

x^  — k,x^  — l^^f^  — l^y,)ds^{■k^  dx-{^k3dx^i^  tfy,]. 

0 

Ale  untere  Grenze  ist  Null  genommen,  da  im  Anfangspunkt  der  Bogen  s immer 
gleich  Noll  gesetzt  worden  kann.  Es  ist,  da: 

ist,  an  der  Grenze  f=Q-  Wir  nehmen  an,  dass  die  Endpunkte  fest  sind,  dann 
ist  noch:  dx=Jy-0,  <fx,  und  cfy,  aber  sind  ganz  willkürlich,  also  ihre  Coeffi- 
cienten  der  Null  gleich,  d.  h.: 

(»*  = p*yj  = 0, 

oder: 

e*^i=e*yi=o, 

und  da  in  der  Gleichung:  Xj*  + yi*z=l  nicht  Xj  und  yi  verschwinden  können, 
p = 0.  Nun  war: 

p*  =6x— oy  — c, 

also  an  beiden  Grenzen: 

bx—ay—c  — 0. 

Ist  die  Verbindungslinie  beider  Endpunkte  Axe  der-  x,  so  sind  die  entsprechenden 
y gleich  Noll,  also  an  den  Grenzen: 

wenn  ||,  die  entsprechenden  Abscissen  sind,  d.  h.: 

fi)  = 0,  und:  6 = c = 0. 

Die  Gleichungen  der  Curve  werden  in  diesem  Falle: 

(i^  = — ay,  und:  2p  = nX|, 

oder : 

2 rif  = a cos  / 2s  = a sinZ-j"^- 

Die  Curve  ist  eine  Cycloide.  In  der  That  ist  ja  eine  Cycloidenevolvente  selbst 
eine  Cycloide.  Liegen  die  Endpunkte  aber  auf  gegebenen  Curven,  so  ergibt  sich 
wie  oben : 

6x— oy— c = 0, 

also  wenn  man  für  die  Endpunkte  noch  y = 7i  und  =7,  nimmt: 

f f I _ *1%  ?i 

ab 
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Ausserdem  aber  ist  nun: 

Jbj  = 0,  d.  h. : atTf  ,4- = 0, 

und  wenn  7 (|,)  die  Gleichung  der  einen  Orenzcurvc  ist: 

— — — (f  'd  )=iAnii 

L — X.  \>i)  — - _ „ » 

® *l7  *U 

d.  h.  wie  leicht  zu  sehen,  die  Verbindungslinie  der  Endpunkte  steht  auf  beiden 
Orenzcurven  senkrecht. 

VII)  Die  Curve  von  bestimmter  Länge  zu  finden,  die  den  tiefsten  Schwer- 
punkt hat. 

Lassen  wir  die  Dichtigkeit  der  Curve  zunächst  einem  beliebigen  Gesetze 
folgen,  und  sei  fk  dieselbe,  so  ist  der  Schwerpunkt  gegeben  durch  die  Formel: 

1 

rß 

wo  Azz  i ^ ds  die  Masse  ist , welche  also  constant  sein  muss.  Dazu  kommt 
« 

die  zweite  Bedingung,  dass  = l sei;  & wird  nun  Function  von  $ sein. 

Es  ist  also  : 

r=&iy-k)+kix,'+y,*-l). 

Die  mit  Jx  und  dy  multiplicirten  Theile  sind  nun: 

tf-iL-o 

dx  ds  dy  rf* 

df  . of 

*j=^_2AXi,  — 2Ayi, 


also: 


d.  h. : 


?-^=o,  ^/=», 

ox  °y 


2Axj=a,  J*»  ds—2ky^z=z—b. 


wo 


^l.y^^=.M+by 

M=z  j* 9 ds.  M ist  von  A zu  unterscheiden,  da  das  erstere  Integral  ein  un- 
bestimmtes ist. 

Durch  Quadriren  der  beiden  Gleichungen  erhält  man: 

2A  = V(fl*+(Af-f6)«), 

und  dann: 

, ads  . (M-^b)ds 

^y-—2i  • 

Die  Integration  setzt  voraus,  dass  itf,  also  9^  bekannt  sei. 

Ist  die  Dichtigkeit  constant,  so  ist  J=l,  M=s. 
dx  dy 

Setzen  wir  — = cos/,  -^=:sin/,  so  kommt: 
dt  dt 

j L »+  ft  , 

J = mT  JL»  h.:  =scotf. 

dx  iil-f-  0 a 

Die  Curve  ist  eine  Kettenlinie  (vergleiche  den  Artikel:  Transformationscoor- 
dinaten). 

In  den  letzten  Aufgaben  ist  oft  der  Bogen  als  unabhängige  Veränderliche 
angenommen.  In  diesem  Falle  ist  immer  die  Bodingungsgleichung : 

dx  • du  ^ 
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hinsazafOgen,  aach  dann,  wenn  mir  eine  der  Coordinaten  Vorkommen  sollte;  dies 
ans  dem  Grunde,  weil  ohne  diese  Bedingung  nicht  immer  eine  Gleichung  zwischen 
reellen  x und  % eine  Cnrve  vorstellt,  da  y imaginär  werden  kann. 

Die  folgenden  Aufgaben  beziehen  sich  auf  Gurren  im  Baum. 

VIII)  Die  kürzeste  Linie  auf  einer  Fläche  zn  finden. 

pß 

Ein  Minimum  ist  der  Bogen  j ds,  wenn  s die  Bogenlänge,  x,  y,  t die 
Coordinaten  sind.  Die  hinsugefügte  Bedingung  ist: 

».  *)  = o, 

wenn  dies  die  Gleichung  der  Fläche  ist. 

Ausserdem  muss  sein: 

wo; 


dir 


dy  dt 

y‘=r,’  *‘=rs 


gesetzt  wird.  Also: 

Mögen  der  Grösse  für  x,  die  Grössen  für  y,  m^  für  t entsprechen,  so  ist: 

*j  = ^=2,axj,  /,  =2/iyi,  mj  = 2^Zp 

dx~  dx  ’ dy~  dy*  dt~  d»  ’ 
also  die  entsprechend  mit  dx,  dy,  dz  multiplicirten  Glieder  geben : 
dF  d dF  d dF  d 

^dr~^di  ^d^~^Ts  ^ dT“^ds 

Diese  Gleichungen  werden  mit  x,,  y,,  mnltiplicirt  und  addirt.  Es  kommt: 

0 = 2(x,>+y^*+Si*)^+2.tt(x,x,+yiy,+*i*,)* 

Das  letzte  Glied  verschwindet,  also: 


^ = 0,  ft=e. 


und  somit: 


d F dF  dF 


dx'  dy  dt 


TT  = x,:y» 


X,,  y,,  z,  sind  proportional  den  Cosinus 
der  Winkel,  welche  das  Loth  auf  der  in 
der  Krömmnngsebene  befindlichen  Nor- 
male der  Corvo  mit  den  Axen  machte 

T— , -r— , -r~  ®ber  den  Cosinus  derjeni- 
dx  dy  ’ ds  •' 

gen  Winkel , welche  die  Normale  der 
Flüche  mit  den  Axen  macht.  Hieraus 
folgt  die  allgemeine  Eigenschaft  der  kür- 
zesten Linie: 

„Ihre  Krümmungsebene  geht  in  jedem 
Punkte  durch  die  Normale  der  Fläche.“ 

Es  ist  leicht  zu  zeigen , dass  für  die 
Kugel  der  grösste  Kreis  diese  Bedingung 
erfüllt. 

Eine  andere  Eigenschaft  der  kürzesten 


Linien  wollen  wir  unmittelbar  ans  dem 
Begriff  der  Variation  ableiten. 

Lege  man  nämlich  durch  jeden  Punkt 
der  kürzesten  Linie  eine  die  Fläche  be- 
rührende Ebene  so,  dass  alle  diese  Ebe- 
nen eine  abwickelbare  Fl&che  einhüllen, 
durch  deren  Abwickelung  die  kürzeste 
Linie  in  eine  ebene  Curve  verwandelt 
wird.  Im  Begriff  der  Berührnngsebene 
liegt  es  nun,  dass  die  nach  einer  Seite 
der  kürzesten  Linie  derselben  unendlich 
nahe  gelegene  Curve  auf  der  Fl&che 
ebenfalls  in  dieser  abwickelbaren  Fläche 
liegt,  denn  jede  Tangentialebene  mnss 
so  gedacht  werden,  als  wenn  sie  die  dem 
Berührungspunkte  unendlich  nahen  Paukte 
der  Fläche  mit  amschliesst.  So  wird 
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denn  bei  Abwickelungen  diese  nächste  gebildeten  abwickelbaren  Fläche  zugleich 
Curve  mit  abgcwickelt.  Ihr  Unterschied  die  kürzeste  Linie  in  die  Ebene  ge* 
von  der  kürzesten  ist  eben  die  Varia-  wickelt  wird,  so  entsteht  eine  Grade.“ 
tion,  und  diese  muss  gleich  Null  sein.  Diese  Eigenschaft  bezieht  sich  auch, 
Also  auch  für  die  abgewickelte  Curve  da  die  Schlüsse  nngeändert  bleiben,  auf 
ist  die  Variation  gleich  Null,  und  diese  andere  Linien,  auf  Flächen,  denen  Mi- 
mithin eine  kürzeste  in  der  Ebene,  d.  h.  nimum  - und  Maximum- Eigenschaften 
eine  Grade.  Also  : zukomraen. 

„Wenn  durch  jeden  Punkt  der  kür-  An  den  Grenzen  ist  nun  noch  f=l, 
zesteu  Linie  eine  Berührungsebene  ge-  da  F und  x,  2|*  = 1 verschwin- 

legt  wird,  und  mit  der  von  allen  diesen  den,  und  man  erhält  aus  der  Gleichung: 

I ’ {f-k,  x^-l^  y^-n^  2i)  ifs-fAi  dx-\-k^  dy+k^  (fz  = 0, 

•l 

wo  S|  und  Sj  die  Grenzwerthe  sind: 

I *[(l-2c)  ds+2c(x^  dx^{■y^  dy+z^  (fz)]  = 0. 

ds  ist  unabhängig  von  dx,  dy,  dz,  also  an  beiden  Endpunkten: 

Xi  (fjr  + yi  dy  + z^  dz  = 0. 

Ist  z.  B.  anf  der  Fläche  eine  Curve  gezogen,  in  der  der  eine  Endpunkt 
liegt,  so  sind  <fx,  dy,  dz  die  dieser  Curve  entsprechenden  Acndernngen  der  Coor- 
dinaten.  Dieselben  sind  proportianal  den  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Tan- 
gente daran  mit  den  Axen  macht,  und  die  Grenzglcichung  drückt  wieder  aus, 
dass  die  kürzeste  Linie  auf  dieser  Curve  senkrecht  steht.  Allgemein  aber  drückt 
der  Ausdruck: 


* *1 

I (1— 2c)  dt-\-2c(x\  tfx+y,  ify + S|  dz) 

»I 

die  Variation  des  Bogens  s,  also  ds  aus,  da  der  unentwickelte  Tbeil  verschwun- 
den ist.  Das  Nämliche  ist  offenbar  die  Bedeutung  des  Ausdruckes  — s,), 
also : 


ds  = (l—2c)d$  + j 2c(x^  dx■^^y^  dy  + z^ 


dz), 


oder : 

/», 

(xj  (fx-f-y^ 

»s 

Denkt  man  sich  nun  unendlich  viel  kürzeste  Linien  neben  einander,  nnd  sei  o 
das  dnreh  ihre  Endpunkte  gebildete  Bogenclement,  so  ist: 

dx  du  „ , dz  , 

also  wenn  die  Winkel  sind,  welche  diese  Curven  bezüglich  mit  der  kür- 

zesten Linie  machen,  so  ist: 


(fs  = cos  (f^  (fa— cosy  , da^, 


wenn  yo  ‘1®*^  andern  Endpunkt  geht.  Sei  dieser  fest,  so  da^=0,  steht  die 
zweite  Grenzenrve  auf  den  kürzesten  Linien  senkrecht,  so  ist  cos  yo  = 0,  also  in 
beiden  Fällen : 

(fs  = co8 y , da.' 


Sind  alle  kürzesten  Linien  gleich,  so  ist  (fs  = 0,  also  cosy  =;0,  d.  h.: 

„Wenn  man  von  einem  Punkte  oder  von  einer  beliebigen  Curve  aus  senkrecht 
anf  derselben  eine  Schaar  kürzester  Linien  von  gleicher  Länge  zieht,  so  ist  die 
Verbindungslinie  der  Endpunkte  senkrecht  auf  allen  kürzesten  Linien.“ 
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vro : 


IX)  Auf  einer  Fl&che  ist  eine  Curve  gegeben.  Es  wird  eine  zweite  gesucht, 
die  in  Gemeinschaft  mit  ihr  bei  gegebener  Länge  den  grössten  Inhalt  einschliesst. 

o % öi 

Sei  F=0  die  Gleichung  der  Fläche,  ^—P'  ~ 9 daraus  gezogenen 

partiellen  Differenzialqnotientcn  von  z,  so  ist  der  gesuchte  Inhalt  J'vdx, 

yo 

und  y,  , y die  bezüglich  der  gegebenen  und  gesuchten  Gurre  entsprechenden 
Werthe  von  y sind,  v ist  also  eine  Function  von  t und  y.  Nimmt  man  den 


Bogen  als  unabhängige  Veränderliche,  so  ist  wieder 


ieder  | r rfs 


das  zu  unter- 


suchende Integral,  und: 

»f  ,iF  dv  df  SF  dv  )f  »F 


dx 


dx  dy  dy 


dt  dz  ’ 


A:,=^^  = e+2//Xj,  /,  =2uyi,  »ij=2^z„ 

and  die  mit  dx,  di  multiplicirten  Thelte  werden: 

— - ^(P+2,uxJ 

^ ‘ dx~  dt  -2«a-,-f-2x,  +j, 


dz 

dF 


dt 


dt' 


„ <lF 


Mnltiplicirt  man  mit  z,  und  addirt,  so  kommt,  da: 

di)  du  dv 


Hy  dt 


ist : 


also  : 


0 = ^,  f.  = c. 


. HF  H«  , 

j dF 
^ dy 


und: 


de 

^y 


= V(l4-p’+y*). 


Sind  n,  k,  {t  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Tangente  an  die  Fläche,  welche 
auf  der  Curve  normal  ist,  mit  den  Axen  macht,  so  erhält  man,  da  2?^,  ^ 

die  Cosinus  der  Winkel  sind,  welche  die  Tangente  an  die  Curve  selbst  mit  den 
Axen  macht,  ntfi  — kXi  als  Cosinus  des  Winkels,  welche  die  durch  beide  Graden 
gelegte  Ebene  mit  der  Ebene  xy  , also  die  Normale  an  die  Fläche  mit  der  Axe 
der  t macht,  und  deshalb  ist: 
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MaltipHcirt  man  non  die  drei  Glcichnngen,  welche  die  Gurre  geben,  bet&glich 
mit  71,  k,  p,  so  kommt: 

2c(n  x,4-l:y,+p2,)  = 1. 

Ist  r der  Haupt-KrUmmangsradius  der  Curro,  so  sind  rx,,  rs,  die  Cosinus 
der  Winkel  derselben  mit  den  Axen,  also: 

r(nx,-f*y,  4-ps,)  = co8 

wenn  & der  Winkel  ist,  welchen  die  Hauptnormal«  mit  der  Normale  an  die  Gurre 
macht,  welche  die  Fläche  berührt,  und  somit: 


2c  cos  9 = r, 


oder: 


r _ £ 
cos  9 ” 2c' 


so  dass  dies  Verhältniss  constant  ist.  — Wie  bei  der  rorigen  Aufgabe  folgt  übri- 
gens. dass  die  Gurre,  in  gleicher  Weise  abgewickelt,  dieselbe  Maximumeigen- 
schaft  in  der  Ebene  behält,  also  einen  Kreis  gibt. 

Ist  die  gegebene  Fiächc  eine  Kugel,  also: 


x*-|-y*-f  »•  — «*  =0, 
^’-2x  ^-2v  ^-2t 


V(l+p*+9>)  = ^, 

« z 

also 

2i  xe— y,  =2cx,  t,  2Ayt-fXj  = 2cy,  t,  2It=:2ct„ 
also  wenn  man  l eliminirt; 


2c(xs,-x,  *)=y^,  2c(y*,-y,*)=-Xj, 

und  durch  Elimination  ron  z,  : 

2c  (yx,-xy  ,)  = *!. 

Diese  drei  Gleichungen  lassen  sich  integriren: 

2c(xz,-XiZ)  = y+/9,  2c(zyj-y*i)  = Xj-f-«,  2c(y  x, -xyjzrs-f-y, 
und  wenn  man  ans  den  beiden  ersten  z eliminirt: 

— 2c»(y  Xi— xy,)  = x*-f  y*-fax-f/9  y, 
also  nach  der  dritten  Gleichung: 

*•  4-y  • +»* +«  X+ y -f  y t = 0, 

ax+ßy-{-yz=s-l. 

Die  Gurre  ist  eine  ebene,  somit  ein  Kreis. 


X)  Die  Gurre  des  kürzesten  Falles  (Brachystochrone)  auf  einer  gegebenen 
Oberfläche  zu  Anden. 

Sei  ein  materieller  Funkt  auf  der  Fläche  einer  Kraft  unterworfen,  deren 
Componenten  bezüglich  gleich  X,  Y,  Z sind.  Ist  e die  Geschwindigkeit,  so  hat 
man  rermöge  des  Satzes  ron  den  lebendigen  Kräften: 


5a’  = 2^  (X<tc-|-r  rfy-i-Z  dz). 


wenn  wir  annchmen,  dass  die  Grösse  unter  dem  Integralzeichen  ein  rollständiges 
Differenzial  ist.  ist  die  Anfangsgeschwindigkeit. 

Die  Zeit,  in  der  der  materielle  Punkt  den  Baum  zwischen  zwei  gegebenen 
auf  der  Fläche  durchläuft,  ist  gegeben  durch  die  Gleichungen:  ds  = t>dt,  und 

^ Gleichung  der  Fläche,  so  mus  sein  J* ~ ein  Mini- 
mum, unter  den  Bedingungen: 

F=0,  *t*+y,*  + *t*  = l, 


r=i+AF+^.(*,*+y.*+«,*-l), 


also: 
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* 


1 

de 

dF 

dx 

~ t* 

di+^ 

dx  ’ 

1 

d® 

dF 

“ w» 

^ 

¥’ 

'!£ 

1 

dF 

dz 

~ e* 

dz  ’ 

*1. 

'.«yi» 

II,; 

Die  mit  dx,  dy,  dz  multiplicirtea  Tbeile  geben  die  Gleichungen : 

1 Ci  ^ / \ 

2 dr  dF  n rf  , V 

1 dr  . , dF  „ rf  , , 

r’  d»  di  ds^ 
and  der  mit  ds  moltiplicirtc  Theil; 

1 = 2«  (I, •+»,*+«, ■)+<•. 

V 


d.  h. : 


Es  ist  dies  auch  eine  Folge  der  obigen  Gleichnngen. 

Durch  üntersnehnng  der  Grenzbedingungen  findet  man  leicht  c = 0,  also: 


JL  ^4. 1 A 

c»  dx  dx  ~ d$\v  /' 
- £. 

V*  djf  dy  ds  /' 

i.  TM 

r»  dz^^dz  ~dt\v/ 


Mache  diejenige  Tangente  A an  die  FlAche,  welche  auf  der  Curve  normal  ist, 
Winkel  mit  den  Axen,  deren  Cosinus  a,  ß,  y seien,  so  hat  man,  wenn  diese 
Gleichungen  bezüglich  mit  o,  ß,  y multiplicirt  und  addirt  werden : 

1 / dt)  d®  de)\  1 cos  (p 

e*  \ dx*^^  dy  ^ dz/  ® r ’ 

wo  r der  Krümmungsradius,  y der  Winkel  ist,  welchen  die  Grade  A mit  dem- 
selben macht. 

Nun  ist: 


V 


dv 

di 


= X,  .^=K, 

dy 


also ; 

(X«-f  r/?+Zy)-f-cosy  =0, 

oder  wenn  9 der  Winkel  ist,  welehen  die  Mittelkraft  Ä von  X,  F,  Z mit  der 
Graden  A macht: 

e* 

R cos  \px. cos  if  : 


Der  leutc  Theil  der  Gleichung  ist  die  nach  A zerlegte  Contrifugalkraft.  der  erste 
die  nach  A zerlegte  wirkende  Kraft,  also  die  Spannung,  welche  der  Punkt  nach 
Richtung  A erleidet,  verdoppelt  sich  bei  der  Brachystochrone  gegen  die,  welche 
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stattflnde,  wenn  Kraft  R allein  wirkte,  wenn  v = 0,  also  der  Punkt  in  Ruhe  wäre. 
Für  den  Fall,  dass  die  Schwere  allein  wirkt,  hat  man  A=K  = 0,  ZsR=g^  also: 

» o / IN  2(s— A)cosy 
®*=2o(s— A),  r = — ^ 

Y 

Wird  die  Grade  Ä bis  zu  einer  Horizontalcbcnc  verlängert,  deren  Gleichung 
i = h ist,  und  welche  durch  den  Funkt  gehen  würde,  von  welchem  aus  sich  der 
materielle  Funkt  bewogt,  wenn  die  Anfangsgeschwindigkeit  Null  wäre,  so  ist  die 

s — A 

Länge  dieser  Graden  gleich  , und  die  doppelte  Länge  der  Frojcction  dieser 

Linie  auf  die  Krümmungsebene  gibt  also  den  Hnnptkrümmungsradius. 

Wir  haben  oben  schon  die  Brachystochronc  in  der  Ebene  betrachtet,  im  Falle, 
w’o  nur  die  Schwere  angreift.  Nehmen  wir  jetzt  den  allgemeinsten  h'all,  wo  also 
nur  die  Bestimmung  stattfindet,  dass  X <lx^  Yd  y -{-Zdi  ein  vollständiges  Diffe- 
renzial ist,  aber  die  Curve  nicht  gezwungen  ist,  auf  einer  Fläche  zu  bleiben.  Die 
Gleichung  F=0  fällt  dann  weg,  und  man  hat: 


wo  r,  =-7-  ist. 
ds 


dv  _ 

— -v^x^+vx^=0, 

du 


dv  /%  /X 

^-®iyi+*’ya=o, 


Seien  a,  b,  c die  Cosinus  der  Winkel,  w’elchc  die  Krümmnngs- 


ebene  mit  den  Coordinatenebenen  macht,  so  erhält  man,  wenn  man  bezüglich  mit  a, 
A,  c multiplicirt  und  addirt; 

dv  dv  dv 

et -r — h A “h ® oder:  oX-^AF-l-cZ~0j 

dx  dy  dz 

d.  h.  die  Resultante  R liegt  in  der  Krümmungsebene.  Multiplicirt  man  mit 
y,,  z,  und  addirt,  so  kommt,  wenn  r der  Hauptkrümmungsradius,  01  der  Winkel 
desselben  mit  der  Resultante  ist: 

V* 

R cos  bl= . 

r 

Dieser  Gleichung  lässt  sich  eine  Auslegung  ganz  wie  oben  geben. 

Hat  man  nur  eine  Centralkraft,  und  ist  deren  Ausgangspunkt  Anfangspunkt 
der  Coordinaten,  so  bat  man: 

du  Rx 

r— = X = — , 
äx  Q 

und  ähnliche  Gleichungen  für  die  andern  Compenenten.  q ist  hier  der  Radins- 
vector.  Unsere  drei  Gleichungen  werden  dann : 

Rx  A % I A I A 

— -u,  Xi-fcx,=0,  — -Vi  yi+ryi=0,  — -v,Zi-t-PZ,  = 0, 

Durch  Elimination  von  r kommt : 

-üi(yr,-zyi)-f-p(y  s,-zy,)  = 0, 
und  zwei  symmetrische  Gleichungen.  Integration  gibt  dann: 

yz,— zyi=ei>,  v,  xy,  — yXi=Ar. 

e,  f,  A sind  Constanten.  Multiplicirt  man  mit  x,  y,  z und  addirt,  so  ist: 

ex-{-fy-\-hz-0. 

Die  Curve  ist  eine  ebene.  Wirkt  nur  die  Schwere,  so  wird : 

Ä = y,  t*  = 2y(s— A),  r = 2(z— A)cosui. 

Diese  Gleichung  cbaraktcrisirt  die  Cycloide. 

XI)  Die  Brachystochrone  im  widerstehenden  homogenen  Mittel  zu  fiuden. 

Dass  diese  Curve,  wenn  die  Schwere  allein  wirkt,  sich  in  der  Verticalebene 
befinden  muss,  ist  leicht  einzusehen.  Ist  wieder  v die  Geschwindigkeit,  so  ist  der 
Ausdruck  für  die  Fallzeit: 
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Eb  sei  ferner  der  Ausdruck  für  den  Widerstand,  der  jedenfalls  eine  Function 
von  V ist.  Man  hat  dann: 

dt> 

p — — ist.  Die  Bedingungsgleichungcn  also  sind: 

. 

Xi»+y,*-l  = 0,  cp,+y(e)-yyi=0, 

/■=— 

V 

Man  hat  hier  drei  von  s abhängige  Variablen  x,  y,  v.  Beziehen  sich  Aj,  n^ 
bezüglich  auf  diese,  so-  ist; 


dy 

k^  = 2fix,,  li  = 2fiyi-gl,  n^-lv. 
Die  mit  öx,  dy  multiplicirten  Theile  geben  dann: 

— (2jUXj)  = 0, 


integrirt: 

2ux^  = a,  ^ (2,xiy^— yA)  = 0,  2^uy,-yA  = 6. 

Der  mit  ds  multiplicirto  Theil  gibt  noch: 

— = 2u— yAy,+A  r w ,+c.  • 

a,  6,  c sind  Constanten.  Setzt  mau  in  die  letzte  Gleichung : 

yVi  =='/ 

so  kommt : 

— = 2u  — Ay  (t)+e- 
r 

Ans  den  Grenzbetrnchtungen  aber  ergibt  sich,  dass  e = 0 ist. 

Diese  Gleichung  verbindend,  mit  den  beiden  andern  Integralen  und  den  beiden 
Bedingungsgleichungcn,  kann  man  A,  x,,  y^  eliminiren,  und  erhält: 

Diese  Gleichung  gibt  t als  Function  von  s,  und  in  Verbindung  mit: 

r v,+y(t')-yyi  = 0 

auch  y als  Function  von  s. 

Betrachten  wir  noch  die  Grenzgleichung.  Sind  s,  die  Grenzwerthe , so 
hat  man  für  den  entwickelten  Theil: 

I 2,u4-A(y  y,+»*’,)d“54-2ux^  «fx+(2uy , — yA)  Jy+Ar  (frj, 

*L 

d.  h. : 

t ** 

e *|)4- / (a  (fx+6  (fy+At»  cfr). 

' *1 

Da  «f(s,— »j)  willkürlich  ist,  so  muss,  wie  bereits  oben  angenommen  wurde,  e = 0 
sein.  Ist  am  Anfangspunkte  der  Bewegung  die  Geschwindigkeit  gegeben , so  ist 
daselbst  tTe  = 0;  am  andern  aber,  wo  dv  veränderlich  ist,  muss  A = 0.sein,  da, 
wenn  man  A im  Allgemeinen  bestimmt  hat,  dv  als  von  dx  und  dy  ganz  unab- 
hängig zu  betrachten  ist.  Es  ist  also  in  diesem  Funkte: 
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2^x,=«,  2fiyi—b, 


^—yj. 

a ~ b' 


d.  h.  die  Tangente  an  der  Curvc  in  diesem  Funkte  macht  Winkel  mit  den  Axen, 
deren  Cosinus  sich  wie  b und  a verhalten.  Sind  von  der  Brachyslochrone  nicht 
die  Endpunkte  gegeben,  sondern  nur  zwei  Curven,  durch  welche  sie  geht,  so  lehrt 
die  Gleichung  a Jx-\-b  Jy  = 0 wieder,  dass  beide  auf  der  Brachystochrone  in  ihren 
Endpunkten  senkrecht  stehen. 

XII)  Ein  biegsamer  Faden  beßndet  sich  auf  einer  gegebenen  Fläche.  Wann 
ist  sein  Schwerpunkt  am  tiefsten? 

Ist  die  Axe  der  z der  Schwere  gleich  gerichtet,  so  ist  der  Ausdruck  für  den 


Schwerpunkt 


m Z ds  ^ 

— , aber  / d$  ist  die  gegebene  Länge , die  wir  gleich  c setzen, 


/* 


also  constant.  F—Q  sei  wieder  die  Gleichung  der  Fläche.  Man  hat  also: 

/"=  s-c+^  (x,  * I * -}-Zi  ’ -1) -f  A F, 

dx~  dx'  dy~  dy'  Öz~^  dz' 

n^=2^Z|, 

also  die  mit  cfx,  dy,  dz  multiplicirten  Ausdrücke  sind: 

und  der  mit  ds  multiplicirte  Theil  gibt: 

s — e = 2u,  ' 

wo  e eine  Constante  ist. 

Mache  die  Grade  A,  die  wir  wie  in  X)  bestimmen , die  Winkel , deren  Cosi- 
nus «,  ß,  Y sind,  mit  den  Axen,  so  erhält  man  wie  dort: 

y = 2«(«x,-l-/Sy,-fyz,), 

oder: 

r = sin  !h, 

y 

wo  & der  Winkel  des  Hauptkrümmungsradius  r mit  der  Flächennormalo  ist. 


4)  Zu  rück  füll  run  g der  Theorie  der  Maxima  und  Minima  ein- 
facher Integrale  auf  eine  partielle  Differenzialgleichung. 

Nach  Harailton’s  Betrachtungen  und  derjenigen  Deutung,  welche  ihnen  Jakobi 
gegeben , ist  jede  mechanische  Aufgabe  zarückznführcn  auf  eine  partielle  Diffe- 
renzialgleichung zweiter  Ordnung.  Jakobi,  indem  er  nachweist,  dass  der  Grund 
davon  der  sogenannte  Satz  von  den  kleinsten  Wirkungen  sei  (siehe  den  Artikel : 
Dynamik),  weiche  die  mechanischen  Probleme  zu  einer  einzigen  Anwendung  der 
Variationsrechnung  machen , zeigt,  dass  jedes  Maximum-  oder  Minimumproblem, 
w'clchcs  auf  ein  einfaches  Integral  führt,  derselben  Betrachtung  zugänglich  ist. 

Wir  wollen  diese  Theorie  hier  noch  geben.  Zu  dem  Ende  wollen  wir  den 
Variationen  der  Integrale  aber  eine  einfachere  Form  geben. 

Sei  t die  unabhängige  Variable,  x,,  x,  . . . x^^  abhängige  Variablen,  so  war 

ein  Integral  von  der  Form  zu  betrachten: 

S=J* («j  (ix,+ttj  urfl)- 

Ult  u,  . . . enthalten  x, , x,  . ...  x^,  beliebige  Difforenzialquoticnten  dieser 
Grössen  nach  t und  t selbst.  Setzen  wir  also: 


dx 
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dx 


w+i  _ 
dl 


dx 


«4-2 
— ■ — = x 
dt  2«-f2 


dx 

ln 

—z — = X , 
dl  .5« 


dx 


u 


dt 


= yi. 


dx^ 

~di=^n 


Unter  y^,  yi  • • • y^j  sind  hier  die  höchsten  DifTerenzialqaotientcn , welche  Vor- 
kommen, bezüglich  von  x,,  x,  . . . x^  verstanden.  Mit  Hülfe  dieser  Gleichun- 

dx 

gen  lassen  sich  alle  Differenzialqnotienten,  also  auch  die  Coefficienten  <fx,  =-7—  dt, 

dt 

n.  8.  w.  eliminiren,  und  man  hat: 


=frdt. 


wo  V eine  Function  der  Grössen  x,  deren  Anzahl  m sei,  die  « Grössen  y und  t 
enthält.  - 

Nun  können  noch  andere  Bedingungsgleichnngcn  zwischen  x und  y,  jedenfalls 
aber  weniger  als  n,  vorhanden  sein.  Sei  ihre  Anzahl  p,  so  eliminiren  wir  mittels 
derselben  die  Grössen  y , y . . . • V und  können  dann  die  gegebenen 

•'fl  •'II—  I •'II— p— 1 ^ ^ 

dx  I 

Werthe  von  u.  s.  w.  auch  schreiben: 
dt 


dx, 


-dr=^^’ 


dx. 


dx 
■ m 

— p-  = ic  . 

dt  m 


Die  Grössen  tr,  . . . sind  Functionen  der  x und  der  noch  übrigen  y,  an 
Anzahl  n—p,  wenn  man  der  Symmetrie  wegen  für  uueh  setzt 

*®  I > w,  • • • 

Führt  man  nun  m unbestimmte  Factoren  ein,  so  hat  man 

nach  dem  Obigen  die  Variation  zu  nehmen  von: 

nt  p / r»—  tn  V r “ «•  -« 

Die  Grenzen  und  t sollen  hier  der  Allgemeinheit  wegen  völlig  willkürlich  sein, 
also  nicht  etwa  constant  oder  beschränkt  durch  irgend  welche  Annahme.  Nun  er- 
hält man: 


‘‘^^1  ‘“'•‘'‘'J 

dl  r=l^’'äl  dt  )J 


r — in 


dt 


Da  die  Anzahl  der  ju  grösser  als  die  der  y ist,  so  können  zur  theilweisen  Be- 
stimmung der  erstem  die  mit  tfy  multiplicirten  Glieder  gleich  Null  geseut  werden, 
also: 
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Diese  Qleichnngen  geben  die  Werthe  aller  y,  und  nach  deren  Elimination  ent> 
halten  die  Ausdrücke  v und  irj,  ir,  . . . dann  x,  . . . x^^,  ... 

und  t. 

Findet 'ein  Maximum  und  Minimum  in  irgend  welchen  Grenzen,  die  jedoch 
t,  und  t umschliesscn,  statt,  so  werden  die  Ausdrücke  unter  dem  Integralzeichen 
Null,  uno  man  hat  dann  nur  noch : 


<rs 


^ * 1 

|-/  r = m 

. r = m , 

/,  1 

[y- , 

)dt+  2 /a/x[ 

r = 1 -* 

oder  wenn  wir; 


setzen,  und 


r=,tn 

5-  S (/4^tc^)  = y 
r=  I 

M ^ (0)  , (0)  _ 


als  diejenigen  Werthe  von 


...  V ..  . Xj,  X,  . . . nehmen,  w’elche  <=<o  entsprechen; 
tfS  = ^j  • • . +/u^cfx^ +»' cf/— . . . 

* 9 

Diese  Gleichung  ist  ausreichend,  damit  ein  Maximum  oder  Minimum  stattfinde. 
Denn  wird  sie  vorausgesetzt,  so  verschwindet  auch  der  Theil  unter  dem  Integral« 
Zeichen.  — Ihre  Auflösung  aber  geschieht  folgendermaassen.  (Vergleiche  über 
diese  Auseinandersetzung  den  Artikel:  Quadraturen  — Zurückführung  der  par- 
tiellen Differenzialgleichungen  auf.) 


Man  denkt  x, 
hat  man ; 


(«)  .00 


. . . /g  in  Bezug  auf  die  Aenderung  cf  constant,  so 


üS=/4i  dX|-f^,dx,-f  • ♦ • 


wo  d anzeigt,  dass  das  Zeichen  cf  der  obigen  Beschränkung  unterliegt,  also; 

dS  dS  dS 

. • . 


= y. 


dx,“^*  * ' ' d/ 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung ; 

y = v-2{}t^w^), 

so  hat  man  eine  partielle  Differenzialgleichung  erster  Ordnung,  welche  die  abhän- 
gige Variable  S selbst  nicht  enthält,  und  diese  löst  das  Problem.  Sie  führt  näm- 
lich auf  ein  System  totaler  Differenzialgleichungen  zurück,  deren  Hauptintegrale 


die  Werthe  von  x^ 


00  ,(o) 


/^  sind. 


Dieses  System  muss  selbstverständlich  mit  dem  sich  durch  die  Maximum- 
oder Minimum -Aufgabe  ergebenden  identisch  sein,  und  dies  wollen  wir  noch  di- 
rect nachweisen,  was  ein  zweiter  Beweis  des  hier  gegebenen  Satzes  ist.  * — Es 
bandelt  sich  dabei  nur  darum,  aus  den  Ausdrücken: 


^ dv  dv  »•  = ”*  / ‘'-r 

dt  dt  r=l  ' 

ar  ' = ”•/  “''‘r'V 

l'**  iT-ir) 

r » — 1 f. 


dt 


die  Grössen  t/n  y. 


y zu  eliminiren.  Setzen  wir  noch; 

''n— “P 

r = m 
V-  2’ 


r=z  1 


so  ist  nach  dem  Obigen: 


?=0 
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stellen  jetzt  die  Diffcrenzialquoticnten  nach  l und  vor,  wenn  man 
die  y eliminirt.  Es  ist  also: 

— = ^ 
dt~\dt/  dy^  dT’ 

* = dr  ‘'y. 


dv 

dx 


-=(—\  - V ii 


und  gleiche  Ausdrücke  finden  für  die  Ausdrücke  tP|,  ir,  . . . statt.  Berücksich- 
tigt man  nun  die  Gleichungen : 


so  werden  die  zu  untersuchenden  Ausdrücke: 


Die  Einführung  der  Klammer  ändert  also  nichts  in  ihnen.  Man  hat  jedoch : 


Auf  diese  Weise  erhält  man: 


A 


dy  „ (i(f> 

Tt'  ^ ~ di  dT‘ 


r 

Ganz  abgesehen  von  der  Maximum*  oder  Minimum-Aufgabe  kann  man  also 
setzen : 


wo  die  y eliminirt  sind  durch  die  Gleichungen : 

«■>  ‘v”‘ 


!>r 


ausserdem  die  Bedingungsgleichung: 
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3) 


r = m 
r=  1 


stattfindet,  und  man  noch  hat  die  m Gleichungen : 


4) 


dx 

r 

IT 


d,f. 


Zn  diesen  kommen  dann,  wenn  eine  Maximum*  oder  Minimum* Aufgabe  stattfin* 
det,  die  m+1  Gleichungen: 

__  ü(f>  dy  _ dif. 

dt  dx  ’ dt  dt 
r 


6) 


Die  Gleichungen  4)  und  5)  in  Verbindung  mit  der  identischen  Gleichung : 

bilden  aber  das  System,  auf  welches  man  jede  partielle  Differenzialgleichung  erster 
Ordnung  zurückführt,  wenn  in  ihr  die  abhängige  Variable  nicht  vorkommt  (ver- 
gleiche den  obigen  Artikel).  Auch  sonst  ist  die  Form  1),  die  wir  der  Variation 
gegeben  haben,  von  Wichtigkeit. 

5)  Unterscheidung  der  Fälle,  wo  Maxima  und  wo  Minima, 
oder  keines  von  beiden  eintritt  (Criterien). 

Das  Criterinm  anfzufinden , wann  ein  Maximum  oder  Minimum  oder  keines 
von  beiden  eintritt,  und  zwar  zunächst  für  den  einfachsten  Fall,  wo  nur  eine  ab- 
hängige Variable  und  ihre  Diffcrenzialquotientcn  vorhanden  sind,  ist  von  mehre- 
ren Mathematikern  versucht  worden,  namentlich  von  Lcgendre.  Insofern  hat  der- 
selbe auch  eine  Lösung  herbeigeführt,  als  er  gezeigt  hat,  dass  dies  Criterinm  von 
der  Auflösung  gewisser  Differenzialgleichungen  abhängt,  deren  Auflösung  er  selbst 
zwar  umgehen  zu  können  meinte,  was  aber,  wie  Lagrange  bemerkte,  auf  einem 
Irrthum  beruht.  Es  ist  Jakobi’s  grosses  Verdienst,  gezeigt  zu  haben,  dass  diese 
Differenzialgleichungen  schon  gelüst  sind  durch  die  Gleichungen,  welche  das  Maxi- 
mum oder  Minimum  selbst  bestimmen.  Mit  dieser  Bemerkung  ist  eine  neue  Theorie 
der  Criterien  geschaffen,  welche  wir  hier  geben. 

Es  sind  zunächst  einige  einleitende  Betrachtungen  zu  geben. 

Sei  eine  ganze  homogene  Function  zweiter  Ordnung  von  den  Grössen  z, 

wo  i',  z'^  . . . die  Differcnzialquotientcn  von  s nach  x sind. 


welche  letztere  Grösse  in  beliebiger  Weise  in  tf  enthalten  ist.  Seien  jetzt  <jr/ (z), 
(/'(z'),  ...  die  Differenzialquotienten  bezüglich  nach  5,  z', 

lässt  sich  zeigen,  dass  der  Ausdruck: 


BO 


sich  auf  die  Gestalt  bringen  lässt: 


-f 


dx^ 


Az- 


dA,z*  , d*A,z" 


d^A 


n 


wo  >4,  A^ 


dx  ' dx* 
nur  X enthalten.  Es  ist  nämlich; 

« »'-L-  • «'^4-  . . . A-a 


dx^ 
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d* 


wo  . . . • Functionen  von  x,  und  zwar  tt  . = . . ^ ^ 

0,0’  0,1  ’ . s,t 

hat  dann : 

'/'«  = “o,0  *+“o,l  ‘'  + “0,3  »'■+  • • • +“0.» 


ist.  Man 


,,/(>W)  = «^  „ *+«„,  , *"+  • • • +\n 

Dififerenziirt  man  bezüglich  die  zweite  Gleichung  einmal,  die  dritte  zweimal  u.  s.  w. 
nach  X,  und  addirt,  nachdem  man  die  Vorzeichen  der  graden  Glieder  geändert 
hat,  so  haben  die  in  der  Diagonale  stehenden  Glieder  schon  die  vorgeschriebene 
Form: 


n) 


"c,  0 ' - s <"i.  I '“i, « • • • ± 5; 


Die  andern  Glieder  aber  gruppiren  sich  zu  zweien  von  der  Form : 


Sei  jetzt: 


und  setzen  wir: 


p>q,  h + i+k=p-\-q,  (rt 


dx 


i ' P.  9' 


/j.  ZN  <^*  / (*)  (*X 

rfx”  cüx" 

indem  man  das  obem  oder  untere  Zeichen  nimmt,  je  nachdem  h—k  grade  oder 

ungrade  ist.  Das  betrachtete  Paar  hat  dann  ofTcnbar  die  Form:  ( — 9), 
da  t hier  gleich  Null  ist.  Man  verificirt  nun  leicht  die  Gleichung : 

(A,  A)  = (A-1,  A)+(A-1,  k+1), 
in  welche  cingcschlossscn  ist: 

(P.  9)=(P-1»  9)  + (p-l.  9+1)- 

Indem  man  die  hierin  angedeutetc  Zerlegung  wiederholt,  lässt  sich  jedes  Glieder* 
paar  umbilden  in  solche  von  der  Form:  (m,  m)  und  (m+1,  m).  Es  ist  aber: 

(m,  = <’">), 


dx 


m 


jm+i 


(„+I,  („((-+J-2”— ')  ,(")) 


m-f 

d^ 


dx 


rn 


(oCP+9-2m-l)  _^^^^(p+q-2m)  ^(m). 

j nt ' 


dx 


d.  h.: 


(m-fl,  m)  = i(m,  m). 


so  dass  in-  der  That  das  Resultat  die  bezeiebnete  Form  hat. 
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Wir  wollen  aber  noch  den  Worth  von  (j>,  q)  anf  diese  Weise  wirklich  be- 
stimmen. 

Wendet  man  die  Zcrlcgungsformcl  wiedorholentlich  an,  also : 

(p.  ?)  = (P-1.  7)+(p-l,  9+1)  = 0»-2,  9)-|-2(p-2,  9-1-1)+(;)-2,  ^-i-2), 

BO  sicht  man  leicht,  da.«s  der  Mechanismns  des  Verfahrens  der  bei.  Bildung  des 
binomischen  Salzes  einznschlagende  ist,  dass  man  also  hat: 

(P,  ?)  = (/>-«»  9+1)+»,  (p-*.  9+2)+  . . . 

+»(p-»>  9+*-l)+0»-»>  9+*)’ 

wo  »,=»,  = zu  setzen  ist.  Offenbar  darf  p—$  nicht  kleiner  als  q+$ 

sein.  Nehmen  wir  zunächst  an,  p—q  sei  grade,,  und  setzen  p— * = ^+<,  so  ist: 
t = Sei:  9+*  = «,  so  kommt: 

(P.  9)  = (">  «)  + »(«>  «-l)-f»,("i  «-2)+  • • • +»i(".  «-»+2) 

+ i(ct,  «— *-i-l)+(a,  a—s). 

Fährt  man  mit  den  Gliedern  rechts,  welche  nach  dem  zweiten  folgen,  in  der 
Entwickelung  fort,  so  werden  alle,  mit  Ausnahme  des  ersten,  sich  wie  oben  fort- 
entwickeln, also: 

(p.  9)  = («»  «)+*(»!  «-!)+»,  («-1,  flr-l)  + (»  + l),  («-1,  n-2) 

+ (*  + 1)4  («~1»  «— 3)+  . . . +(«—1.  n— *). 

Die  Glieder  nach  dem  vierten  werden  weiter  entwickelt.  Es  kommt  f&r  die- 
selben: 

(* + !)*(«  2,  o — 2)+(*+2)j(« — 2,  of— 3)+(* -i-2),  (« — 2,  « — 4)+  . . 

also  wenn  man  so  fortfahrt,-  schliesslich: 

(P»  9)  = («»  “)+»!  («»  rt— 1)+»,  («-1,  «-!)+(» +!),(«-!,  «-2) 

+(*+1)4  («-2,  «-2)+(s+2),  («-2,  «-8)+(»  + 2),(o-3,  «-3) 

+ . . , +(«—»  + 1,  «— *). 

Wir  berücksichtigen  nnn  die  Gleichungen: 

(m+1,  m)  = |(m,  m), 

und  : 

2n  — 1-+-1 

",+  . + *",=  "1  2{T+1)-' 

Dann  ergibt  sich: 

1)  (P»  9)  = («.  «)+Vt^(‘*~1»  «-!)  + — «“2) 


2.2 

+ (rt— 3,  ß— 3)+  . . . +»(ß— »-+1.  ß— »+lj+l(“~*>  «— »)» 


(»  + 2),2* 

2 

wo  zu  setzen  ist: 


,-P-y  „_P±? 

- 2 ’ 2 ‘ 

Ist  aber  p—q  ungrade,  so  setzen  wir: 

p-s=  9+1+1, 

also: 

,_P-9-l ,._P+9-l 

nnd  man  erhalt  zunächst: 

(P>  9)  = («+li  ß)+»(«+l»  ff— 1)+»,  (ß-+- 1,  «— 2)+  . . . 

+s(«-fl,  «— a— »). 
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Die  Glieder  mit  Ausnahme  des  ersten  sind  wieder  umzoformen.  Man  erh&lt: 

*(".  l)j  («»  + 1)*  « — 3)-|-  . . . 

-f  (<T,  a— »). 

Die  Glieder  mit  Ausnahme  der  beiden  ersten  geben; 

(*+l)i(«— 1»  <»— 1)+(*+.2)4  («— 1,  «— 2)+  • . . +(«—1,  ff— s), 

und  wieder  mit  Ausschluss  der  beiden  ersten  Glieder: 

(s+2),(«-2,  ff-2)+(*+3).(ff-2,  «-3)4-  . . 

also  schliesslich: 

(P»  y)  = («+l,  ff)+«(«i  «)  + (»+!),  (ff.  ff— + «-1) 

+ (*+2)4  (ff  — 1,  ff— 2)-|-  . . . -|-(ff— »-Hl,  ff  — » + !)-!-(«  — »-H 1»  ff— *), 
also  mit  Berücksichtigung  der  obigen  Wertbe  von: 

(m-f-1,  m), 

!•)  (P,  t)=^  {«.  + („_i,  „_i, 

+ (2±?M2^+1)  „_2)  , . . +2^1  ^ j 

-|-l(ff  — »,  « — »). 


Es  ist  in  diese  Formeln  1)  und  la)  schliesslich  zu  setzen: 

.«-«  (p-Hy_2a-f-2«)  («^  u) 
(„-.,„-«)  = 2 

also  das  erste  Glied  der  Entwickelung.  Also  bezüglich: 

P±9  (P±l) 

d ^ a ~ ^ 

(ff.  ff)  = 2 — , . 

/'+9 


und: 


dx 

F+?-i 


2*+i  / X _ p-q 
-2~  (">  ")  - "2" 


U,  . {r±lz}\ 


P-H9-I 


dx 


Der  DifTerenzialquoticnt  dieses  Gliedes  ist  jedenfalls  von  niedrigerer  Ordnung  als 
n,  da  ist.  Die  Binome,  aus  denen  sich  ^ zusammensetzt,  tragen  also 

J'A_  x<") 

zur  Bildung  von 


n 


dx 


n 


nichts  bei.  Der  Ausdruck  Ä besteht  also  nur  aus 

» 


dem  in  dem  letzten  Gliede  von  Formel  II)  enthaltenen  Theile  a , und  so- 

n,  fl 

mit  ist: 


A =a  = 

n “ “ 


d*ffi 


o-("X» 


(dzW)i 

Hieran  ist  ein  zweiter  Satz  zu  knüpfen. 

Wenn  unter  \p  (t)  die  in  I)  gegebene  Function  von  x,  s und  den  Dififerenzial' 
Quotienten  von  z verstanden  wird,  ip(u)  ein  anderer  Werth  dieser  Function  ist, 
worin  man  z mit  u vertauscht,  so  ist  der  Ansdmck  u tp(z)—zt/>(H)  ein  vollst&n* 
diger  Dififerenzialqootient,  was  auch  z und  u seien.  — In  der  Tbat  besteht  die- 
ser  Ausdruck  ans  Binomen  von  der  Form : 
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III) 


(_i)W 


lÖ»)  ,fA  uW) 

P . P 


dx^ 


— z 


U 


djtP 


— 1 


wo  gesetzt  worden  ist: 

U =P  A („w 

5 ' 5 Jl 

wie  leicht  zu  zeigen  ist,  wenn  man  von  der  bekannten  Formel: 

dP 


dJP 


+f'  £ ‘ 


(P)  „(P-^) 


ausgeht,  womit  dann  unser  Satz  bewiesen  ist.  — Wir  wollen  aber  jetzt  setzen: 
z = u Z|,  dann  ist: 

= M 2j'4-i*'z,,  *''  = «z/'+2tt'  z/+u"  z' 


2^^^  = ttZ, 


+« 


(P) 


’i  > 


dann  ist  eine  lineare  Function  von  z^,  z/, 

cient  von  darin: 

A 

IV) 


Pf 


und  zwar  ist  der  Coeffi- 


(p0>-1)  . . . (p-r-,+l)JfK(P-'- 


1*2  • • •^•1*2*  m • S 

-pip-1)  . . . (p-r+l)p(;?-l)  . . . (p-s+1)«^^”*“^ 

ein  Ausdruck,  der  sich  nicht  ändert,  wenn  man  r und  s vertauscht.  In  den  Wer- 

then  von  U,,  V.  ...  U sind -also  die  Coofßcienten  des  s ten  Gliedes  von 

p . ^ 

und  des  rten  Gliedes  von  identisch,  und  hieraus  folgt  leicht,  dass  man  diese 

Ausdrücke  betrachten  kann  als  die  partiellen  Dififcrcnzialquotienten  einer  homo- 
genen Function  zweiten  Grades  von  s/,  »j",  so  dass  man  hat: 

U 

Wenn  man  nun  die  Ausdrücke  Ug  . . . bezüglich  mit  Sp  Zg,  z/'  . . . 
multiplicirt  und  addirt,  so  kommt: 

^Xp=  ^i-Pt  z, 

-p,J^~’^z/+  . . . 

(p)  d^jiZg)  ^(p)dP(«z,)\ 

dxP  daP  f 

Wenn  man  hierin  z mit  uz,  vertauscht,  und  die  Ableitungen  berechnet,  hat  man 
den  schliesslichen  Werth  von  j(. 


oder : 
V) 
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Die  Binome,  aus  denen  u (5)— 2 0(m)  besteht,  drücken  sich  demnach  aus 
den  Differenzialquotienten  der  Functionen  X-*  • • • /„  • 

X=X\+Xi+  • • • +/„^ 

so  ist  X ebenfalls  eine  homogene  Function  zweiter  Ordnung  von  2, , . . . 

2/"^,  und  man  hat: 

VI)  = + ■ • • 

Da  übrigens  das  Glied  Xp  keinen  höheren  Diffcrenzialquotienten  als  2,^^  enthält, 
so  ist  der  Ausdruck  nur  in  x enthalten,  sein  Cocfficicnt  also  wird  sein 

-4-%..aUo: 


(azW)> 

Möge  endlich  « ein  Werth  sein,  welcher  die  Differenzialgleichung  v»(m)  = 0 er- 
füllt, so  ist,  wenn  man  VI)  integrirt: 


VII) 


wo  eine  Function  «/''(s/) 


J' M »//(5)<ir= -i//j(r/), 
d 0'  (2") 


dx 


. . . gestellt,  welche  die  oben  anfge- 


stellte  Bedingung  erfüllt,  dass  sie  auf  die  Form: 

B 2 

n ® 


dx 


dx 


n— 1 


gebracht  werden  kann,  wo  B,  . . . Functionen  von  x,  u,  u'  . . . sind, 
die  man  ganz  wie  oben  berechnen  kann.  Auch  ist: 

«> 

Das  Gesagte  ist  jetzt  auf  unsere  Aufgabe  anzuwenden. 

Sei  U wieder  der  zu  untersuchende  Ausdruck.  Wenn  man  den  darin  enthal- 
tenen Grössen  x,  t den  Zuwachs  dx,  dt  gibt,  so  wird  nach  dem  Taylor'schcn 
Satze  sich  U verwandeln ' in  : 


B = 

n 


U+dU+^d'  fZ-f-  . . ., 

wo  dU  der  Zuwachs  von  f/,  d*  U der  von  dU  ist,  welche  entstehen,  wenn  man 
X und  l um  dx,  dl  vermehrt.  Da  nun  im  Falle  des  Maximum  und  Minimum 
dl/  verschwindet,  so  ist  dann  | d*  fZ-f-  . . . der  ganze  Zuwachs,  und  dieser  muss, 
damit  ein  Maximum  oder  Minimum  Oberhaupt  stattündet,  für  jenen  unendlich  klei- 
nen Zuwachs  dx  dasselbe  Zeichen  haben,  und  zwar  im  Falle  des  Maximum  das 
negative,  im  Falle  des  Minimum  das  positive.  Nun  lässt  sich  dx  so  klein  neh- 
men , dass  das  Zeichen  von  d*  U das  des  ganzen  Zuwachses  bestimmt , und  auf 
diesen  Ausdruck  kommt  es  daher  an.  — Die  bisher  aufgcstellten  Criterien  sind, 
wie  man  sieht,  denen  der  gewöhnlichen  Maxima  und  Minima  vollkommen  analog. 
So  wie  dU  besteht  auch  d*  U aus  einem  entwickelten,  nur  von  den  Grenzwerthen 
abhängigen,  und  einem  Theilc  unter  dem  Integralzeichen,  welcher  letztere  allein 
zu  betrachten  ist,  wenn  die  Grenzen  constant  sind.  — Auf  die  Betrachtung  dieses 
Tbeilcs  aber  kann  man  sich,  wie  wir  jetzt  zeigen  wollen,  in  jedem  Falle  allein 
beschränken.  Da  nämlich  d*  U sein  Zeichen  für  keinen  Zuwachs  dx  ändern  soll, 
so  wird  dies  auch  nicht  für  solchen  geschehen , wo  die  Grenzen  der  Integration 
unverändert  bleiben.  Man  kann  also  zunächst  den  entwickelten  Theil  verschwin- 
den lassen.  Auch  kann  man  dann  dt  = 0 setzen,  da,  wie  schon  oben  angeführt. 
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ein  in  constantcn  Grenzen  enthaltenes  Integral  ja  nicht  von  den  Zwischenwerthen 
der  unabhängigen  Variablen  abhängt,  vorausgesetzt,  dass  diese  reell  und  conti* 
nuirlich  bleiben.  — Was  nun  die  Veränderung  der  Grenzen  anbetrifft,  so  gibt  die 
Bedingung,  dass  der  nicht  entwickelte  Theil  der  ersten  Variation  verschwindet, 
Gleichungen , welche  x und  U selbst  als  Functionen  der  Grenzwerthe  t und 
und  gewisse  Intcgra^ionsconstantcn  c,  c,  ...  ergeben.  Man  hat  also: 

x~  c,  Cf  . . .),  Xj  — ^i)>  h — tf  (t,  tj,  Cf  Cf  . . 

Lässt  man  nun  die  Grenzen  l und  nach  irgend  einem  Gesetze  sich  ändern,  so 
erhält  man  durch  dies  Gesetz  Bedingungen  zwischen  x und  t,  z.  B.  wenn  eine 
Grenze  durch  eine  Curve  gebildet  wird,  deren  Gleichung  x = ^(/),  so  hat  man 
die  Bedingung  f(l,  c,  c,  . . .)  = »/>(/)  Es  werden  also  / und  <o  durch  die  Con- 
stanten  r,  . . . ausgedrückt,  so  dass  U nur  diese  enthält.  Damit  nun  U ein 
Maximum  oder  Minimum  ist,  müssen  diese  Constanten  c . . . noch  gewisse,  in 
der  Theorie  gewöhnlicher  Maxima  oder  Minima  gegebene  Bedingungen  erfüllen, 
und  dieser  Theil  der  Aufgabe  kann  also  aus  den  Anwendungen  der  Variations- 
rechnung ganz  climinirt  werden.  Wenn  wir  jetzt  in  Abschnitt  2)  Formel  6)  den 
mit  <ft  multiplicirten  Theil  und  den  entwickelten  Theil  verschwinden  lassen  , wie 
es  nach  dem  eben  Gesagten  gerechtfertigt  ist,  so  kommt : 


.^fdk. 

Setzen  wir  r^=”,  so  ist: 

dx  dt 

(T*  f/=  j dPdxdt. 

Kimmt  man  noch  auf  die  Gleichungen  5)  des  Abschnitts  2)  Bficksicht,  so  i*3t: 


Man  hat  also: 

Nun  setzen  wir: 
Es  ist  dann: 


(f  = rV-  dx-‘  ' 


dx  dxdx  ' dx.dx 

i * ‘ * 


<fx  = ». 


dXf  + . 


ix  =^=  ,W. 

' it‘ 


Hieraus  folgt: 


J ~=a  z-f-a  z'-j-rt  z"4-  . . . +a  * 

J — — — a s-l-a  z^4*<* 

dx^  1,  0 ^ 1,  1 ^ 1,2  ^ ’ 


wo  zu  setzen  ist: 


. - 

f. ' 


Nimmt  man  also : 
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0.0 


“o,i  “'+*«,  q“"+  • • • 


,0)’. 


+ ... 


so  ist  offenbar: 


also : 


n 


ein  Ausdruck,  dem  man  die  Form  geben  kann: 


a. 


dr 


tp  = A^z — h . . . 


rf“A  t("> 


dt* 


ganz  wie  oben  gezeigt  ist,  und  wir  haben: 

d^VzzJ' *^(»)  dt. 

^(z)  ist  eine  Function  von  t,  s und  den  Differenzialqnotientcn  von  z nach  f, 
denn  x ist  mittels  der  Integrale  der  Qieichung  P—0  eliminirt.  Die  Differenzial- 
gleichung : 

dP  = xf.{t)-Q 

hat  nun  ein  uns  schon  bekanntes  Integral,  denn  es  muss  gleichzeitig  P=0  und 
(fP  = 0 sein,  d.  h.  in  P wird  x ein  Zuwachs  dx  gegeben,  so  dass  P{x)  und 
P(x-f(fx)  beide  gleich  Null  sind.  Es  muss  dann  offenbar  x-\~dx  denselben  Aus- 
druck als  X haben,  abgesehen  von  den  Constanten,  was  nur  möglich  ist,  wenn 
man  in  dem  Werthe  von  x,  welchen  das  Integral  der  Gleichung  P = 0 gibt,  die 
Constanten  variiren  lässt.  Ist  also: 

xzzF{t,  Cj,  e,  . . . c.^^) 

das  Integral  der  Gleichung  P — 0,  so  ist  das  der  Gleichung  <1^=0: 


d F d F . dF  . 

dx  = ~ — dc,-|-T — dc,-f-  . . . -j— : de 


oc. 


de. 


dc„ 


2n’ 


:n 


oder  wenn  man  J'x=:m,  dc^  — «*  setzt: 


2) 


dF  d F 
" = Är~«i  + :rr  + 


dF 


oc. 


de. 


• ■ (X  _ • 

dc„  *» 


• ■»  'in 

Setzen  wir  non  z = tiz,,  so  ist,  wie  oben  gezeigt: 

dB." 


3)  = 


dt 


dp 


rfl  V»!  (»/)• 


Da  an  den  Grenzen  z und  seine  Differenzialqnotientcn  verschwinden,  so  ist  <>« 
mit  l,  eben.o,  aber:- 
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d*  U=:  J* 


Dies  Integral  wird  ähnlich  umgefonnt.  Za  dem  Ende  braucht  man  ein  Integral 
der  Gleichung  0j(*,')  = O.  Jedem  Werthe  von  z aber,  der  tp{z)  verschwinden 
lässt,  entspricht  wegen  zzzuZi  und  Gleichung  3)  ein  Werth  z,,  der  con- 

stant  macht,  und  derselbe  wird  nach  3)  erhalten,  wenn  man  in: 


4) 


dF  . dF  . 

V-  — • 


dr. 


de. 


n 


wo  6^,  d,  . . . ein  neues  System  von  Constanten  ist,  setzt.  Es  entspricht 

hierin  v der  Grösse  2,  also  t,'  der  Grösse  2,'.  Setzt  man  also  in  der  That 
fQr  */,  BO  wird  V'i  (2/)  — dui-ch  theilweisc  Bestimmung  der  Constan- 
ten d,,  d,  . . . kann  man  >/>,  (z/)  = 0 machen,  wie  hier  geschehen  soll.  Setzt 
man  dann : 


so  ist  wieder: 


' T * 

l **  * 


,n— 2 (n) 


dt 


,7*  • 


« l>l  (2»')  =-««*»"+ 

und  wie  oben  erhält  man: 

»."v.  (>.")<"• 

Nun  ist  eben  so  wie  oben  zu  setzen: 

dF  dF  dF 

“’-d^r +d7; '•+••• +är'«’ 

* * n 

ic  = wiCj,  ic/  = r/ic,', 

und  die  c werden  so  bestimmt,  dass  (2,")  = 0 wiid.  Dann  hat  man  durch  eine 
Transformation : 


also  schliesslich: 


rf’f/=y  ,^Wv.„c„W)A. 


und  es  ist  bei  allen  diesen  Rechnungen  keine  neue  Integration  zu  machen,  sondern 
nur  auf  das  Integral  der  Gleichung  Z' = 0 zurQckzukommcn. 

Da  übrigens  bei  jeder  Wiederholung  des  Verfahrens  die  Ordnung  der  Aus- 
drücke i/>,  . um  Eins  fällt,  so  ist  V'„  Auch  war: 

B=A  «»,  C=B  v/'  . . 

u ox  • n « ’ n n ' * 

n 

wie  oben  gezeigt  wurde,  also ; ' 

d*f 

0 = — -u*ti  '*4-« 

dx  « ^ • • •’ 

rt  ■' 

d.  h.  schliesslich : 


Wir  wollen  die  Substitutionen,  die  zu  diesem  Ausdrucke  führen,  nochmals  fest- 
stellen. 

Aus  dem  Integral  der  Gleichung  /*^0,  welches  die  Form  hat^ 

®I» 


/ 
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man  die  n Ausdrücke: 

dF 

dF 

dF 

dc^ 

«1  + 

ä?7“*+  • • 

* +dT 

n 

dF 

dF  , 

dF 

,'=^ 

t,+ 

acV‘»+  • • 

' ' de 

n 

dF 

* 

dF 

dF 

«»  = V— 

dc^ 

*1  + 

Ä *»  + • ♦ 

de. 

• +dT 

n 

V 
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und  setzt: 


IC=MH>^  . . . Z = WZ|, 
IC|  • • * ^1 


, — ^ ft 

*»  — 2,  , 


/ 


Hieraus  werden  die  Werthe  «©/,  *e,"  . . . berechnet.  Die  Constanten  a,  6,  e 
sind  nicht  ganz  willkürlich,  sic  erhillen  nämlich  die  Bedingungen: 

^i(w/)  = 0,  v.,(ic/)=0  . . ., 

wo  zn  setzen  ist: 

J' u^p{z)dt--yJ^^z^'),  J' ©I  = (2,")  . . . 

Nur  der  Factor  z enthält  die  Variation  Jx,  und  zwar  ist  er  eine  lineare 

fl 

Function  von  2,  z"  ...  was  man  erkennt,  wenn  man  2/,  r,"  • • • 

in  2 ansdrückt,  nämlich: 

rfiii 

. '--ü  * 

“ rft  ’ ^ rft  • • • 

Hesse  gibt  noch  dem  Producte  m©/ic,"  . . . die  Deterrainantenfonn. 

Diese  beruht  auf  dem  Satze: 

Sind  a,  b,  c . . . n+l  Fnnctionen  von  einer  Variablen  t,  a', 
b"  . . . die  Differenzialqnotientcn,  l.  eine  Function  von  t,  so  ist: 


jlo,  (ia/  . . . 
l b,  {k  by  . . . (k 


a,  a'  . . . 

b,  b'  . . . 6^") 


* « 


denn  wenn  man  links  die  Dififerenzialquoticnten  entwickelt,  und,  wie  dies  ja  ge< 
schehen  kann,  ohne  die  Determinante  zu  ändern,  von  jeder  Colonne  Glieder  ab- 
zieht, die  den  Gliedern  einer  andern  Colonne  proportional  sind,  so  kommt  man  auf 
den  Ausdruck  rechts. 

Sei  nun: 

u,  w ...  u>  ^ 


D = 


t (") 

>,  ©'  . . . tt'  ' 


»W 


l 
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und  setzen  wir: 
so  kommt: 


« = «,  IO  = |4IC^  . . . z = ut^, 

(«) 


f „ tt 
'I  > ®i 

ff 


*®i  * *®i  . . . w 


(") 


S.  ' 9 " _ (») 


Setzt  man  hierin  dann  lür  ic/  . . , z/  bezüglich  e . 

so  kommt: 


•p/'  . . . •p/'*) 


• • 


• • 2< 


(«) 


also  schliesslich: 
also  wenn  gesetzt  wird: 


. . . z w; 


,(«-!) 
,(»-!) 

IP,  IP'  . . . 


U,  U'  . . . 


WO  A also  die  Unterdeterminante  von  D ist,  so  kommt: 


— u“  « fft—l  f,^—2 


also : 


A = « V 


— = ur/ip," 


tP, 


woraus  sich  ergibt: 


dü 


. p/s,' 


Der  Nenner  A enthält  z,  z'  . . . gar  nicht.  Sei  noch:  D = — 7-r,  so  hat  man : 

p a*(p) 

^ D,z+/>,z'+D,*"+  ... 


A = D,  und : — = 

« A 


Z) 


Aus  dem  Ausdruck  5)  oder  6)  ergibt  sich  alles  Nöthige. 

Erste  Bedingung  ist,  dass  - — ^ und  — continuirlich  sind , fiir  alle  Werthe 

dar  * A 

fl 

zwischen  den  Grenzen  der  Integration.  Die  Constanten  <*»,  «9  . . • Ä|,  d,  . • . 

10 


t 
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müssen  sich  also  gemäss  den  Bedingungen  so  bestimmen  lassen,  dass  A nicht 
Null  wird,  für  irgend  einen  Werth  f twischen  l und  Ist  dies  nicht  der  Fall, 
so  braucht  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  stattzufinden.  Ist  diese  Bc- 

/D\* 

dingung  erfüllt,  die  also  zurück  auf  das  Integral  führt,  so  ist  ^ immer  posi- 
tiv, und  es  findet  also  ein  Maximum,  oder  Minimum  oder  keins  von  beiden  statt, 
d*f 

je  nachdem  r — — in  den  Grenzen  f»  und  t immer  negatives,  oder  immer  positi- 
n 

ves  Zeichen  hat,  oder  sein  Zeichen  wechselt.  Keins  von  beiden  aber  ßndet  auch 

d»/- 

dann  statt,  wenn  für  jeden  Werth  innerhalb  der  Grenzen  — - gleich  Null  wird, 

also, die  Gleichung  dP=;0  erfüllt  ist.  In  diesem  Falle  sahen  wir  nun,  dass  man 
haben  muss : 


. dF  dF  , . dF 

i — dx:z  - — «1  -f*  N — • • • +1 <* 

de,  • ' 


de . ”2«’ 

2rt 


z aber  kann  eine  beliebige  Function  von  t sein,  vorausgesetzt,  dass  an  den  Gren- 
dz  d^  i 


d z 


zen  2 


’ df’ 


• « • 


dt 


n — i 


verschwinden.  Lassen  sich  also  die  Constanten  a,, 


a.  so  bestimmen,  dass  an  beiden  Grenzen: 
•Jn  ’ 


dx=: 


d dx  d^dx 


d"“  Vr 


dt 


dt* 


dt 


n—  I 


= 0 


ist.  Befindet  weder  Ma.xim  um  noch  Minimum  statt,  die  Untersuchung  braucht  dann 
also  nicht  weiter  geführt  zu  werden. 

Wir  machen  jetzt  Anwendung  auf  die  einfachsten  Fälle.  Enthält  f nur  l 
nnd  X,  so  ist : 


d* 


dz*  dt. 


Das  Maximum  oder  Minimum  ist  also  lediglich  an  die  Bedingung  geknüpft,  dass 
d*f 

continuirlich  und  bezüglich  immer  negativ  oder  positiv  sein  muss.  — Enthalte 

dx* 

f noch  X,,  und  sei  das  Integral  von  tfF=0: 

. . x-F  (/,  c,,  c,). 

Wir  setzen: 

dF  dF 


so  ist  zunächst  Bedingung,  dass  überhaupt  Maximum  oder  Minimum  stattfindc,  dass 
die  Gleichung: 

r^  + rt,  r,  =0,  oder:  — = m, 

*"> 

wo  m eine  willkürliche  Constante  ist,  weder  zugleich  an'  beiden  Grenzen  stattfin- 
den kann,  noch  für  zwei  willkürliche  Werthe  von  t,  innerhalb  dieser  Grenzen  t^ 
und  denn  auch  in  diesem  Falle  wäre  ja  zwischen  t,  und  kein  Maximum 
und  Minimum  des  Integrals,  alsu.auch  für  den  ganzen  Raum,  auf  welchen  sich 
das  Integral  erstreckt,  kein  solches  vorhanden.  Ist  diese  Bedingnng  erfüllt,  so 
setzt  man: 

z = dx,  tt  = a^r^  + a,  r,,  ^ 

wo  sich  dann  ergibt : 

d*U 


f 


d*f  {ui'  — Tu'y 


dt. 
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a and  <1^  müssen  also  solche  Wertho  erhalten  können,  dass  u nicht  gleich  Noll 
wird,  d.  h.  dass  die  Gleichung  — = »»  für  keinen  Werth  von  l in  den  Grenzen 

»•i 

der  Integration  erfüllt  wird.  Dies  ist  immer  der  Fall,  wenn  es  irgend  einen  Werth 

f* 

gibt,  den  — innerhalb  der  Grenzen  nicht  annimrat,  da  man  m diesen  Werth  er* 

I* 

theilen  kann.  Es  darf  also  ~ innerhalb  der  Grenzen  nicht  von  — oo  bis  +oo 

r, 

gehen.  — Dieser  Bedingung  kann  noch  ein  anderer  Ausdruck  gegeben  werden. 
Tj  und  r,  sind  ebenso  wie  Specialwcrthc  von  »rx  = 5,  welche  dP=0 

machen.  Diese  Gleichung  aber  hat  die  Form: 


dt 


es  ist  also  identisch: 


—0,  —U, 


dt 

somit,  wenn  man  eliminirt,  und  integrirt: 

d ^ 

Der  Dififerenzialquotient  von  ftndert  also  sein  Zeichen  nur  mit  -^i=^ — 

T , d^f 

Also  — wird  immer  wachsen  oder  immer  abnehmen,  wenn  ^ — - dasselbe  nicht 
r,  dxj« 

ändert.  Im  erstem  Falle  wird  — , wenn  cs  den  Werth  +00  erreicht  hat,  nach 

— 00  überspringen,  um  wieder  beständig  zu  wachsen,  im  zweiten  Falle  findet  der 

I*  

Sprang  von  —00  nach  + oo  statt.  — kann  also  nur  auf  einen  früheren  Werth 
zurückkommen , wenn  cs  alle  Werthe  von  —00  bis  +00  durchlaufen  hat.  Die 
beiden  Beschränkungen  für  — , dass  die  zweite  Variation  weder  Null  noch  unend- 
lich werden  darf,  bilden  somit  eine  einzige.  Diese  ist,  dass  man  die  obere  Grenze 
nicht  von  der  untern  gegebenen  t^  soweit  entfernen  darf,  dass  — , nachdem  es 

durch  Unendlich  gegangen,  auf  seinen  früheren  Werth  zurückkommt  Ist  diese 

«*/ 

Bedingung  erfüllt,  so  muss  -z — — beständig  negativ  oder  positiv  sein,  damit  ein 

I 

Maximum  oder  Minimum  stattfinde. 

Wir  wollen  jetzt  den  allgemeineren  Fall  betrachten,  wo  die  Aufgabe  gewissen 
Bedingungen  unterliegt,  und  uns  dabei  der  Gleichungen  des  Abschnitts  4)  bedienen. 

Wenn  man,  wie  cs  gestattet  ist,  den  entwickelten  Theil  nicht  berücksichtigt 
und  dt  — Q setzt,  so  hat  man  für  ein  beliebiges  Integral  5,  nach  Abschnitt  4), 
Gleichung  1) : 


dS 


und  es  finden  Bedingungen  statt  von  der  Form: 


dx 


dt  dfi^ 

Bilden  wir  jetzt  die  zweite  Variation,  indem  wir  setzen : 

<r^,.  = V 


(Ix 


so  kommt: 


10* 
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<f*S 


«r=ms  = mf^,  daj 

— I ^ ^ — *-  * + s ^ » M — J — j-  > dt, 

•/  r=l  *=1  ^ *’  * ^ dt  j 


nod  die  Variation  der  Bedingungsgleichangen  gibt: 


dt  s=t  *j 


Der  Ein/aebhoit  wegen  setzen  wir: 


d»«/ 

— — =a 


d* 


V _ 


■’-'rH 


r,  5’  dx^  d^^ 


= b 


d*y. 

r,  •’  ^fTd^  “ ^r,  *’ 


>0  dass  man  hat: 


a —a  , c =c 
r,  $ $,  r’  r,  s s,  r 


Die  a,  b und  c sind  Functionen  von  I,  die  sieb  nach  Integration  der  Gleichun- 
gen bestimmen  lassen,  welche  das  Verschwinden  der  ersten  Variation  gibt. 

Der  Ansdmek  unter  dem  Integralzeichen  : 


I du  I 

JT  <a  .z  z z « z — 

^ r,s  r 5^  r,s  r » ^ r jf  j 


soll  nun  mit  Hülfe  der  Bedingungsglcichungen : 

dz 

7)  — = -S(b  z +c  u ) 

' dt  s,r  r,i 

in  einen  andern  nmgeformt  werden,  welcher  ans  einer  homogenen  Function  zweiter 
Ordnung  von  n Variablen  fj,  r,  . . , besteht,  die  nur  von  t abb&ugig  sind, 

und  wo  die  Coefficienten  selbst  nur  t enthalten.  Wir  setzen  zu  dem  Ende : 

■'V  “'(“rV)  „ 

— z — = — +«  — = — — — — Jf  (6,  « z -\-e  mm). 

r dt  dt  ' dt  dt  ^ ^ *,r  r r,$  r 

Bei  der  Integration  wird  aus  dem  ersten  Gliedc  sich  ergeben : 

/'  - 
<0  »• 

Dies  verschwindet,  da  z^  an  den  Grenzen  gleich  Null  ist.  Man  hat  also  nur  zu 
untersuchen  den  Ausdruck  : 

8)  Z (a  z z —c  u u ). 

^r.srsr.trs' 

r,  s * ’ 

Diesen  Ausdruck  wollen  wir  gleich  setzen  mit: 

9)  ■ “ 'r,  . (“r+f  "r,  h +f  k 'k>- 

r,  s * h * k ' 

wo  die  a Functionen  von  t sind,  die  wir  bestimmen  werden,  und  die  Summen  sich 
auf  alle  Werthe  von  h und  k von  1 bis  »t  erstrecken.  Durch  Zerlegung  des 
letzteren  Ausdruckes  erhalt  manj 

— J'c  «H—  Jfc  «1  *,M  —2  c rt  ,z.u 
r,.  '■-*  ‘ r,.,k  '■'*  * ‘ r,.,*  ‘ '■*  * 

— 2 c a ,u  .z.z,. 

r,s,k,k  *'*  * * 

oder  wenn  man  im  dritten  Glicde  A für  ü:  setzt  und  r mit  s vertauscht: 


- ^ \ A“.  -9 


c iC  L 2j.«  — 

r,t  ' * r,t,h,k 


'r,  s “r,  h k *A: 


Für  das  zweite  Glied  lässt  sich  nun  schreiben,  wenn  wir  Gleichung  7)  berück- 
sichtigen : 
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-2  uJ  = 2S  I«  ,5,  (2-6  2 ')4- 

r,*  ‘ r,*| 

Die  bis  jetzt  beliebigen  « unterwerfen  wir  nun  der  Bedingung,  dass: 

« , ~ tt, 

r,  h h,  r 

sein  soll.  Dann  ist  der  zuletzt  geschriebene  Ausdruck  gleich : 

{dz  dz,  j 

A— 4-5  —->  = 2 £ (h  « . t * 't 

V»,. 


*1  5 
n r 


r,  Ä r,  Ä 

Das  vorletzte  Glied  bleibt  ausser  Acht,  da  es  bei  der  Integration: 

t *1.  5„  = 0 


dt 


r,  h 


r,h*h  V 


gibt.  Substituirt  raaft  nun  in  Ausdruck  9),  so  kommt  statt  dessen: 

d « 

10)  - J A *A  K 

tf  s r $ ns  ^ ^ ^ dt 


r,h 


r,  s 


r,  h,  s 


— ^ C rt_  t «.  I 2. 


r,  5,  A,  A 


r,  5 ■ r,  k \ k 


Dieser  Ausdruck  ist  dem  in  8)  zu  identideiren.  Setzt  man  also  in  beiden  die 
multiplidrten  Glieder  gleich,  indem  man  in  den  einzelnen  Summen  den 

2 entsprechende  Indices  gibt,  also  demgemäss  Vertauschungen  der  Indices  vor- 
nimmt, nachdem  man  jedoch: 

2 A « , i,  2 = 2"  (b  « 1 Zj.  5 -f-Ai  a Zf  z 1 

r,hyS  A * ^ * s^h,r  r,  s h s> 


' (A  « t-f-AL  « ) z Zf 

r,  Ä,  * *’*■*'»*  ^»  *■  ^ 


geschrieben,  so  kommt: 
d a 

11) 


h \ h-'"  *r,  A "i,  a) <"A,  A "r,  A "s,  Ä* 

Diese  Gleichung  ändert  sich  nicht,  wenn  man  r mit  s vertauscht,  und  somit  ge- 

ffi  (üi  I 

nügt  sic  der  Bedingung  a , = n . Sie  stellt  ferner  ein  System  von n 

Differenzialgleichungen  vor,  welche  hinreichen,  um  die  ^("Ltl)  Functionen  a 

ZU  bestimmen.  Nachdem  dies  geschehen,  hat  man  dann  die  zweite  Variation  in 
der  That  auf  die  Form,  welche  9)  gibt,  nämlich: 

12) 

gebracht,  wo: 


tf*S=-/'  Sc  V V dt, 
I r,  * r s ’ 
r,  s ’ 


‘’r=“r+jf“r,A'A 


ist.  Da  nun  die  Somme  unter  dem  Integralzeichen  sich  jedenfalls  in  ein  Aggregat 
von  m Quadraten,  mit  gewissen  Cocfticicnten  multiplicirt,  zerlegen  lässt  (ver- 
gleiche den  Artikel:  Quadrat),  so  kann  dieser  Ausdruck  ähnlich  wie  in  dem  Ja- 
kobi'schen  Falle  discutirt  werden,  und  namentlich  müssen  die  Coefdeienten  der 
Quadrate  alle  negativ  oder  positiv  sein,  je  nachdem  ein  Maximum  oder  Minimum 
stattdndet.  Der  Ausdruck  11)  ist  derselbe,  als  der,  welchen  Klebsch  (Grelle, 
Bd.  55  und  56)  gibt.  Da,  um  ihn  zu  finden,  jedoch  die  Aufiösong  neuer  Diffe- 
renzialgleichungen nOthig  ist , so  ist  unseres  Erachtens  derselbe  nicht  als 
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eine  Erweiternng  des  Jakobi’schcn  Verfahrens  aufznfassen.  Das  Letztere  würde 
verlangen,  dass  fcstgcstellt  wird,  welche  Erleichterung  heim  Integrircn  dadurch 
erlangt  wird,  dass  man  die  Integrale  der  Gleichungen,  welche  durch  das  Verschwin- 
den der  ersten  Variation  entstehen,  bereits  kennt.  Klchsch  kommt  auf  die  For- 
mel 11)  allerdings  durch  ein  AnkiiQpfen  au  diese  Gleichungen  Die  hier  gegebene 
Entwickelung  ist  nichts  als  eine  allgemeinere  Ausführung  des  Legendrc’scben  Ver- 
fahrens, da  die  von  demselben  gemachten  Schlüsse  vollständig  für  den  allgemei- 
nen Fall  ausreichen.  Die  wahre  Verallgemeinerung  des  Jakobi’schen  ist  wohl 
noch  als  unerledigt  zu  betrachten. 


6)  Variation  mehrfacher  Integrale. 

Die  Prinzipien,  welche  bei  der  Variation  einfacher  Integrale  anscinandergesetzt 
sind,  reichen  auch  für  die  mehrfachen  aus.  Namentlich  das  in  Bezug  auf  die  Bc- 
dingungsglcichungen  und  auf  das  Kliminiren  der  Diffcrenzialquuticnten  Gesagte 
findet  unveränderte  Anwendung.  Da  die  Bildung  der  Variation  aber  auf  theil- 
weisem  Integrircn^  beruht,  so  ist  cs  nöthig,  die  entsprechende  Formel  ffir  mehr- 
fache Integrale  zunächst  zu  geben.  Sei; 


. , f dw  dv  tb*  . . . 


Die  Grenzen  a„,  ß^,  j'^,  y^  sollen  Functionen  einer  Variable  t sein,  die 

auch  in  f vorkommt,  und  es  ist  die  Grösse  zu  bestimmen. 

dt 

Geben  wir  den  Grenzen  des  nach  « genommenen  Integrals  «o  “**<1  einen 
Zuwachs,  so  kommt: 


. . f du>  dr  du 


/•"i  f'ßi  pY  \ ^ . / "i  pßx  pY  \ du 

I I f dv  dv  du-{-dt  I j I ...  fdtodv  — 


Das  Substitutionszcichen  hat  die  obige  Bedeutung,  dass  nach  den  Integrationen 

für  « gesetzt  werden  soll  a|  und  <r,,  also  für  — auch  -jA  und  -~unddieDif- 

dl  dt  di 

ferenz  beider  Werthe  zu  nehmen  ist.  Ebenso  erhält  man: 


Das  Substitutionszeichen  tritt  also  an  die  Stelle  eines  Integralzeichens.  Nimmt 
man  noch  den  Zuwachs  von  S hinzu,  der  sich  durch  Integriren  von  f ergibt,  so 
kommt : 
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Sei  nun  f—g  • (f,  so  ist,  wenn  inan  den  Ausdruck  I)  in  den  Grenzen  und 
nochmals  nach  t integrirt: 


/»"i  pßi  py\  , , , , 

/*i  n^i  n?  \ pYi 

j I j . . . (»  y.  die  dt  du 

B n*  Va 


f l' fl  fy  ■■■  » 

nU  pY\  ..  du  , 

-/,  ! J ß J y ‘'»  ‘'“■''-JT-" 

*0  *^0  P«  / 0 

^«1  pYi  . dv  , ' 


/•  ^ I Z’"  I /»/^  I M y i dtc  , , , 

-y.y  j. 


, ß » Y» 

Dies  ist  dio  Formel  fürs  theilweisc  Integriren.  Sic  entspricht  “genau  der  bekann* 
ten  für  einfache  Integrale: 

*0  *0  0 

Mit  ihrer  Hülfe  wird  es  keine  Schwierigkeit  machen , die  Variation  eines  mehr- 
fachen Integrals  zu  bestimmen.  Wie  der  Ausdruck  auch  beschaffen  sei , so  lässt 
er  sich  zurückführen  auf  Integrale  von  der  Form: 

I ' f ' * 

I I .../  / t 

t ' t * 

• • • ‘".-1^.+-  • • • 

n n— I ' 

Hier  sind  t,  ...  unabhängige,  Xj,  x,  • • • *„  abhängige  Variablen,  welche 

alle  in  f enthalten  sind.  Die  Grenzen  tj®,  //,  /,®  . . . sind  so  beschaffen,  dass 

t ^ t ' Constanten,  alle  l'  und  t® , deren  unterer  Index  kleiner  als  n ist,  Func- 
n ’ fl 

tionen  von  sind,  ausserdem  alle  (®,  t',  deren  Index  kleiner  als  n— 1,  auch 
Functionen  von  t ^ sind  u.  s.  w.,  so  dass  l^®,  t/  Functionen  von 

^ -w  -w  • 

Die  Variation  wird  ganz  wie  bei  einfachen  Integralen  gebildet.  Wir  wollen  z.  B. 
von  U und  K diejenigen  Theile  und  A bilden,  welche  nach  genommen 

sind.  Man  erhält: 

Af/'= jy*  . . •J'j7  • • • *n' 

Die  Integralzeichen  sind  dieselben  wie  in  U. 

^^=Jf  ■ ■ ■ "“p  *«  • • • *|j-l  ^‘p+ 

+ff  ■ • ■ ■ ■ ■ *■ 

Für  den  letzten  Theil  aber  ergibt  sich  durch  theilweises  Integriren,  da : 


I • • * 
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di  {ix  ) =-3—  dt 
r>  dt  p 
P 


ist: 


t ' 
n 


f 

J t • 
n 


rP+'/^r 

V+i’  V*  V-'° 


p-i 


"fl 

*1 


dt 


t ' 
P 


-f"  r ! 

j t • j t •> ' t 


p-i 


I— •> 


p-l  p-2 


«</  <// 


. dt 


« ' i ' ' t ' t ' 

r’" 

J t • J t •"/  9 J t • 

n p-'  V-* 


. . .y  rf<, . . . 


dt 


/ « d/- 

( • ■ ■ ■ V , . ■ • • ‘'V 

n * 


Es  ist  hier  wie  in  dem  Folgenden  immer  das  Zeichen  d,  also  genommen, 

d t 

P 

wenn  dies  DilTerenziiren  nach  t^  derart  ausgefiihrt  werden  soll,  dass  alle  abh&n* 

gigen  Variablen  x^,  x,  . . . x als  Functionen  von  t betrachtet  werden,  dagegen 
k ^ P 

df 

geht  -r^  nur  auf  f selbst. 

^ dt  p 

P 

Soll  U nach  t^  variirt  werden,  so  braucht  man  in  den  Werthen  von  A V für 

X nur  zu  schreiben  t . Soll  V nach  t variirt  werden,  so  erhält  man: 
r pp 

■ ■ '7*  ^ 

Ein  zweites  Glied  findet  nicht  statt,  da  dt^  selbst  nicht  vorkommt.  Soll  V nach 
t ^ variirt  werden,  wo  q nicht  gleich  p ist,  so  schreibt  man  in  U statt  f den 
dx 

f 

Werth:  f -j—  und  verfahrt  wie  oben.  Nur  auf  Glieder  dieser  Art  führt  die  Bil- 
dt 
p 

düng  der  Variation. 

Wir  können  uns  jetzt  die  allgemeinste  Aufgabe  stellen. 

Es  ist  zu  variiren  der  Ausdruck: 


*n  t/ 

— f*  « • . f*  f dt  I dt  2 • » . , 

J t 0 ^ t.*> 

n ‘ 
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r ^ 


wo  / die  unabhängigen  Variablen  f|,  f,  . . die  abhängigen  x,,  x,  . . . x^ 

und  beliebige  Differenzialquotienten  der  letzten  nach  den  ersteren  enthält.  Diese 
Variablen  sind  noch  verbunden  durch  gewisse  Bedingnngsgleichnngen  : 

1)  r,=o,  A=o  . . . 

Zunächst  lassen  sich  alle  Differenzialquotientcn  eliminiren,  indem  man  in  5 und 
den  Gleichungen  1)  setzt. 


dz 


2) 


oder : fitx—x,  v = 0. 

P ^ P 


Die  Grössen  Xf  . kommen  dann  zu  den  flbrigen  x hinzu.  Wenn  wir  die  Aus- 
drücke  in  1)  mitFactoren  X,,  X.  . . . und  die  Ausdrücke  in  2)  dl  x —x,  >,dt 
mit  andern  Factoren  ^ mnltipliciren  und  unter  den  Integralzeichen  zum  Ar- 
gument von  S addiren,  wodurch  dasselbe  nicht  verändert  wird,  so  ist  der  zu  varii- 
rende  Ausdruck: 


3) 


.S 


=/'”.  / 


[Fdt^dt,  ...  dt 


K 


wo  zu  setzen  ist: 

4) 


Xr-lkXf.. 

, * * r,p 

Die  Variation  ist  zu  nehmen  nach  allen  I,  x,  X und  k,  die  mit  dX  uud  JAt  mul- 
tiplicirten  Glieder  aber  fallen  wegen  der  Gleichungen  1)  und  2)  ganz  *weg.  dS 
zerfällt  dann  in  zwei  Theilc,  der  erste  ist  eine  Summe  von  n — 1 fachen  Integralen, 
der  letzte  ein  n fachos  Integral.  Wir  setzen : 


. * 

.a 


p ** 

dS  = Ä+  I . . . / ^(.B  dt  +C  dxjdt.  dt 

n 


5) 


a • • • 


wo  A die  Summe  der  n—1  fachen  Integrale  anzeigt,  Wir  erhalten,  wenn  wir  die 
obigen  Regeln  anwenden: 

y t * t ' 1 t ' 

/ n ^ « 7-f-l  \ ! 9 n 9 — * 

' \ H ^ ? 9~^ 

* *l  '* 


/ ' 

9 


^9-1 


/H  ! n 

t * ’ t 0 ,ß  f 
9 7-» 


‘9-2 


• • • 


7-2 


t ' 
9 


./  t ,0  ^ 9 r ^ 

/ / t ' t 

n 't  n 7“'  # 7~*  n 

.ß  I t J I oll  0 J l 

7_1  y_.  ^ 

• • •/,!.  V?+f 


dl 


dl 


7-1 


7-»  dt 


dt 


*7-3 


7-3 


f fi 

'P.  ftf—i?» 


(/< 


7-9 


7 — 3 fit 


dt  , dl 
7-1  7 


. « 


• • • 
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I I \ 

‘ ' ' • f I f 

Für  7 sind  alle  Werthe  von  1 bis  n za  setzen.  Der  Änsdruck  entsteht,  in- 
dem man  in  3)  für  dt^  schreibt  ddt^  und  theilweise  integrirt,  mit  Hinweglassung 

des  n fachen  Integrals,  welches  nicht  zu  A gehört.  Aus  der  in  3)  enthaltenen 
8ummc  fallen  dann  die  Glieder  weg,  wo  p — g ist,  da  nicht  verkommt,  sondern 

dt  Es  ist  also:  * 


' dx  dx 

r r 

./  = F+  k -jr—Sk  -f-- 

* u ' r.u  dt  r,  7 dl 

'•  r,p  'f  p r q 


’ r,//  " p r 

Da  aber  in  4)  = 0 ist,  BO  erhält  man  mit  Berücksichtigang  der  Gleichnngen  2) : 

7)  V rzf-lk  X,  V 

Da  für  7 alle  Werthe  von  7 = 1 bis  7 = 1«  zo  setzen  sind,  so  erhält  man  eine 
Kcihe  von  n — 1 fachen  Integralen,  die  soweit  als  möglich  zu  vereinigen  sind. 

In  spcciellcn  Fällen  ist  der  Ausdruck  A auch  noch  mancher  Vereinfachung 
fShig.  Da  man  nämlich  hat: 

dt  dx  =.  J (j,  .dt  )=  X,  N d dt  — dt  dx, 

7 r ' (r,7)  q'  (r,  7)  7 7 (r,7) 


BO  kann  man  setzen: 


dx. 


\r,q)  ^(r.q)  dt^  ^ 

Setzt  man  dies  ein,  so  wird  ein  Thcil  der  Ausdrücke  in  A wieder  thoilwefser  In- 
tegration fähig,  man  erhält  n — 2 fache  Integrale  u.  s.  w,  Mittels  der  Bedingungs- 
gleichung und  deren , welche  für  die  Grenzwerthe  gelten , sind  dann  soviel  als 
möglich  von  den  dt  und  cfx  ivegzuscbaffen,  die  übrigen  sind  dann  unabhängig  von 
einander,  also  falls  die  Variation  verschwinden  soll,  ihre  Coefficienten  einzeln 

gleich  Null.  Sehr  leicht  sind  aber  die  Ausdrücke  B und  C zu  bilden.  Man 

*>  ■ q q 

erhäk  sogleich : 


ddt  ddx 

9 - _T 

dt 


^ 7 7 [ r,p  \ p r q] 

also  wenn  man  den  Werth  von  F und  die  Gleichungen  1)  und  2)  berücksichtigt: 

df-  d 


dx 


8) 


^7  dt  dt 

9 • 9 9 

Ebenso  erhält  man : 

9) 


dt  ^ f *r,  7 *(r,7))- 


9 • 


dx 


L V 

s dx  n,/j  ^ 
7 p 


9.F 


dt 


wo  (<r,  ß)~9  i*t.  Denn  da  die  Grössen  ^ in  den  Gleichungen  2)  unter  die 

Anzahl  der  x gehören,  so  wird,  wenn  7 gross  genug  ist,  (n,  ß)  = q sein  können. 
Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  setzt  man  4:  =0. 

o,  p 

Wenn  die  Variation  verschwinden  soll,  so  werden  alle  einzeln  gleich  Null, 

denn  die  dx  sind  entweder  alle  willkürliche  Fnnctionen  der  (,  oder  mit  Ausnahme 
derjenigen,  welche  man  durch  die  Bedingungsgleichungen  bestimmt,  und  deren 
Cocfilcientcn  sind  zur  Bestimmung  der  k und  k gleich  Null  zu  setzen,  wie  di^ 
für  einfache  Integrale  ausgeführt  ist.  — Sehr  aber  würde  man  irren,  wenn  man 


I 


9om 
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wio  bei  einfachen  Integralen  auch  die  B einzeln  gleich  Kull  setzen  und  glauben 
wollte,  dass  dies  eine  identische  Folge  ^es  Verschwindens  der  C wäre.  In  der 


That  sind  nicht  die  dt  völlig  willkürlich,  in  \Velchcm  Falle  das  Verschwinden  des 
ganzen  Inteurals  auch  nöthig  machte , dass  ihre  Cocfhcicnten  Null  wären.  Es 
tritt  vielmehr  die  Bedingung  hinzu,  dass  die  t von  einander  unabhängig  sind, 
mithin  auch  dt^  von  Ij,  t,  . . . • * * *«  unabhängig  ist.  Damit 

nun  das  Integral  verschwinde,  darf  schliesslich  kein  mit  dt^  multiplicirtes  Glied 

Vorkommen,  ausgenommen  für  die  Grenzwerthe  von  r,  wo  ja  die  t mit  einander 

durch  6lcichungen  verbunden  sein  können.  Diese  Bedingung  aber  ist  erfüllt,  und 
auch  nur  dann  erfüllt,  wenn  man  hat : 


d«.  dit. 


da 


9-1 


da 


9+‘ 


da 


f 


+ 


'dt  , ^ dt  , dl  : < 

9—1  9+t  n 

In  diesem  Falle  nämlich,  da  dt^  von  den  t mit  Ausnahme  von  t^  unabhängig 

ist,  kann  man  integriren,  und  man  erhält  mit  Anwendung  der  Formel  II),  wo 
man  (>  = 1 setzt,  eine  Anzahl  n— ifacher  Integrale,  die  mit  dem  Ausdrucke  A zu 
vereinigen  sind.  * 


7)  Anwendung  auf  die  Theorie  des  Grössten  und ‘Klc  i n ste  n. 

Diese  etwas  abstracten  Betrachtungen  sind  leicht  durch  Beispiele  zu  erläu- 
tern. Nehmen  wir  ein  Doppclintcgral , also  ii  = 2,  komme  nur  oine  abhängige 
Variable  x,  keinerlei  Bcdingungs'glöicbnngcn  1),  und  nur  die  ersten  Dififerenzial- 

dx  dx 

quotienten  vor,  also  -5-— =a:,,  — =*,•  Dann  hat  man  x = x, , x =x-. 

^ Jit^  * dt^  ' 0,  I ‘ 0,  i • 

Setzen  wir  auch  ib,,  für  k und  k . Die  Gleichungen  9)  und  8)  werden; 

1*1  X . Vy  I 

^df  dÄ,  dA, 


1) 


c — -i.  _ Uli  _ r;i> 

““dx  dtj  d/,’ 


C 


C - ~— A 

*“dx,  ” 


^‘“df  “ d?;  ^»“df,  df,  ^ 


Werden  C«=r C’,  = C,  =0,  findet  also  ein  Maximum  oder  Minimnm  statt,  so  ist 
gleichzeitig  als  identische  Folge: 


In  der  That  hat  man: 


aber ; 


dx^*  dx,  d I, 


üf  dx. 


• % 


dx,.  . dx. 


dk, 


dx,  dt. 


dt,"^  'dt,' 


'“dx,’  ^’“dx,’ 


also 


^dk,  dk^ 

dx  dt,  dt^ 


i u ■ ■ 


dx.  dx 


d'x  _ d{x,k,) 


also: 

Der  Ausdruck: 


dt^dt,  "*dt,dt,  dt^ 

— "“X|  a,~  ~^x,  k ,• 

f J I 1^0  dt,  J I 1^0 
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kommt  zu* dem  Ausdrucke  A hinzu.  Sei  A,  die  Summe  beider,  so  ist: 

t * t ' 

+ 1*  (y,  cTx)d<, 

* t 0 ,ß  t 0 
*l 


f ' § * 

f**  2 » * i dt 

- I ('f2<rt2+t,dx)-^dt 

./  t 0 * I 0 
* J ‘i 


dt. 


Man  hat  nämlich  für  ^ = 1 einen,  für  q = 2 zwei  Theile,  wozu  die  obigen  Inte- 
grale hiiizugcfügt  sind.  Ferner  ist: 

A,X|,  tf^  — f—k,x,y 

also: 


2) 


t~  I f (“Xj  Fj  — A,  X,)  (f/j-f-Aj  (fx)  d/, 


*f  ‘l.  l‘,\  + (r-*, rf'. 

Beispiel  I.  Es  ist  die  Oberfläche  zu  bestimmen,  auf  welcher  der  Ausdruck 
dt,  dt j ein  Maximum  oder  Minimum  ist. 

»I  sei  positiv,  x,  t,,  t.,  sollen  rechtwinklige  Coordinaten  sein,  P das  Stück 
der  Axe  der  x,  welches  zwischen  dem  Anfangspunkt  und  der  durch  Punkt  x,  t,, 
gehenden  Tangentialebene  liegt.  Man  hat  also : 


p=x-Xj  t,-xj  t„  t=r^ . 


Die  Gleichungen  1)  geben: 


k,  = —tnP”*  ^ t,^  k^  = —mP^^  ^ t,, 

P”*  ^ ^3m  P-l-ni  (w+1)  «I 

Diese  Gleichung  würd  zunächst  erfüllt  wenn  P=0,  d.  h. : 

dx  dz 

' dfi  * dt, 

ist.  Diese  leicht  zu  integrirendo  Gleichung  gibt  einen  Kegel,  dessen  Scheitel  der 
Anfangspunkt  ist. 

Sehen  wir  von  dieser  Lösung  ab,  so  bleibt  noch: 

J£  +,.  If =0. 

W— 1 ' ot,  Ö(, 

Durch  Integration  erhält  man: 

3 


p-i 

i -t,  (f 


oder: 

x-t 

und  abermals  integrirt : 


dx  dx 

' d7;~  **  dT^~ 


l-m 


7 


({:)• 
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Es  ist  hier  7 für 


m—  I 


tf  gesetzt.  — Ist  die  Begrenzung  gegeben,  so  lassen  sich 


tn  — ’i 

ans  ihr  tf-  and  >p  bestimmen. 

Sei  jetzt  aber  nur  die  Projection  der  Begrenzung  auf  die  Ebene  f,  I,  fest. 
Es  sind  dann  dl ^■=  dt^=0,  also  in  diesem  Falle: 

Ai  = J ’ r ' k,dxdt^+r*  I ‘ -Ir,  (fx  rf/,. 

I f^»J  J t^o  • 1^0  \ dl,/ 

Es  ist  also  wegen  des  letzten  Theils: 

3)  k^dt^  — k^dt  ^=0, 

oder: 


für  die  Werthe: 

welche  auf  der  Begrenzung,  d.  h.  für  l^  = l^  und  =</  stattfinden  mögen.  Da- 
mit dies  stattfinde,  muss  sein: 

^0  (^3)—  h (^»0  ^ I 0 j)  — ^3  (^/)> 

d.  h.: 


t,  ® _ « t,, 


t,® 


= ßt,. 


Die  Begrenzung  müssen  zwei  Grade  sein,  die  durch  den  Anfangspunkt  gehen. 
In  jedem  andern  Falle  ist  H=-  0,  also  tf  — 0,  d.  h. : 


Eas  erste  Integral  in  A,  gibt  nichts  Weiteres.  Dasselbe  drückt  aus,  dass  =0 
ist  für  alle  Werthe  von  l,  zwischen  l^^  und  t/,  welche  = und  ent- 

sprechen, also  auf  zwei  graden  Linien,  parallel  der  Axe  /^.  Da  hier  ^-^=.0 

dl, 

ist,  so  ist  diese  Gleichung  in  k,  dl,  — k,dl , mit  inbegriffen. 

Setzen  wir  aber  fest,  die  Grenzen  befänden  sich  auf  gewissen  Oberflächen. 
Von  dem  ersten  Theile  in  A,  ist  dann  ganz  abzusehen,  da  dieser  Ausdruck  nur 
vorhanden  ist,  wenn  ein  Theil  der  Begrenzung  nur  zur  Projection  anf  die  Ebene 
l,  t,  der  Axe  parallele  grade  Linien  hat.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  ist 
/,®  = t ,®,  und  der  Ausdruck  fällt  ganz  weg. 

dx  dx 

Sei  auf  einer  der  Oberflächen:  -r — =Pi>  so  hat  man: 

t/  ^ I Ö4  j * 

dx=p,dl,+p^dl.t. 


Dies  setzt  man  in  den  zweiten  Theil  von  A,  ein,  wo  dann  dx  nicht  mehr  vor- 
kommt. Für  den  Theil  der  Begrenzung,  welcher  auf  dieser  Oberfläche  liegt,  sind 
dann  die  Coefficienten  von  dl,  und  dt,  einzeln  gleich  Null  zu  setzen.  Aus  bei- 

dl  * 

den  Gleichungen  kann  man  dann  -yA  climiniren,  und  erhält: 

di^ 

4)  f+k,{p,-x,)-\-kt(q,-x,)  = 0 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  auch  der  erste  Theil  von  A,  in  diese  Betrachtung 

eingcschlossen  ist;  er  entspricht  nämlich  dem  Falle,  wo  ~=0,  wie  dies  ja  für 

dt, 

diesen  Ausdruck  der  Fall  ist. 

- Die  Gleichung  3)  wird  in  nnserm  Beispiele: 

P”-' )+»•(,  {x.-,,.)]  = 0, 

also  entweder  P=0,  was  anf  die  Kcgclflächc  surückfübrt,  oder: 

x—x,  l,—x,  ^ 

X— p,  *|— Ps  ~ m — 1’ 
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Diese  Gleichung  lehrt , dass  wenn  man  in  den  Schnittlinien  Tangentialebenen  an 
die  gesuchte  und  an  die  Grenzfläche  legt,  die  Stücke  der  z-Axe,  welche  zwischen 
dem  Anfangspunkt  und  einer  dieser  Fl&cben  liegen,  das  constante  Verh&ltniss 

; haben, 
m — 1 

Beispiel  II.  Diejenige  Oberfläche  zu  bestimmen,  deren  Flächeninhalt  in 
gewissen  Grenzen  ein  Minimum  ist. 

Der  Inhalt  ist : 


I ' i * 

u=r  ^ f ' 


also : 


d.  h. 


Diese  Gleichung  drückt  aus,  dass  die  Summe  der  beiden  Krümmungen  in  jedem 
Punkte  gleich  Null  ist.  Sie  ist  integrirt  in  dem  Artikel:  Quadraturen  — Zurück- 
führung  der  partiellen  Differenzialgleichungen  auf  — . Wir  geben  hier  jedoch 
eine  andere  Auflösung  nach  Bonnet. 

Möge  die  Normale  der  Fläche  die  Winkel  I,  v mit  den  Axen  machen. 
Lege  man  parallel  der  Axe  x eine  Ebene  durch  die  Normale , welche  ipit  der 

y 

Ebene  den  Winkel  { mache,  sei  ferner  *7  = lgtg-^.  Betrachten  wir  ( and  i 

4U 

als  Coordinaten,  so  ist: 


sm  v = ■ 


cos  • tj 


cos  K=itg»J7,  i = y— 1, 


cos  i.  = sin  »'COS  | = 
cos  ^ = sin  vbin^r: 


cos  { 
cos  i 17’ 
sin| 
cos 


und  unsere  Gleichung  nimmt  die  Form  an: 


cosf 
cos  t tj 

~^r 


sin  { 
cosi^^ 

"^7 


=0, 


oder: 

A) 


# 

f _ + CO.  I — +.  <g  . 7 (cO.  { JJ-  + ..D  { j = 0. 


Die  Gleichung  der  Tangentialebene  ist : 

t,  cos  14- < , cos  ^ -f  * CO®  *' = P> 

wo  p die  Entfernung  der  Tangentialebene  vom  Anfangspunkt  ist;  also: 

/,  cos  f4"^i  ®'of  + *‘»sin  i«7  = pcosi  j;. 

Jeder  Punkt  der  Oberfläche  kann  nun  als  Schnittpunkt  dreier  nneud- 

lieh  naher  Tangentialebenen  betrachtet  werden.  Er  muss  also  die  letzte  Glei- 
chung erfüllen,  wenn  man  dieselbe  nach  { und  nach  ^ differenziirt,  aber 

constant  denkt.  Also  wenn  man : ' . ~ 

- g cos  ii]  = —( 

setzt : 
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C08^  + <i  8>nf+ariBini>;r:  — 

dC 

t,  cos{=^, 


X cos  1 = 


d^- 


Diese  Gleiobnngcn  geben  x.  Differenziirt  man  sic  gleichzeitig  nach  diesen 

Grössen  und  nach  f,  if,  C,  so  kommt: 

B)  cos  |-f  sin^=  — itg«7(ü(/f  + H)rf/j). 

, sin^^Jt,  cos  { = w </{ + r d >7, 

dx  cos  i7  = ü</H-iCf/<7, 

wo  gesetzt  ist: 

. . 

=’'6*’5-,  + ä^T- 


»=C+.tg.,j^+5p;,  r = ^^. 


Wenn  man  nach  einander  dl^  und  dt^  gleich  Null  setzt,  erhält  man  die  partiellen 
DifTercnzialquotientcn  von  f und  7 nach  t,  und  t,,  und  diese  in  die  Gleichung  A) 
setzend,  hat  man; 

u4-m:=:0. 

Aber  die  letzte  der  Gleichungen  B)  gibt: 

(ix  . dx  , 

1;  = cos  »7,  fc  = — cos  I 7. 

dt  drj  , 

Wegen  der  Werthe  von  «,  e,  hj  aber  ist: 

du  . . df  d^;\  d»f  de  . d>*  , dx  . . . 

- = „g„(„g„-  + —f+—=~+,c,tg,,=  ~co,„+^j-,„n.,i. 

Die  Gleichung  u-j-ir^O  nach  7 dififerenziirt,  gibt  also: 

d*x  d*x  ^ 

und  für  diese  Gleichung  ergibt  sich  bekanntlich  das  Integral: 

Uebrigens  ist  dies  Integral  allgemeiner  als -die  gegebene  Gleichung.  Man  muss 
daher  noch  setzen : 


f = J' X cos  17  dtj, 


und  die  durch  diese  Integration  cingeführto  willkürliche  Function  von  f so  be- 
stimmen, dass  u-}-ir  = 0 wird. 

Sei  z.  B: 

•f  («)  = !(«-»  *)".  »A («)  = i («+» d) 

so  ist: 

x = «{-}-d7,  (ö|+ Ä 7)cos*7+df;=  — (af-|"d^)*sin  i 7 — d cosi^-f-;^, 

j(  ist  eine  willkürliche  Function  von 

«=  — 6 cos  IT  = 6 cos  »7, 

m-{-ic  = /'4-;^  = 0,  = ccosf-fc,  sinf. 

Setzen  wir  c = c,  :=0,  so  ist: 

• f = — (a  f-|-A  7)1  sini  7 — icos  »7, 


f j = 6 cos  «7  sin  ^ ~H  «*  sin  i 7 cos 
/,  = £ cos  i 7)  cos  | — aisint7  sin^', 
x=sai+b^. 


also  bat  man : 
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Bei  Einführung  von  Polarcoordinaten : 

t , = r sin  9,  f j = cos  9, 

rcos(^— ^)  = Äcosii7,  rsin(^  — f)  = rt  tsini^, 

x = a 

Für  a = 0 bat  man: 


r = 


X 


X 


Es  ist  die  durch  eine  Kettenlinie  gebildete  Umdrebnngsfl&cbe  für  6 = 0: 


9 


+ 


X 

a 


Im  allgemeinen  Falle  erhält  man  durch  Elimination  von  { und  ijx 

a V(r»+a*)+V(r*-6n 

*-“»=“ T V — ■ 

Ist  die  Projection  der  Begrenzung  auf  die  Ebene  gegeben,  also  nach  Glei- 
cbnng  3): 

k^  cf/,— ibjcfti  =0, 

oder: 


Xi  dt^—x,  dt^  =0, 

d.  b.  die  gesuchte  Fläche  schneidet  nnter  einem  rechten  Winkel  denjenigen  Cy- 
lindcr,  welcher  die  Begrenzung  auf  die  Ebene  /, /,  projicirt. 

Die  Ebene,  deren  Gleichung  ist,  erfüllt  diese  Bedingung  und  zugleich 

die  Minimumglcichung.  Selbstverständlich  ist  dies  die  einzige  Lösung. 

Sei  die  Begrenzung  auf  gewissen  Oberflächen,  so  gibt  Gleichung  4): 


1+«iPi  + *jPi=0, 


d.  h.  diese  Grenzflächen  werden  von  der  gesuchten  unter  einem  rechten  Winkel 
geschnitten. 

Wir  beschränken  aber  jetzt  dadurch  die  Aufgabe,  dass  wir  diejenige  Ober* 
fläche  suchen,  die  von  allen,  welche  dasselbe  körperliche  Volumen  einschliessen, 
den  kleinsten  Inhalt  haben  soll. 


Es  kommt  hier  die  Bedingung  hinzu,  dass 


constant  Ist,  also: 


wo 


a ein  constantcr  Factor  ist.  Wir  erhalten! 


= 


ax, 


K(n-x,>+x,»y 

und  die  Gleichung  C,  =0  gibt: 


*;  = 


ax. 


(l  + x,’)^-2x,  X,  ^i+(l+x.’)j^  + -^(l+x,>+x,*)*=0.  ■ 

Diese  Gleichung  drückt  aus,  dass  die  Summe  der  Krümmungen  constant  ist. 


Beispiel  UI.  Diejenige  Oberfläche  bei  gegebenem  Inhalt,  zu  bestimmen, 
deren  Schwerpunkt  am  tiefsten  liegt. 

Die  Axe  der  x sei  in  der  Richtung  der  Schwere,  so  ist  der  Inhalt ; 

C=yyV(l+jr,*  + x,*) 

und  die  Ordinate  des  Schwerpunktes : 
also : 
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wo  a conBtant  ist : 


_ (x-g)a, _ 

Die  Differenzialgleichung  ist: 


Diese  Gleichung  drückt  aus , dass  die 
Summe  der  Krümmungen  gleich : 

1 

{x-a)  + 

d.  h.  dass  der  mittlere  Krümmungsradius 
doppelt  so  gross  ist,  als  die  Normale 
verlängert  bis  za  einer  gegebenen  Ho- 
rizontalebene, deren  Gleichung  z = a ist. 

Ist  nur  die  Projection  der  Begren- 
zung oder  die  Oberflächen , auf  welchen 
sie  sich  befindet,  gegeben,  so  findet  Glei- 
ches wie  im  vorigen  Beispiele  sUtt. 

8)  Historisches. 

Die  Erfindung  der  Variationsrechnung 
theilen  Johann  Bemoulli,  Euler  und 
Lagrange.  Bemoulli  stellte  16%  die 
erste  hierher  gehörige  Aufgabe , die  der 
Bracbystochrone,  und  löste  sie  wie  auch 
andere  Mathematiker.  Ihre  Methode 
bestand  darin,  die  Cur\’e  als  ein  Vieleck 
von  unendlich  viel  Seiten  zu  betrachten, 
und  auch  das  gewöhnliche  Verfahrender 
Differenzialrechnung,  dass  nämlich  die 
Differenzialquotienten  nach  allen  Varia- 
blen verschwinden,  auf  unendlich  viel 
Variable  anzuwenden. 

Euler  gab  zuerst  eine  allgemeine  Me- 
thode für  dergleichen  Probleme , eine 
algorithmische  Form  verlieh  ibrLagrange. 
Um  die  Anwendung  auf  mehrfache  In- 
tegrale haben  sich  namentlich  Gauss 
und  Poissod  verdient  gemacht.  Sarrus 
brachte  die  Grenzbedingungen  auf  ein- 
fachere Formen  durch  Einführung  des 
auch  hier  angewandten  Substitutions- 
zeichens.  Die  Theorie  der  Criterien 
rührt  von  Legendrc  her.  Er  führt  sie 
auf  die  Betrachtung  einer  neuen  Diffe- 
renzialgleichung zurück , deren  Lösung 
er  jedoch  — irriger  Weise,  wie  Lagrange 
gezeigt  hat  — nicht  verlangt,  Jakobi 
hat  gezeigt,  dass  diese  Gleichungen  er- 
setzt werden  können  durch  die  schon  be- 
kannten Integrale,  welche  das  Verschwin- 
den der  ersten  Variation  gibt.  Jakobi 
hat  seinen  Beweis  (Grelle,  Bd.  17)  nur 
angedcutet,  ausgeführt  haben  denselben 
andere  Mathematiker,  z.  B.  Hesse  (Grelle, 
B<1.  54).  Bei  der  Darstellung  dieser 
Theorie  (sowie  bei  den  gegebenen  Bei- 
spielen) ist  von  uns  benutzt:  „Caicul  de 


Variation  par  Moigno  et  Lindelöf.  Pa~ 
ris  1861  “ 

Noch  erwähnen  wir  der  Zurückführung 
der  Maxima  und  Minima  einfacher  Inte- 
grale auf  eine  partielle  Differenzialglei- 
chung, einer  Erweiterung,  welche  Jakobi 
der  Hamilton’schen  Theorie  gegeben  hat. 
Sie  ist  hier  ebenfalls  auseinandergesetzt. 

Yat  (Messknnde). 

Niederländisches  Hohlmaass , gleich 
1 Hectoliter. 

YentU  (üfaschinenlehre). 

Ein  Verschluss,  welcher  zwei  Räume 
A und  B derart  von  einander  trennt, 
dass  zwar  von  A nach  B,  nicht  aber  von 
B nach  A Flüssigkeit  oder  Luft  entwei- 
chen kann.  — Man  unterscheidet  Klap- 
penventile, in  einer  nach  einer  Seite  sich 
öffnenden  Klappe  bestehend , Kegelvcn- 
tilc,  abgestumpfte  Kegel  in  kegelförmi- 
gem Gehäuse,  welche  vom  Drucke  nach 
der  grössera  Grandfläche  zu  gehoben 
werden  können,  nicht  aber  umgekehrt; 
zu  ihnen  gehören  auch  die  Mnscbclven- 
tile,  welche  cylindrisch  mit  kegelförmigem 
Rande  sind.  Kugelventilo , wo  massive 
Kugeln  in  einem  bohlkugelförmigen  Ab- 
sätze des  zu  verscbliesscnden  Raumes 
enthalten  sind.  üeberdruck  hebt  sic 
und  gestattet  der  Flüssigkeit , durch  die 
in  obigen  Raume  enthaltenen  Seitenöff- 
nungen  zu  entweichen. 

Scheibenventile  sind  platte  Scheiben, 
welche  den  Oeffnungen  des  zu  ver- 
schliessendcn  Raumes  als  Deckel  dienen 
und  durch  üeberdruck  gehoben  worden. 
Siehe  auch  die  Artikel : Saugepampe, 
Dampfmaschine. 

Yentilation  (angewandte  Wärmelehre). 

Mit  dem  Ausdrucke  Ventilation  kann 
man  jede  Fortsehaffung  der  Luft  von 
einem  Punkto  A zum  andern  B bezeich- 
nen. Es  geschieht  dies  auf  zweierlei 
Arten,  entweder  indem  man  der  Luft  in 
A durch  Zuführung  von  Wärme  eine 
grössere  Expansivkraft  gibt,  oder  durch 
mechanische  Verdichtung  der  Luft  in  A, 
bezüglich  Verdünnung  der  in  B.  Dieses 
letztere  Mittel  liegt  den  Gebläsen  (Ven- 
tilatoren) zu  Grunde  (vergleiche  den  be- 
ll 
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treffenden  Artikel).  liier  soll  nur  von 
dem  crstcren  die  Rede  sein. 

Denke  man  sich  eine  gebogene  Röhre 
mit  zwei  Oeffnungen  A und  ß von  un- 
gleicher Höhe.  Sei  h die  Höhendiffe- 
renz, t die  Temperatur  in  B,  die  in 
A,  V die  Geschwindigkeit  des  Ausströ- 
mcns,  so  hat  man : 


f 


F = 2,088  Q,']l  1-f 0,024  -i+Ct 


wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu 
nehmen  ist,  je  nachdem  oder  t grösser 
ist.  Es  ist  hier  zu  setzen : 

(f  = 0,00367. 

(Vergleiche  den  Artikel:  Wärme.)  Hier- 
bei ist  auf  die  Widerstände  jedoch  keine 
Rücksicht  genommen. 

Sei  t die  Länge  der  ganzen  Leitung, 
d ihre  mittlere  Weite,  C = 0,024  der  Rei- 
bungscoefdeient  der  Luft,  (|  die  Summe 
aller  übrigen  Widerstandscoefficienten, 
so  ist: 


Sei  jetzt  F,  der  Querschnitt  der  Ans- 
mündung, o = 0,60  der  C^ntractions- 
coefdeien^  so  ist: 

wenn  die  Luft  durch  eine  Mündung  in 
der  dünnen  Wand,  etwa  eine  Thür,  geht. 
Dagegen : 

oder  nach  der  Erfahrung: 

2)  Ci=0,50. 

wenn  die  Luft  in  eine  engere  Leitung 
tritt,  also  F=zF^  ist.  Ferner  für  den 
Eintritt  in  einen  weiteren  Canal: 


3) 


C 


j/  Wi 


2 g 

i+c-^+c. 


oder  wenn  man  dt  gegen  1 vernach- 
lässigt: 


u = 0,479 


y 


(t,-t)k 


1+0,024  -^+Ct 

Ist  F der  Röhrenquerschnitt , so  ist  die 
in  einer  Secundo  durchströmendc  Luft- 
mengo : 

Pi  = Ft>. 

Ist  Q dies  Quantum,  auf  die  Dichtigkeit 
der  äussern  Luft  rcducirt,  also : 

oder  annähernd: 
so  kommt: 

Q = 0,06058  F (1  - 0,00367  (t , - 1 03 


wo  F^  sich  auf  den  engem  bezieht. 
Ist  hierbei  v die  Geschwindigkeit  der 
Luft  in  der  engem , r j in  der  weitern 
Röhre,  h^  die  Widerstandshöhe,  so  hat 
man: 

2g'  r“FV 
F 

Für  kleine  Werthe  von  ist  also : 

*>-  2,- 

Bei  Durchgang  durch  ein  rechtwinkliges 
Knie  kann  man  setzen: 


4) 


Ci  = l.  *1-2^* 


y 


(t,-t)2gh 

1+0,024 -^+C, 


Wenn  aber,  wie  gewöhnlich,  ti—^t  nur 
klein  ist,  so  kann  man  setzen: 


Für  ein  stumpfes  Knie  ist  kleiner, 
für  ein  spitzes  grösser.  Ist  der  Aus- 
mündnngsquerschnitt  F^  von  dem  Quer- 
schnitt F der  Leitung  verschieden,  die 
Ausströronngsgeschwindigkeit  v^y  v die 
in  der  Leitung,  so  ist: 

„ „ e*  (nFXv^* 

rF-rtF^ei,  2g~\F/  2g' 

und  da  die  Widerstände  diesem  letztem 
Ausdruck  proportional  sind : 


(?=(?»=  0,479  F 


y 


«.-<)* 


.,=0,479 


1+0,024  .j+t. 


',479  1/  , 


r 


Hieraus  folgt  auch,  wenn  die  Luftmenge 
gegeben  ist: 


die  in  der  Sccunde  ausströmende  Lnft- 
itfenge : 

Q = aF^1)^» 
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Sind  zwei  Röhren  von  den  Tempera- 
turen nnd  t, , den  Höhen  nnd  A, 
verbunden  mit  einer  dritten,  deren  Tem- 
peratur I ist,  so  ersetzt  man  — 
durch  (I,  — <)  + (*i  “ 0 Ä ***  diesen 

Formeln. 


Beispiel. 

Ein  Zimmer  von  A^  = 20  Fnss  Höhe 
commnnicire  durch  eine  Bodenöffnung 
von  24  und  eine  senkrechte  Röhre 
von  d=Q"  Weite,  A,  = 36'  Länge  mit 
der  änssern  Luft.  Temperatur  des  Zim- 
mers f , =20",  der  Röhre  = 25",  äussere 
Lnfttemperatur  t=10".  Welches  Lnft- 
qnantum  wird  in  dem  Zimmer  stöndlich 
circuliren  ? 

Man  hat: 

(^-OA^-f(^-^)*,  = 740,  F=24, 

36 'i 

= 28,274  (beides  Quadratzoll), 

t>  = ^ t>i  = l,178rj. 


^9 


= 1,388 


t»» 

2g 


Ist  (^  = 0,5  fUr  die  Oeffnung,  so  kommt 
die  Dmckhöhe  für  die  Einfdhning  : 


1,5  • 


Sei  { =0,032,  so  ist  die  Dmckhöhe  für 
die  Abführung: 


r.  = 0,479|/^ 


2g 

W 


08+3,80 


2g 
= 5,437', 


= ^^=0,1963 


e,  = F, .,  = 5,437  • 0,1963  = 1,066, 


die  stündliche  Menge  =36(X}  0=3798 
Knbikfnss. 

Jeder  Mensch  braucht  etwa  200  Ku- 
bikfuss  frische  Luft.  Das  Zimmer  eignet 
sich  also  etwa  für  19  Personen. 

In  Schachten  und  Gruben  bewirkt  der 
Unterschied  der  Luftwärme  unten  und 
oben  eine  Ventilation.  Hat  man  zwei 
Tageöffnnngen  von  ungleicher  Höhe,  A 
tieler  als  R,  so  tritt,  da  in  der  Tiefe  im 
Sommer  kühlere  Temperatur,  im  Winter 
wärmere  stattfindet,  in  erstercr  Jahres- 
zeit ein  Strömen  von  B nach  A,  in  letz- 
terer in  umgekehrter  Richtung  ein. 
Künstliche  Ventilation  durch  Oefen  muss 
eintreten , wenn  der  Höhenunterschied 
nicht  hinreichend  ist. 


Ventilator  (HaacMnenlehre). 

Siehe  Gebläse. 

Tentilhahn  (Haachinenlehre). 

Ein  doppelspitziges  Kogelventil , das 
man  bei  Saogepumpen  anwendet  (siehe 
den  Artikel : Saugepumpe). 

Tentilkolben  (Maschinenlehre). 

Ein  durchlöcherter  Kolben , wird  bei 
Pumpen  gebraucht  (vergleiche  den  Ar- 
tikel: Sangepumpe). 

Yentilstenernng  (Maschinenlehre). 

Eine  der  gewöhnlichsten  bei  Dampf- 
maschinen gebräuchlichen  Steoerangen 
(vergleiche  den  Artikel:  Dampfmachine). 

Tenns  (istronomie). 

Von  den  Haoptplaneten  derjenige, 
welcher  der  Erde  am  nächsten  ist,  da- 
her das  hellste  nnd  schönste  Gestirn  am 
Himmel  (Sonne  und  Mond  natürlich  aus- 
genommen). Sie  entfernt  sich  am  Him- 
mel bis  auf  48"  von  der  Sonne,  ist  da- 
her nie  um  Mitternacht,  wohl  aber  bald 
am  Morgen-,  bald  am  Abendhimmel  sicht- 
bar, oft  so  hell,  dass  sie  einen  Schlag- 
schatten wirft.  Aus  Beobachtung  von 
Flecken  bat  man  eine  Axendrehnng  er- 
mittelt. Schon  Dominiko  Cassini  (166Q 
legte  ihr  eine  solche  von  etwa  24  Stun- 
den bei,  aber  Bianchi  (1726)  behauptete, 
dass  sie  eine  Rotationszcit  von  24  Tagen 
8 Stunden  habe.  Seit  Vico,  der  in  ^m 
1840  — 42  schöne  Versuche  hierüber 
machte,  ist  Cassini’s  Ansicht  bestätigt. 
Die  Rotationszeit  der  Venus  beträgt  etwa 
23^  Stunden , und  wie  in  allen  übrigen 
Verhältnissen  zeigt  sich  also  auch  hier 
eine  höchst  merkwürdige  Aebnlichkeit 
mit  der  Erde.  Auch  eine  Atmosphäre 
kommt  ihr  zu.  Ais  unterer  Planet  muss 
Venns  Phasen  haben,  die  aber  nie  bei 
Nacht  das  volle  Gestirn  zeigen  können, 
weil  um  die  Zeit  desselben  die  gradlinige 
Stellung  am  Himmel  entweder  sein  muss : 
Erde,  Venus,  Sonne,  oder;  Erde,  Sonne, 
Venus,  also  Venus  und  Sonne  gleich- 
zeitig auf-  nnd  untergeben.  Die  Phasen 
entdeckte  Galilei  (1610)  mit  dem  nach 
ihm  benannten  Fernrohr.  Er  verbarg 
seine  Erfindung  in  dem  veröffentlichten 
Satze : ,,Haec  immatura  a me  jam  fnu- 
tra  leguntur.  0.  F.“  Diese  an  sich^ 
keinen  verständlichen  Sinn  gebenden 
Worte  bilden  nämlich  ein  Anagramm 
des  folgenden:  „Cynthiae  figurat  emula- 
lur  maler  amorum.**  — Die  Mutter  der 
Liebe  ahmt  die  Gestalt  der  Mondgöttin 
nach. 
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Wenn  Venus  genau  «wischen  Erde 
und  Sonne  steht,  so  kann  sie  als  schwar- 
zer Fleck  (man  behauptet,  selbst  mit 
blossem  Auge)  auf  der  Sonne  gesehen 
werden.  Höchst  wichtig  sind  diese  Ve- 
nnsdurebgänge  ffir  die  Bestimmung  der 
Sonnenparallaxe  (vergleiche  den  Artikel : 
Parallaxe).  1761  und  1769  wurden  diese 
Durchginge  in  der  That  zu  diesem 
Zwecke  benutzt. 

Venus  hat,  soviel  man  bis  jetzt  weiss, 
keinen  Trabanten.  Ihre  merkwürdige 
Ucbereinstimmnng  in  fast  allen  übrigen 
Verhältnissen  mit  der  Erde  ist  bereits 
oben  emv&hnt.  Die  unten  folgenden  Ele- 
mente werden  dies  noch  in  helleres  Licht 
setzen. 

Je  nach  der  Zeit  des  Erscheinens  wird 
Venus  in  der  Volkssprache  als  Morgen- 
und  als  Abendstcru  bezeichnet.  Das 
astronomische  Zeichen  für  die  Venus 
ist  9* 

Wir  wollen  hier  noch  einiges  Genauere 
über  die  Venusdurchgänge  bringen.  Ein 
solcher  fand  seit  Erfindung  der  Fern- 
röhre zum  ersten  Male  statt  am  4.  De- 
cember  1639.  Eis  folgten  die  beiden 
erwähnten.  9.  Juni  1761 . 2.  Juni  1769. 
Neue  finden  statt:  8.  Dccembcr  1874, 
6.  Dccembcr  1882,  dann  7.  Juni  2004, 
5.  Juni  2012,  10.  Dcccmber  2117  und 
5.  Dccembcr  2125. 

Es  ereignen  sich  im  Jahrtausend  der- 
gleichen 16,  je  zwei  sind  durch  einen 
Zeitraum  von  8 Jahren  getrennt,  und 
dann  tritt  eine  Pause  von  105  Jah- 
ren ein. 


Zahlenangabcn  für  Venus. 

Halbe  grosso  Axe 
0,7233317 

Excentricität  Jährl.  Veränder.  derselben 
0,0068183  0,000062711 

in  hnndert  Jahren. 


Länge  des  Perihcls 
1240  14' 25", 6 

Länge  d.  anfst.  Knotens 
75*ir29",  8 

Neigung  der  Bahn 
gegen  die  Ekliptik 

3«  23' 31",  4 


Jährl.  Veränderung 
-3",  24 

Jährl.  Veränder. 
-20",  50 

Jährliche  Verän- 
derung 

+ 0,07 


Epoche 
146«*  44' 56" 


Umlaufszeit: 

Siderische  Tropische 

224  T.  16«»  49'  3"  224  T.  16 «»  41'  25" 
Sjnodiscbo 
583  Tage  23«» 


Rotationszeit 
23«»  21'  21" 


Neigung  des  Aequators 
gegen  die  Bahn 

ll» 


Entfernung  von  der  Sonne: 
kleinste  grösste 

0,7184002  0,7282636 


Mittlere  tägliche 
Bewegung 

59'  8",  3 


Durchmesser  in 
Meilen 

1717 


Scheinbare  Grösse: 
kleinste  mittlere  grösste 
9",  3 17",  1 64" 


Erleuchtung  durch  die  Sonne: 
kleinste  grösste 

1,91  1,94 


Volumen 

1 


Masse 

1 

1,13 


Dichtigkeit 

0,908 


Schwere  Fallzeit 

0,90  13.6 

Die  Epoche  gibt  die  Länge  1.  Januar 
1800.  Die  halbe  grosse  Axe  ist  in  Thei- 
len  der  Erdaxe  gegeben , wie  auch  die 
übrigen  absoluten  Zahlen  als  Theile  der 
für  die  Erde  geltenden  ausgedrückt  sind. 


Teränderliche  Grösse  (Analysis). 

Eine  Grösse,  der  ein  in  gewissen  Gren- 
zen oder  absolut  beliebiger  Werth  ge- 
geben werden  kann.  Z.  B.  in  der  Glei- 
chung x’ =r*  können  den  Grössen 
X und  y alle  reellen  Werthe,  die  kleiner 
als  r sind,  gegeben  werden,  in  der  Glei- 
chung der  graden  Linie  ax-\-by  = c aber 
können  * und  y beliebige  reelle  Werthe 

haben.  Der  Ausdruck  e*  bat  einen  Sinn, 
welchen  reellen  oder  complcxen  Werth 
X habe.  Die  Reihe  l+x-f-x*+x*+ . . . 
aber  nur  dann,  wenn  x einen  Werth 
hat,  dessen  Modul  kleiner  als  Eins  ist. 


Verbesserter  Kalender  (Zeitmessung). 

Derjenige  Kalender,  welchen  die  deut- 
schen Protestanten  im  Jahre  1700  an- 
nahmen,  und  der  sich  von  dem  Gregoria- 
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nifichen  nur  dadurch  uaterscheidet,  dass 
ID  ihm  der  Ostervollmond  durch  astro> 
nomische  Rechnung  ermittelt  werden 
sollte,  während  die  Gregorianische  Oster- 
regcl  auf  einer  cyklischen  Durchschnitts* 
rechnnng  beruht.  Da  sonach  beide  Con- 
fessionen  nicht  immer  zu  gleicher  Zeit 
Ostern  feiern  konnten,  so  wurde  dies  seit 
1778  insoweit  beseitigt,  namentlich  durch 
Friedrichs  II.  von  Preussen  Einfluss,  dass 
ein  allgemeiner  Reichskalendcr  nach  Gre- 
gorianischen Prinzipien  gemeingültig  ge- 
worden ist  (vergleiche  die  Artikel;  Ka- 
lender und  Osterrcgel,  auch  Zeitrechnung). 

Verbindangsrente  (Rentenrechnung). 

Solche  Renten,  bei  denen  die  Lebens- 
dauer zweier  oder  mehrerer  Personen  in 
Rechnung  kommt^  i.  B,  Wittwenrenten, 
wo  der  Anfangspunkt  der  Auszahlung 
mit  dem  Tode  des  Mannes,  der  Endpunkt 
mit  dem  der  Frau  zusammenfällt  (siehe 
den  Artikel:  Rente). 

Yerdoppelnng  des  Cubus  (Geometrie). 

Jenes  unter  dem  Namen  des  Delischen 
bekannte  alte  Problem : „Die  Seite  eines 
Würfels  zn  finden,  der  doppelt  so  gross 
ist,  als  ein  gegebener.“ 

Ist  a die  Seite  des  gegebenen  Wür- 
fels, so  ist  2 a*  der  Inhalt  des  gesuch- 
ten, |/2a*  die  Seite.  Eine  Construction 
mittels  der  graden  Linie  und  des  Krei- 
ses allein  ist  unmöglich ; aber  es  gibt 
sehr  einfache  Lösungen  mit  Hülfe  der 
Kegelschnitte,  z.  B.  zweier  Parabeln, 
es 

Sei  der  Parameter  einer  solchen, 

also  y*=aa;  ihre  Schcitelgleichnng , so 
ist  die  Gleichung  einer  zweiten  Parabel, 
mit  gemeinschaftlichem  Scheitel , darauf 
senkrechter  Axe  und  doppeltem  Para- 
meter X*  = 2 ay.  Für  den  andern  Schnitt- 
punkt beider  gelten  beide  Gleichungen, 
also  wenn  man  x eliminirt: 

y*=2a»y,  y = }/2a*, 
y ist  die  gesuchte  Seite.  Also:  Ziehe 

n <S 

mit  Parameter  und  a zwei  Parabeln 

mit  gemeinschaftlichem  Scheitel  und  auf 
einander  senkrechten  Axen;  die  Ordi- 
nate des  nicht  in  den  Scheitel  fallenden 
Schnittpunktes  beider  ist  die  gesuchte 
Linie. 

An  die  Verdoppelung  des  Cubus  kann 
man  leicht  die  geometrische  Construction 
derjenigen  Aufgaben  knüpfen,  welche  zu 
enbi  sehen  Gleichungen  führen.  — In  der 


That  führt  die  Auflösung  der  letztem» 
wenn  nicht  der  sogenannte  irrednctible 
Fall  eintritt,  zu  Cubikwurzcln.  Der- 
gleichen aber  lassen  sich  immer  nach 
der  eben  gegebenen  Methode  construiren. 
Seien  l,  m,  n Linien,  und; 
s 

yimn  = X, 

so  kann  man  zunächst  lm  = a*  setzen 
wo  a eine  gegebene  Linie  ist,  die  durch 
Verwandlung  des  Rechteckes  Im  in  ein 
Quadrat  gefunden  werden  kann,  also; 

x«  = a’n. 

Nimmt  man  nun  ganz  wie  oben  die  bei- 
den Parabeln  mit  auf  einander  senk- 
rechten Axen : 

x^=ay,  y*  = «x, 

so  ist  Tür  deren  nicht  in  den  Scheitel 
fallenden  Durchschnittspunkt: 

x*=a^nx,  x*=a*n, 

also  die  Abscisse  desselben  ist  die  ge- 
suchte Linie  x. 

Was  nun  den  irrednctibcln  Fall  anbe- 
trifft, so  führt  derselbe  bekanntlich  im- 
mer auf  die  Gleichung ; ” 

4 cos  a’  —3  cos  « = cos  3a 

zurück,  wo  cos  3 a gegeben,  cos  »gesucht 
ist.  Mit  andern  Worten,  diese  Con- 
struction führt  auf  die  Dreitheilung  eines 
Winkels.  Auch  diese  Aufgabe  lässt 
sich  mit  Hülfe  der  Kegelschnitte  lösen. 
Setzen  wir,  um  Homogenität  hervorzu- 
bringen : 

cos3a  = — , cosa  = — , 
m to’ 

so  ist  die  betrachtete  Gleichung; 

4x*— 3 m*  x — am*. 

Setzen  wir  die  bekannte  Grösse: 


und  verbinden  die  Gleichung  einer  gleich- 
seitigen Hyperbel: 

xy-c 

mit  der  einer  andern  Hyperbel: 
x*-oxy  = ßy, 

so  ergibt  sich  für  die  Schnittpunkte  durch 
Elimination  von  y: 

X*  — ncx  = /J  c, 

also  wenn  diese  Gleichnng  der  gegebe- 
nen identisch  sein  soll: 

4ac  = 3m*,  4/}c  = am*, 
also  wenn  e=m*  gesetzt  wird: 


Verdoppelter  Cabas. 
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V erfolgungslinie. 


die  Gleichungen  unserer  beiden  Hyper- 
beln sind  also : . 

xyzztH^j  ix^—Sxy  = ay. 

Die  Schnittpunkte  derselben,  sind  die 
drei  Wurzeln  unserer  cubischen  Glei- 
chung, welche  in  diesem  Falle  alle  drei 
reell  sind. 

Yereinsm&nze  (Hetronomie). 

So  heissen  die  dem  deutsch  • Österrei- 
chischen Münzverein  in  Währung  und 
Gehalt  gemeinsamen  Münzen.  Es  sind 
der  Thalcr  und  das  Zweithalcrstück. 
2 Thaler  gleich  3 Gulden  österreichisch 
gleich  3^  Gulden  süddeutsch.  Der  Ge- 
halt ist  d.  h.  ^ fein  Silber,  Zu- 
satz, der  Werth : 30  Thaler,  gleich  45  Gul- 
den österreichisch,  gleich  52^  Gulden 
süddeutsch,  gleich  1 neues  Pfund  (500 
Grammes)  fein. 

Terfallzeit  (kanftnännische  Rechen- 
kunst). 

Die  Zeit,  wann  ein  Capital  fdllig  ist. 
— Mittlere  Verfallzeit  ist  die  Zeit,  wann 
man  mehrere  in  ungleichen  Zeiträumen 
fällige  Capitale  gleichzeitig  zahlen  kann, 
ohne  dass  Empfänger  und  Zahler  einen 
Nachtheil  haben  (siehe  den  Artikel:  Ter- 
minrechnung). — Verfallzeit  der  Wech- 
sel, die  Zeit,  in  der  ein  Wechsel  fällig 
ist.  Wegen  der  Respeettage  ist  dieses 
nicht  immer  der  Zahltag.  Es  ist  die 
Verfallzeit  entweder  auf  einen  bestimm- 
ten Tag,  oder  auf  eine  Zeit  nach  der 
Ausstellung,  oder  nach  dem  Fräsentiren, 
oder  nach  Uso  bestimmt  (siebe  den  Ar- 
tikel ; Uso). 

Terflnstening  (Astronomie). 

Bedeckung  eines  Sternes  durch  ein 
anderes,  namentlich  des  Mondes  durch 


die  Erde,  oder  der  Sonne  durch  den  Mond 
(siehe  Finsternisse). 


Terfolgungslinie  (Geometrie). 


Eine  Curvo,  wo  das  von  zwei  beliebi- 
gen Tangenten  abgeschnittene  Stück  der 
Abscissenaxe  zum  zugehörigen  Bogen  in 
constantem  Verhältnisse  steht. 

Der  Name  kommt  von  folgender  Be- 
trachtung her.  Bewege  sich  jemand  auf 
der  Graden  AB  (Fig.  24),  und  etwa  sein 
Hund  gehe  von  Punkt  C immer  nach 
der  Richtung  zu,  in  welcher  sich  der  Herr 
befindet.  Ist  der  Hund  bezüglich  in  C 
und  D,  wenn  der  Herr  in  A und  E ist, 
so  sind  CA  nnd  DE  Tangenten  an  die 
Cnrve.  Der  Hund  durchläuft  Bogen 
CD,  der  Herr  Linie  AE,  und  wenn  die 
Geschwindigkeit  beider  eine  constante 
ist,  hat  man  also  die  oben  angeführte 
Linie.  Was  ihre  Gleichung  anbetrifft, 
so  sei  AB  Abscissenaxe.  Sind  also  C 
und  D einander  unendlich  nahe,  so  ist 
CD  — dt,  AE  gleich  dem  Differenzial  der 

Subtangente,  = <f  — y 

Differenziale  gleich : 

ds+ay 

Setzt  man  für  dt  seinen  Werth , so 
hommt : 

^ = 
y 

integrirt: 

lgj,  = aIg(|/l+^’-^)+lgC. 


.dx 

ad  -r- 

dy 


1 + 


dx» 

dy* 


dy)  ’ 


also  die 


woraus  sich  ergibt: 


dx  = \dy 


Fig.  24. 


üy  GoogiB 
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Verlorener  Punkt. 


Für  <1  = 1 aber  ist: 


Yergrösserung  (Optik). 

Beim  künstlichen  Sehen  das  Verhält- 
niss  der  scheinbaren  Grösse  des  durch 
die  Vorrichtung  erhaltenen  Bildes,  zn 
der  des  Gegenstandes,  wie  sie  mit  blossem 
Auge  gesehen  würde  (vergleiche  die  Ar- 
tikel : Fernrohr  und  Microscop). 


Yerhältniss  (Arithmetik). 


Aeltere  Mathematiker  unterscheiden 
arithmetische,  geometrische  und  harmo- 
nische Verhältnisse,  gleichbedeutend  be- 
züglich mit  Differenz,  Quotient  und  Dif- 
ferenz der  inversen  Werthe  zweier  Zah- 
len. Im  engem  Sinne  versteht  man  un- 
ter Verbältniss  das  geometrische 


oder  a : b.  Proportion  heisst  eine  Ver- 
bindung zweier  gleichen  Verhältnisse, 

oder  a : bzze  : df  gelesen : a zu 

0 d 


b wie  c zu  (/.  b und  c heissen  innere, 
a und  d äussere  Glieder,  a und  c Vor- 
der-, b und  d Hinterglieder. 

Sind  drei  Glieder  einer  Proportion  ge- 
geben , so  kann  man  immer  das  vierte 

finden.  Z.  B.  6 = — . Setzt  man  c = na, 
c 

so  ist  d=nb.  Hieraus  folgt  leicht  eine 
Reihe  von  Sätzen,  die  wir  hier  nur  hin- 
schreihen: 


d-fc-f-e-fjr  _ b+d+f+h 
a ~ b ' 

Die  ziemlich  überflüssige  Theorie  der 
Verhältnisse  und  Proportionen  nimmt  in 
älteren  Lehrbüchern  lange  Abschnitte 
ein,  welche  mit  einer  Unzahl  Bezeich- 
nungen und  Definitionen  angefüllt  sind, 
welche  gar  keinen  Nutzen  gewähren. 
Anwendungen  der  Verhältnisse,  statt  de- 
ren man  aber  immer  Quotienten  setzen 
kann,  bieten  ausser  der  Aehnlichkeits- 
lehre  in  der  Geometrie  die  einfache  und 
zusammengesetzte  Regeldetri.  Kosten 
z.  B.  a Pfund  b Thaler  und  c Pfund 
d Thaler,  so  ist  offenbar  c so  oft  in  a, 

als  rf  in  6 enthalten,  also  — z=  so 

c d 

dass  aus  drei  Gliedern  das  vierte  gefun- 
den werden  kann. 

Bei  andern  Aufgaben,  der  sogenann- 
ten umgekehrten  Regeldetri,  stehen  zwei 
Grössen  im  umgekehrten  Verhältniss  der 
beiden  andern.  Z.  B.  sind  zu  derselben 
Arbeit  a Tage  und  an  jedem  b Stunden, 
andererseits  c Tage  und  d Stunden  zu 
verwenden,  so  ist  ab  = cd,  also  wenn  man 

will:  ~ Der  zusammengesetzten 

Regeldetri  liegen  in  gleicher  Weise  meh- 
rere Proportionen  zu  Grunde,  von  denen 
immer  jo  ein  Glied  zwei  Proportionen 
gemein  ist. 

Yerifleations-Basis  (Geodäsie). 

Diejenige  Linie,  welche  bei  grössern 
Triangulirongen  ausser  der  Standlinie, 
welche  mit  Zuhülfenahme  von  Winkeln 
hinreichend  ist,  noch  gemessen  wird,  um 
eine  Probe  der  Richtigkeit  zn  haben. 
Man  nimmt  dieselbe  so  weit  als  möglich 
von  der  Standlinie  entfernt. 


bczzttd,  a:c=b:d,  b:a=zd:c, 
a + c_6  + *^  a-f-6  c-\-d 

a b ’ a — b c—d' 

Dieselben  sind  leicht  auszusprechen.  Sind 
die  innem  Glieder  gleich  , so  heisst  die 
Proportion  stetig,  z.  B. : 

a : & = 6 : c,  6*  = a c. 

Eine  Verbindung  von  mehr  als  zwei 
gleichen  Verhältnissen  heisst  laufende 
Proportion.  Z.  B. : 

rt  __  c _ ^ g 

T ~~d  ~ J ~T~  • * 

die  man  auch  schreibt: 
a:c:e:^=r.  ..  =b  : d : f:  h . . . 
Es  folgt  leicht  ans  einer  solchen: 


Yerjflngter  Haassstab  (Zeichenkande). 

Ein  Maassstab  für  eine  Zeichnung, 
welcher  die  Längen  der  Zeichnung  auf 
die  dem  Object  entsprechenden  reducirt, 
also  z.  B.  bei  Landkarten  diejenige 
Länge  angibt,  welche  einer  Meile  ent- 
spricht. 

Yerkehrte  Regeldetrie  (angewandte 
Arithmetik). 

Gleichbedeutend  mit:  Umgekehrte  Re- 
geldetri. 

Yerlorener  Pnnkt  (Harkscheideknnst). 

Ein  Pnnkt  über  Tage,  möglichst  senk- 
recht über  dem  gesüßten  Punkt. 


Verlustrechnung.  168  Vertheilungsschieber. 


Terlnstrechnong  (kaafinännische 
Arithmetik). 

Die  Berechnung  des  Verlustes,  gewöhn* 
lieh  von  Hundert  genommen.  Z.  B.:  An 
2000  Thalcrn  sind  500  verloren  gegan* 
gen;  wieviel  betragt  der  Verlust  vom 
100? 

2000  : 500=100 : X,  x = 25. 


Verminderte  Octare,  anarte,  aninte 
(Aknstik). 

Bezüglich  das  Vorhältniss: 

c : ces,  c : fe$,  c : ges. 

Vermischnngsrechnnng  (practische 
Arithmetik). 

Gleichbedeutend  mit  Alligationsroeh- 
nung.  Sic  gibt  an,  welchen  Preis  oder 
welchen  Gehalt  ein  Gemisch  von  mehre- 
ren Sorten  hat,  deren  Preis  ungleich  ist, 
oder  auch,  wie  die  Mischung  zu  machen 
sei,  um  einen  gewissen  Preis  oder  ein 
geAvisscs  Vcrhaltniss  zu  erreichen,  z.  B : 

9 Pfund  Silber’  Feingehalt 

8 >*  11  11  1*0 

12 

werden  zusammengetban ; welchen  Ge* 

halt  hat  die  Mischung? 

7 . - 9 • 7 63 

.hdlcn  ^ = jg 

Pfund  feinen  Silbers;  eben  so  hat  man: 

8-  5 _ ^ 12  • 8 _ % 

10'  “ 10’  10  “ 10’ 

I 

also  im  Ganzen : 

9+8+12  = 29  Pfund  Brutto, 

worin: 

63+40+96  _ 199 

10  “ 10 

also  der  Feingehalt  x wird  gefunden 
durch  den  Ansatz: 

29  : _ 1 . X, 

x=|^=0,G8«  . . . 


Pfund  zu  — 


Pfund  fein. 


In  welchem  Vcrhaltniss  ist  Silber  vom 
Gehalt  und  zusammcnzuschmclzen, 
um  solches  vom  Gehalt  zu  haben? 

Nimmt  man  z.  B.  ein  Pfund  der  ersten 
Sorte,  so  hat  man  Pfund  fein  Silber 
zu  viel,  also  da  man  Silber  vom  Gehalt 
^ zusetzt,  so  ist  die  Frage:  Wieviel 
Pfund  von  ^ Feingehalt  werden  durch 
^ Pfund  fein  Silber  Zusatz  auf  also 
um  erhöht?  OflFenbar: 


T9  • T*o  — I Pfund ; 

Das  Vcrhaltniss  der  Mischung  ist  also 

2:1, 

Es  ist  leicht  zu  sehen , dass  man  bei 
Annahme  von  drei  oder  mehr  Sorten  zu 
einer  unbestimmten  Aufgabe  kommt. 

Z.  B,  Wein,  das  Quart  bezüglich  zu 
1,  14  und  2 Thalcrn,  soll  so  gemischt 
werden,  dass  das  Quart  1|  Thalcr  koste. 

Seien  X,  y,  z die  Mischungszahlen, 
also  der  Preis  des  Ganzen: 

X -H  ^+2z, 

und  jedes  Quartes: 

x+^+2s 

x+y+z 

d.  h. : 

2x+3y+4z=  (x+y  + z), 

4x+y  = 2», 
also  wenn  man: 


setzt : 

« = 2©-4. 

V ist  beliebig.  Sei  z.  B.  v = 3,  so  ist 
u=2,  also: 

m:©  = 3:2,  x:y:s  = l:3:2. 

Vernier  (Hessknnst). 

Siehe  Nonius. 

Versicherung  (practische  Arithmetik). 

Die  Bezahlung  einer  Summe  in  einem 
oder  mehreren  Terminen  zum  Zwecke, 
um  für  einen  künftig  eintretenden  Nach- 
theil , sei  derselbe  unvermeidlich  oder 
nur  möglich,  entschädigt  zu  werden. 
Uebor  die  Versichcrungsrechnnng  siehe 
den  Artikel:  Rente. 

Versichemngsfernrohr  (Optik). 

Dasjenige  Fernrohr,  welches  an  Mess- 
instrumenten angebracht  ist,  um  sich  von 
dem  unvcrrücktcn  Standpunkte  des  In- 
strumentes überzeugen  zu  können. 

Versetzangen  (Combinationslehre). 

Gleichbedeutend  mit  Fermutationen. 
Siche  den  Artikel:  Combinationslehre. 

Vertheilangsschieber  (Maschinenlehre). 

Diejenigen  Schieber  bei  Dampfmaschi- 
nen, durch  welche  der  Dampf  nur  ab- 
wechselnd zu  beiden  Seiten  des  Kolbens 


Vertikalkreis. 
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Vieleck. 


geleitet  wird,  im  Gegensatz  zu  den  Ex- 
pansionsschiebern, wo  zugleich  eine  zeit- 
weise Absperrung  des  Dampfes  eintritt. 
(Vergleiche  den  Artikel : Dampfmaschine). 

Vertikalkreis  (Astronomie). 

Jeder  durch  den  Zenith  gehende  grOsste 
Kreis , im  Uesondern  aber  derjenige, 
welcher  auf  dem  Ortsmeridian  senkrecht 
steht. 

Vertikalkreis  (Optik). 

Beim  Theodoliten  derjenige  Kreis,  auf 
welchem  man  die  Höhen  abliest. 

Vertikalprojection  ( Projectionslehre) 

Gleichbedeutend  mit  Grundriss,  also 
die  Projcclion  eines  Gegenstandes  auf 
eine  Ilorizontalcbcne. 


Excentricität  Neigung  gegen  d.  Ekliptik 
0,090119  . 7®  8' 17",  4 

Länge  des  Peribcls  Länge  des  aufstei- 
18G0:  genden  Knotens 

250®  20'  45",  4 103“  25'  46",  2 

Umlanfszeit: 

wahre  synodische 

1324,84  Tage  504,29  Tage 

Stärke  des  Sonnenlichtes: 

Für  die  Erde  1000 
kleinste  mittlere  grösste 

217  180  151 

Vibration  (Optik  ond  Dynamik). 

Siehe  Schwingungen. 


Vertikalnhr  (Gnomonik). 

Eine  Sonnenuhr,  auf  irgend  einer  Ver- 
tikalebene  gezeichnet.  Dergleichen  sind 
also  Moiren-,  Abend-,  Mittags-  und 
Mitternachtubren  (vergleiche  den  Artikel : 
Sonnenuhr). 

Vertikalwinkel  (Geometrie). 

Gleichbedeutend  mit  Scheitelwinkel. 

Verzahnung;  (Maschinenlehre). 

Die  Art  und  Weise,  wie  ein  Stirnrad 
oder  eine  Stange  mit  Zähnen  versehen 
wird  (siehe  den  Artikel:  iia«i). 

Verzugszinsen  (practische  Arithme- 
tik). 

Die  Zinsen , welche  bezahlt  worden 
müssen,  wenn  der  Schuldner  nicht  recht- 
zeitig seiner  Verpflichtung  nachkommt. 
Bei  Wechseln  werden  sie  vom  Verfall- 
tage, beim  Acceptanten  jedoch  vom  leu- 
ten  Respeettago  an  gerechnet.  Bei  ein- 
pklagten  Schulden  kommen  rechtlich 
in  Preussen  dem  Gläubiger  5 Procent 
Verzugszinsen  vom  Tage  der  Klagcbe- 
händigung  an,  zu. 

Vesta  (Astronomie). 

Der  vierte  der  Asteroiden  oder  klei- 
nen Planeten,  von  Olbers  entdeckt  am 
27.  März  1807.  Wir  fügen  die  Elemente 
hinzu,  wie  sie  von  Enke  (1859)  berech- 
net sind. 

Abstand  von  der  Sonne: 

kleinster  mittlerer  grösste 

2,14801  2,36074  2,57347 


Vieleck,  Polygon  (Geometrie). 

Gewöhnlich  wird  mit  diesem  Ausdruck 
ein  von  einer  Anzahl  Seiten  vollständig 
begrenzter  Theil  der  Ebene  verstanden. 
Im  Allgemeinen  aber  ist  unter  diesem 
Namen  eine  Verbindung  je  zwei  auf 
einander  folgender  von  n Punkten , und 
des  letzten  wieder  mit  dem  ersten  durch 
grade  Linien,  zu  verstehen.  Ein  n-Eck 
hat  also  n Seiten.  Jedoch  bezeichnet 
man  zuweilen  als  vollständiges  Vieleck 
eine  Verbindung  von  n Punkten  durch 
soviel  Grade  als  möglich,  d.  h.  durch 
n(n— 1)  , . 

— 2 — - » onJ  a>es  ist  die  Anzahl  der 

Seiten  des  n-Ecks,  zum  Unterschied  vom 
vollständigen  Vielseit,  welches  eine  Ver- 
bindung von  n Graden  ist,  die  sich  so  oft 

als  möglich  schneiden,  also  mal, 

und  dies  ist  die  Anzahl  derEcken  desn-Seits. 
Jedes  Vieleck  lässt  sich  in  ein  vollstän- 
diges verwandeln,  wenn  man  alle  Ver- 
bindungslinien der  Ecken  zieht,  welche 
nicht  Seiten  sind.  Diese  heissen  Dia- 
gonalen. Das  n-Eck  hat  also  : 


«(»-!)  ^_w(>i-3) 


Diagonalen. 


Was  die  Anzahl  der  Diagonalen  eines 
vollständigen  n-Scits  anbetrifift , so  kann 

man  die  Anzahl  der  — ^ Ecken  sich 

zunächst  so  oft  als  möglich  verbunden 
denken,  d.  h.: 

Von  diesen  Eckpunkten  liegen  jedoch 


Vieleck. 
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Vieleck. 


immer  n—  1 auf  einer  Seite,  da  diese  sich 
so  oft  als  rodglich  schneiden . und  jeder 
Eckpunkt  gehört  zwei  Seiten  an , also 
jeder  Punkt  ist  roit  zweimal  n—2  an- 
dern schon  verbunden.  Es  fallen  also 
von  der  Diagonalen- Anzahl  für  jeden 

Eckpunkt  weg  2 (n—2),  da  aber 

dergleichen  sind , roit  Berücksichtigung, 
dass  jede  Linie  Funkt  A mit  einem  an- 
dern B und  wieder  B mit  ,Y  verbindet, 
also  die  Anzahl  auf  die  H.llfte  zu  redu- 
ciren  ist,  so  fallen  im  Ganzen : 

n(rt— l)(rt— 2) 

2 


aus  der  Anzahl  der  Diagonalen 
welche  somit  beträgt: 


weg. 


n(n  — 1)  rn(n— 1) 


= [rt*-n-2-4«-f8] 


_ n («_l)(«-2)(n-3) 

8 ’ 

al^o  beim  vollständigen  Vierseit: 

4*3. 2.1  - _ 

-g =3  Diagonalen. 

Beschränken  wir  uns  jetzt  auf  ebene 
Vielecke.  Es  ist  gleichgültig,  in  welcher 
Ordnung  man  die  n Punkte  verbindet. 
Jedoch  muss  man  unterscheiden  zwischen 
Vielecken , die  einen  einfach  und  einen 
mehrfach  begrenzten  Raum  cinschliessen. 
Nur  bei  den  letztem  können  sich  die 
Seiten  durchkreuzen , gewöhnlich  aber 
betrachtet  man  immer  nur  die  ersten. 
Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  sich  n 
Funkte  entweder  gar  nicht  oder  nur  auf 
eine  Art  so  zu  einem  Vielecke  verbinden 
lassen,  dass  die  Seiten  sich  nicht  durch- 
kreuzen, und  die  nach  dem  innern  Raume 
des  Vielecks  gekehrten  Winkel  je  zweier 
Seiten  (Polygonwinkel)  alle  hohl  sind. 
Bei  diesen  letztem  werden  die  von  irgend 
einem  Punkte  im  Innern  nach  den  Ecken 
gezogenen  Strahlen  nie  die  Seiten  durch- 
k cuzen.  Bei  allen  andern  Vielecken 
i;t  dies  fraglich.  Sind  solche  Strahlen 
möglich . so  theilen  sie  das  Vieleck  in 
» Dreiecke , welche  also  2n  Rechte  ent- 
halten. Diese  bestehen  ans  allen  Poly- 
gonwinkeln , und  den  um  den  innem 
Punkt  herumliegenden  vier  Rechten. 
Daraus  folgt  der  Satz: 

,,In  jedem  Vieleck,  wo  ein  Funkt  im 
Innem  gefunden  werden  kann,  von  dem 
sich  Strahlen  ziehen  lassen,  welche  die 
Seiten  nicht  kreuzen,  ist  die  Summe  aller 
Polygonwinkel  gleich  2n— 4 Rechten.** 


Diesen  Satz,,  den  man  gewöhnlich  all- 
gemein für  Vielecke  ausgesprochen  findet, 
wollen  wir  so  erweitern,  dass  er  in  der 
Thut  für  alle  ebenen  Vielecke  gilt. 

Seien  zunächst  a.  ß,  y die  inneren 
Winkel  eines  Dreiecks.  Wir  wollen  ne- 
ben diesen  als  ein  System  von  Dreiecks- 
winkcln  auch  bezeichnen  jeden  hohlen 
Winkel,  den  zwei  Drcicckssciten  machen, 
also  z.  B.  flr=4R— rt,  in  Verbindung 
mit  zwei  anderen  Winkeln,  die  ihn  zu 
zwei  Rechten  ergänzen.  Man  hat  nun: 

rt— y = 4R  — y = 2R, 

also : 

„Ein  System  von  Dreieckswinkcln  be- 
steht entweder  aus  den  drei  hohlen  oder 
aus  einem  erhabenen  in  Verbindung  mit 
den  beiden  andern  hohlen  aber  negativ 
genommen.** 

Sei  jetzt  ein  beliebiges  Vieleck  ABCDE 
gegeben  Man  nehme  einen  Punkt  O, 
gleichviel  wo  in  der  Ebene,  und  ziehe 
von  ihm  eine  Grade  nach  der  ersten 
Ecke  A , Linie  OA  drehe  man , bis  sie 
in  die  Lage  OB  kommt,  in  demselben 
Sinne  weiter,  bis  sic  in  Lage  OC  ge- 
langt u.  8.  w.  bis  sie  nach  OA  zurück- 
kehrt. Es  ist  denn  nicht  nöthig,  dass 
OA  gerade  4 Rechte  durchlaufen  hat, 
sic  kann  ein  beliebiges  Vielfaches  von 
4 Rechten,  also  4s  Rechte  durchlaufen 
haben.  Z.  B.  in  Viereck  ABCD  (Fig. 
25)  ist  Winkel  BOC  und  DOA  erhaben. 


Fig.  25. 


und  die  Summe  der  Drehungswinkel 
gleich  8 Rechten.  Bei  jeder  Theildrc- 
hung  von  OA  nach  Oä,  von  OB  nach 
OC  u.  B.  w.  bilden  nun  die  beiden  La- 
gen der  Drehnngslinie  mit  einer  Poly- 
gonscitc  ein  Dreieck , das  wir  Central- 
drcicck  nennen,  und  der  Drehungswinkel 
ist  ein  Dreict.k8wlnkel  desselben  im  oben 


Vieleck. 
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Vielfacher  Stern. 


angegebenen  Sinne.  — Folygonwinkcl 
nennen  wir  den  Winkel  zweier  auf  ein- 
ander folgenden  Seiten , jedoch  so  ge- 
nommen, dass  er  ans  der  Somme  von 
n Dreieckswinkcln  zweier  auf  einander 
folgenden  Centraldreiccke  besteht,  die 
mit  den  Drebungswinkcln  zu  einem  Sy- 
stem gehören.  Dies  bestimmt,  ob  der 
Folygonwinkel  erhaben  oder  hohl,  posi- 
tiv oder  negativ  ist.  Z.  B.  Winkel  OHA 
und  —OBC  bilden  zusammen  den  hoh- 
len Folygonwinkel  —ABC,  da  OBC 
mit  dem  erhabenen  Winkel  COB  zu 
einem  System  gehört.  Da  man  nun  n 
Centraldreiccke  hat,  welche  s&mmtliche 
Folygonwinkel  und  ausserdem  4s  Rechte 
um  O herum  umfassen,  so  hat  man  den 
Satz : 

„Die  Summe  aller  Folygonwinkel  be- 
trägt 2«— 4s  Rechte.“ 

In  unserer  Figur,  wo  n = 4,  s = 2 ist, 
hat  man  also  0 Rechte,  s kann  immer 
so  bestimmt  werden,  dass  2s  = n bleibt, 
also  im  Viereck  ist  die  Summe  der  Fo- 
lygonwinkol  4R  oder  0,  im  Fünfeck  6 
oder  2 R u.  s.  w. 

Regelmässige  Vielecke  sind  solche* 
worin  alle  Seiten  und  alle  Folygonwin- 
kel bezüglich  gleich  sind,  lieber  die- 
selben siehe  den  Artikel:  Raumlehre. 
Hier  wollen  wir  jedoch  auch  solche  in 
Betracht  ziehen,  wo  die  Seiten  sich  durch- 
kreuzen können. 

ln  der  That,  wenn  man  beim  ge- 
wöhnlichen (2n-fl)-Eck  z.  B.  den  1 ten 
und  3 ten,  3 ten  und  5tcn  . . . 2nten 
und  2 ten,  2ten  und  4ten  . . . Theil- 
punkt  verbindet,  bis  man  zum  ersten 
zurückkommt , so  bat  man  ein  neues 
( 2n-f-l)-Eck,  dem  alle  Eigenschaften  des 
regelmässigen  zukommen. 

Man  bat  für  den  Folygonwinkel  des 
regelmässigen  n-Eck  den  Ausdnick: 

4s 

2 Rechte.  Ist  diese  Summe  gleich 

n 

Null,  SU  fallen  alle  Seiten  zusammen. 

Man  hat  also  fürs  regelmässige: 


Dreieck: 
Viereck: 
Fünfeck : 
Sechseck : 
Siebeneck : 


1 R oder  0 R, 

J R oder  } 

^ oder  \ oder  0 R, 
oder  f oder  | R, 


u.  s.  w. 

Vieleckiger  Körper  (Geometrie). 

Siehe  Folyeder. 


Vielfacher  Punkt  (Geometrie). 


Derjenige  Funkt  einer  Curve,  worin 
sich  zwei  oder  mehrere  Zweige  schnei- 
den oder  Zusammentreffen.  Man  unter- 
scheidet Doppelpunkte,  dreifache  u.  s.  w. 
In  einem  solchen  bat  die  Curve  bezüg- 
lich zwei,  drei  u.  s.  w.  Tangenten,  wel- 
che jedoch  einen  Winkel  von  180  Grad 
machen  können,  lieber  die  Berechnung 
der  vielfachen  Funkte  siehe  die  Artikel : 
Besondere  Funkte , und : Analytische 
Geometrie. 


Vielfacher  Stern  (Astronomie). 

Nahe  neben  einander  stehende  Sterne, 
die  dem  blossen  Auge  als  ein  einziger 
erscheinen,  während  das  Fernrohr  sie 
als  mehrere  (Doppelsterne , dreifache 
u.  8.  w.)  ausweist.  Man  tbeilt  sie  in 
optische,  d.  h.  solche,  die,  obgleich  in 
sehr  grosser  Entfernung  von  einander, 
fast  dieselbe  Gesichtslinie,  von  der  Erde 
ans  gesehen,  haben,  und  physische,  bei 
denen  man  ans  dem  Grunde  auf  eine 
grössere  Nähe  schliesscn  kann,  weil  bei 
ihnen  eine  Bahn  des  einen  um  den  an- 
dern beobachtet  ist.  Diese  Bahn  ist 
eine  relative  ellyptische,  d.  h.  jeder  macht 
um  den  andern  als  fest  gedachten  eine 
Ellipse,  wenn  die  Vereinigung  ein  Doppel- 
stern ist.  Bei  zweien  hat  man  eine 
vollständige  Revolution  beobachtet,  ^ in 
der  Krone  und  f im  grossen  Bären,  bei 
den  andern  ist  die  Bahn  hypothetisch. 
Die  Stomkataloge  zeigen  über  1Ü(X)  viel- 
fache Sterne.  Wir  fügen  für  die  wich- 
tigsten einige  Zahlenangabon  hinzu: 


Umlaufszcit 

Halbe  grosse  Axe 
(senkrecht  von  der  Erde 
gesehen). 

Excentricität 

( im  Herkules 

36  Jahr 

1",2 

0,44 

1}  in  der  Krone 

43  Jahr 

— 

— 

1 im  grossen  Bären 

58  Jahr 

3'',  8 

0,42 

u in  der  Krone 

287  Jahr 

, 3",  7 

0,76 

Y im  Löwen 

1200  Jahr 

— 

— 

Vielfaches. 
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Yielfiuhes  (Arithmetik). 

liiine  Zahl,  in  die  mit  einer  andern 
gegebenen  ohne  Rest  dividirt  werden 
kann  Z.  B.  12  ist  das  3 fache  von  4- 

Tielseit  (Creometrie). 

Siche  Vieleck. 

Viereck  (Geometrie). 

Im  engem  Sinne  ein  von  vier  Seiten 
begrenztes  EbenenstUck,  allgemeiner  vier 
Punkte  durch  vier  Grade  verbanden. 
Vergleiche  auch  den  Artikel;  Vieleck, 
namentlich  über  den  Unterschied  von 
Viereck,  Viorscit,  vollständiges  Viereck 
und  Vierseit.  Vergleiche  auch  den  Ar- 
tikel: Raumlehre. 

Vierseit  (Geometrie). 

Siebe  Viereck. 

Vierling  (Hetronomie). 

In  Baden  und  Würtemberg  wird  so 
i Pfund  im  gewöhnlichen  Leben  genannt. 

Viertelkreis  (Geometrie  und  Astro* 
nomie). 

Gleichbedeutend  mit  Quadrant. 

Vierung  (larkscheidekunst). 

Die  Breite  einer  Zeche. 

Vierweghahn  (Haschinenlehre). 

Der  von  Watt  für  die  Dampfmaschine 
angegebene  Hahn,  welcher  die  Absperrung 
des  Dampfes  und  den  Eintritt  desselben 
auf  beiden  Seiten  des  Kolbens  bewirkt. 
Neuere  Maschinen  haben  an  dessen 
Stelle  Schicborstenerungen  (vergleiche 
die  Artikel:  Wärme,  und:  Dampf- 

maschine). 

VirtueUe  Geschwindigkeit  (Stotiki. 

. Die  Geschwindigkeiten,  welche  gewisse 
mit  einander  verbundene  Punkte  gemäss 
den  Bedingungen  der  Verbindung  an- 
nehmen können,  üeber  das  Prinzip  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten  vergleiche 
den  Artikel:  Statik. 

Visiren  (GeodAsie). 

Die  Bestimmung  des  Winkels,  welchen 
die  Gesichtslinicn  von  zwei  Punkten 
machen,  mittels  des  Diopters,  des  Theo- 
doliten oder  durch  andere  optische  In- 
strumente. 

Visirkante  (Geodisie). 

Die  eine  Kante  des  Diopterlineals, 


welche  der  Visirlinie  parallel  ist,  oder 
in  sie  fäUt. 

Visirkunst  (Hesskunst). 

Die  Ausmessung  der  in  Tonnen  oder 
Fässern  enthaltenen  Flüssigkeit  mittels 
des  Visirstabes. 

Man  nimmt  dabei  an,  das  Fass  sei 
gleicii  einem  C>'linder  von  gleicher  Höhe, 
dessen  Grundfläche  gleich  J der  Boden- 
krcisfläche,  -f  | der  Bauchfläche  ist, 
welche  letztere  durch  das  Spundloch  ge- 
messen wird. 

Ist  das  Fass  am  Halse  weniger  ge- 
wölbt, so  gibt  man  dem  Dnrehmesser 
des  Cv’linders  ^ des  Banchdurebmessers, 
4 des  Bodendurchmessers.  Der  Visir- 
stab  gibt  den  Inhalt  des  gefüllten  Thei- 
los  des  Fasses  in  Flaschen  oder  Kannen 
durch  blosses  Eintauchen  des  Stabes  und 
Ablescn  von  einer  darauf  gezeichneten 
Scala  unmittelbar  oder  durch  leichte 
Rechnung,  natürlich  nur  annähernd. 

Visirtafel  (GeodAsie). 

Gleichbedeutend  mit  Nivellirtafel. 

Vistawechsel , Sichtwechsel  (kaul- 
mAnnische  Rechenkunst). 

Wechsel , deren  Zahlungstag  von  dem 
der  Präsentation  abhängig  ist,  z.  B.  nach 
Sicht,  a visla  d.  h.  nach  dem  Vorzeigen 
zahlbar,  3 Tuge  nach  Sicht  u.  s.  w. 

Vivianische  (auch  norentinische) 
Aufgabe  (Stereometrie). 

Ein  von  Viviani  in  Florenz  (1622  bis 
1703)  den  Mathematikern  im  Jahre  1692 
gestelltes  Problem.  „In  einem  hemi- 
sphärischen Gewölbe  sollen  vier  Fenster 
so  angelegt  werden,  dass  der  Rest  des 
Gewölbes  geometrisch  quadrirbar  ist.“ 
Da  diese  Aufgabe  nur  durch  Curvon 
doppelter  Krümmung  gelöst  werden  kann, 
so  gab  sie  zuerst  den  Mathematikern 
Anlass,  sich  mit  solchen  Curven  zu  be- 
schäftigen und  hat  insofern  einige  Be- 
rühmtheit in  der  Geschichte  der  Mathe- 
matik erhalten.  Mit  der  Lösung  haben 
sich  beschäftigt  Lcibnitz  (Acta  erttdito- 
rum  f 1692,  S.  275),  Jakob  Bernoulli 
(ebendaselbst  S.  363),  Grandus  und 
Wallis. 

VölligkeitscoefBcient  (Hydraulik). 

Das  Verhältniss  des  Inhalts  des  Haupt- 
querschnitts  eines  Schiffes  zu  dem  es 
umschliessendcu  Rechtecke , auch  das 
Verhältniss  des  oingetauebten  Volumens 
zu  dem  es  umschlicssenden  Parallelepi- 
pedon. 
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Ist  a der  Tiefgang,  b die  grösste 
Breite,  / die  grösste  Länge  des  einge- 
tauchten Schiflftheiles,  F der  Inhalt  des 
eingetauchten.  Theiles  des  Hauptspanters, 
G der  Inhalt  der  Schwinmifläche,  V das 
Volumen  des  verdrängten  Wassers,  so 
sind  die  Völligkeitscoefficientcn: 


und  deren  Summe  ist: 

= (2"+'_1)2”. 
Tollfflond  (Astronomie). 


F 

n = — = 0,82  bis  0,92, 

A = ^ = 0,80  bis  0,65, 

V 

'/  bis  0,45. 

Die  crsteren  Zahlen  beziehen  sich  auf 
Seeschiffe,  die  letzteren  auf  Flussschiffe. 


per  Mond  zu  der  Zeit , wo  sich  die 
Lrde  zwischen  ihm  und  der  Sonne  be- 
findet. Er  ist  dann  180*  von  der  Sonne 
entfernt,  cnlminirt  um  Mitternacht  und 
geht  auf  bei  Sonnenuntergang.  Die  Sonne 
erleuchtet  ihn  dann  vollständig. 

yolumen  (Geometrie). 

Der  Inhalt  einer  begrenzten  Fläche 
oder  eines  Körpers. 


Togelperspective  (Projectionslebre). 

Gleichbedeutend  mit:  Orthographische 
Projection.  Die  Projection  eines  Gegen- 
standes auf  eine  Ebene  mittels  paralle- 
ler Linien,  die  durch  jeden  Punkt  gi-hcn. 


Voranssetznng,  Hypothesis  (aUge- 
meine  Mathematik).  ^ 

Bei  einem  mathematischen  Satze  das, 
was  angenomiuon  wird.  Z.  B,  'bei  dem 
Satze : 


Follkonunene  Zahl  (Arithmetik).  ,.I„,  gleieh.ehcekligcn  Dreieck  ei„d 

Eine  Zahl , welche  der  Summe  ihrer  Winkel  an  den  Grundlinien  gleich  “ 
Facoren  gleich  ie^e.B.:  i«  di.  Voraueeeleung  die,  d«i.  da. 

28  — l-4-2~l-4-+-7-f-14.  Dreieck  gleichschenklig  ist. 


Eine  solche  ist  z.  B.  (2”"^*  — 1)2",  wo 

n ganz  beliebig,  wenn  2"  + ' —1  eine 
Primzahl  ist,  denn  dann  hat  diese  Zahl 
die  Factoren : 

1,  2.  2*  . . . 2",  (2"+^-l), 
(2"+'-1)2,  (2"+’-l)2*  . . . 
(2"+‘-1)2"“\ 


Vorgelege  (Maschinenlehre). 

Eine  Verbindung  von  Rädern,  welche 
die  Bewegung  der  Umtriebsmaschine  ab- 
ändern, und  dann  auf  die  Arbeitsmaschino 
übertragen. 

Vorrücken  der  Hachtglelchen  (Astro- 
nomie). 

Siehe  Präcession. 


DIgitlzeü  by  Google 
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Waage  (Statik  und  Maschinenlehre). 

Instrament  zum  Messen  des  Gewichts 
der  Körper,  ist  im  Wesentlichen  ein 
zweiarmiger  Hebel,  an  dessen  einem 
Arme  der  seinem  Gewichte  nach  zu  be- 
stimmende Körper  P,  am  andern  dos 
Aequivalent  Q in  bekannten  Gewichten 
angebracht  wird.  Sind  a und  6 die 
Armlängen,  so  hat  man  bekanntlich: 
aP—bQ,  damit  Gleichgewicht  stattfinde. 

Es  ist  also  dann  P = — . Man  untcr- 

a 

scheidet  gleicharmige  Waagen,  wo  6 = o, 
also  P = Q ist,  und  ungleicharmige. 

Die  gleicharmige  Waage  be- 


steht aus  dem  Waagebalken  AB  (Fig. 
26),  der  Zunge  CO,  der  Scheere  CE, 
der  Axe  C,  welche  in  einem  scharfge- 
schnittenen dreiseitigen  Stahlprisma 
besteht,  und  den  mittels  der  Schnüre 
oder  Ketten  befestigten  Waageschaalen, 
welche  den  zu  wägenden  Gegenstand  und 
die  Gkjwichtc  aufnehmen.  Der  Verein!-  , 
gungspnnkt  der  Kräfte  P nnd  Q geht 
durch  die  Verbindungslinie  der  Punkte 
A und  B,  also  durch  die  Mittellinie  des 
Waagebalkens,  und  wenn  Gleichgewicht 
herrschen  soll,  muss,  falls  Pnnd  ^gleich 
sind,  der  Mittelpunkt  von  AB  unter- 
stützt sein,  was  nur  möglich  ist,  wenn 
er  sich  unterhalb  des  Aufhängepunktes 


Fig.  26. 
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Waage. 


Fig.  27. 


E der  Scheere  and  der  Axe  C befin 
det,  d.  h.  wenn  der  Balken  horizontal 
ist,  nnd  die  Znnge  in  der  Scheere  sich 
befindet  (einspielt).  Ist  also  in  der  Timt 
E=Q,  so  treten  Schwingungen  ein,  bis 
diese  Lage  erreicht  ist.  Die  Richtigkeit 
der  Waage  bernht  zunächst  auf  der 
vollständigen  Gleichheit  der  Arme  a und 
b.  Diese  wird  dadurch  geprüft , dass 
man  Kraft  und  Last  P nnd  Q ver- 
tauscht, wo  sie  dann  immer  noch  ein- 
spielen  muss. 

Soll  auf  einer  Waage,  die  nicht  voll- 
kommen richtig  ist,  doch  genau  gewogen 
werden , so  bringe  man  zuerst  den  zu 
wiegenden  Körper  auf  die  Schaalo  A, 
und  auf  die  Schale  B eine  Masse  feinen 
Bleischrotes,  bis  Einspielen  erfolgt.  Dann 
vertausche  man  P mit  den  Gewichten 
welche  ebenfalls  mit  P'  im  Gleich- 
gewicht sind;  offenbar  ist  dann  PzzQ. 

Die  Axe  besteht  darum  ans  einem 
Prisma,  welches  auf  hartem  Metall-  oder 
Stahllager  ruht,  damit  die  Waage  sich 
frei  bewege  und  die  A.xenreibung  sehr 
klein  sei.  Auch  die  Schaalen  müssen 
an  schneidigen  Axen  aufgebängt  sein. 

Man  verlangt  von  einer  Waage  aber 
auch  Empfindlichkeit  und  Stabilität,  d. 
h.  wenn  ein  sehr  kleines  Gewicht  beim 
Einspielen  zugesetzt  wird,  so  soll  sic 
sogleich  eine  Neigung  annehmen,  und 
wenn  dies  Gewicht  entfernt  wird,  so- 
gleich wieder  cinspielcn. 

Erste  Bedingung  der  Stabilität  ist, 
dass  der  Schwerpunkt  S sich  unter  dem 
Anfhängepunkt  befinde.  Sei  also  (Fig. 
27)  D die  Drehaxe,  S der  Schwerpunkt 
des  leeren  Balkens,  C der  Durchschnitts- 
punkt  von  DS  mit  der  Verbindungslinie 
AB  der  Punkte,  an  welchen  die  Schaa- 
len angebracht  sind.  Dann  muss  D im- 
mer Uber  S und  zum  Mind'esten  nicht 
unter  C sein,  da  man  annehmen  kann, 


dass  die  Gewichte  in  A und  B wirken» 
also  sich  in  C vereinen.  Der  Winkel, 
welchen  der  Waagebalken  bei  irgend 
einer  Belastung  mit  der  Horizontalen 
macht,  heisst  Ansschlag,  er  misst  die 
Empfindlichkeit  der  Waage.  Sei . 

CA=CB=l,  CD  = a,  SD=s, 

der  Ausschlagswinkel  =7,  das  Gewicht 
des  leeren  Waagebalkens  =C,  das  Ge- 
wicht einer  Schaale  nebst  Kette  und 
Haken  =0,  befinde  sich  in  A das  Ge- 
wicht P-f-Z,  in  B das  Gewicht  P,  so  ist 
das  statische  Moment  auf  der  einen  Seite : 

(P+Q-\-Z)DH 

= (^+  Q + 7 — a.  sin  7) 

und  auf  der  andern  (hierher  stehenden) : 
(P-t-P)(/cos7-{-asin  7)+Gssin7. 
Also  für  das  Gleichgewicht  sind  diese 
Ausdrücke  gleich  zu  setzen.  Es  ergibt 
sich: 

Zf 

‘^''“[2(P-j-(>)  + Z]a+G»' 

Der  Ausschlag,  also  die  Empfindlich- 
keit, ist  der  Länge  des  Balkens  propor- 
tional; sie  nimmt  ab,  wenn  a,  G und  s 
zunchmen.  Es  muss  also  der  Schwer- 
punkt des  Waagebalkens  und  die  Auf- 
hängelinie AB  dem  Drehpunkte  sehr 
nahe  sein.  Ist  <z  = 0,  also  die  Waage 
in  C aufgehängt,  so  hat  man: 

. Zf 

die  Empfindlichkeit  also  von  den  auf- 
gelegten Gewichten  unabhängig.  Solche 
Waagen  sind  also  besonders  brauchbar. 
Um  die  Empfindlichkeit  zu  reguliren, 
kann  ein  über  D angeschraubtes  Ge- 
wicht dienen. 

Was  die  Stabilität  anbetrifft,  so  bat 
man  für  dieselbe  offenbar: 
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S = 2iP+Q)I)E-\-a  . DF, 

also: 

S=((P-{-  P)2a-f  C*]  siny. 

Sie  wächst  mit  den  Gewichten  und  ist 
von  der  Länge  des  Balkens  unabhängig. 

Die  ungleicharmigen  Waagen , auch 
Schnellwagen  genannt,  werden  gethcilt 
1)  in  solche  mit  Laufgewicht,  2)  in 
solche  mit  verjüngtem,  3)  mit  festem 
Gewicht. 

Die  Waage  mit  Laufgc wicht 
ist  ein  ungleicharmiger  Uebcl  AB  (Fig. 
28).  Am  kürzeren  Arme  CA  befindet 
sich  die  Schaale,  am  längeren  mit  einer 
Scala  versehen  das  verschiebbare  Ge- 
wicht G.  Ist  dasselbe  gleich  P,  Q die 
I.»ast  an  A.  Befindet  sich  das  Laufge- 
wicht in  0,  so  ist  die  leere  Schaale  im 
Gleichgewicht.  Sei  = CA~a  und 
/ diejenige  Entfernung , in  welcher  das 
Gewicht  der  belasteten  Schaale  Gleich- 
gewicht hält.  Man  hat  dann  offenbar: 


Die  Last  Q ist  also  dem  Wege  /— /, 
des  Laufgewichtes  proportional.  Als 
Einheit  kann  man  die  Last  Q'  nehmen, 
welche  dem  am  Ende  B angebrachten 
Laufgewicht  das  Gleichgewicht  hält.  Ist 
also  OB  in  n Theiie  getheilt,  und  Q be- 
findet sich  im  sten  Theiie,  so  ist: 

Q'azzGn,  Qa  — Gs, 


Bei  der  Schnellwaage  mit  ver- 
jüngtem Gewicht  (Fig.  29)  hängt 
die  Last  an  einem  kürzeren  Arme  CA 
als  das  Gewicht,  welches  den  Arm  CB 
hat.  Das  Verhältniss  der  Arme  ist  ge- 
wöhnlich 10 : 1.  Die  Waage  wird  dann 
Decimalwaage  genannt.  Die  leere 
Waageschaale  wird  durch  ein  anderes 
Gewicht  (Tarirgewicht)  in  Gleichgewicht 
gebracht.  Ist  dann  wieder  Q die  Last, 


Fig.  29. 
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G das  Gewicht,  a und  b die  Arme,  so 
bG 

bat  man:  Q=. — , also  bei  der  Dccimal* 

fl  . • • 

waage  (>  = 10C. 

Die  Schnellwaage  mit  festem 
Gewicht  (dänische  Waage)  hat  ein 
fest  aufgehängtcs  Gewicht , aber  eine 
verinderliche  Drehaxo  C (Fig.  30),  wel- 
che mit  einer  Handhabe  gehalten  wird, 
während  man  den  Arm  so  lange  schiebt, 
bis  Gleichgewicht  erfolgt.  Am  Arme 
befindet  sich  eine  ungloichlheiligo  Scala. 

Sei  G das  Gewicht,  Q = nG  die  Last, 
/ die  Länge  des  Armes,  a die  Entfer- 
nung des  Gewichtes  vom  Aufhängepunkt 
C,  so  ist: 


so  bat  man: 


Setzt-  man: 


so  bat  man: 


a = 


l l l 
3’  4’  6 


ir'j  ^ 

- /.  . 


1 * 

-■  • ‘ C f 

• // 

t * 


nG  (l—a):zGa, 


a — 


Hl 

n+r 


Setzt  man: 


also  trägt  man  von  A an  die  Entfemun- 
gen  iri  -ö*«  -4-  • • . ab,  und  bezeichnet 

iS  O 4 

die  Endpunkte  mit  1,  2,  3 ... , dage- 

gen  wenn  man  t,  -r  abtragt,  die 
o 4 ö 

Tbeilpnnkte  mit  1,  so  gibt  die 

Zahl  beim  Drehpunkte  unmittelbar, 
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wierielinal  grösser  die  Last  als  das  Ge- 
wicht ist. 

Von  zasammengesetzten  Sohncllwaagen 
geben  wir  nnr  einige. 

1)  Die  Brückenwaage  des  Quin- 
tenz  besteht  aas  drei  Hebeln,  ACD,  EF 
und  HK  (Fig.  31).  In  A b&ngt  die 
Schaale  für  das  Gewicht  G,  aasserdem 
am  ersten  Hebelarm  noch  die  Stangen 
BH  and  EU,  DK  trägt  den  zweiten,  am 
F drehbaren  Hebel,  BH  den  dritten,  am 
Axe  K drehbaren,  welche  aaf  EF  anf- 
sitzt.  Diese  beiden  letzten  Hebel  sind 
gabelförmig  and  ihre  Axen  schneidig. 
Anf  HK  ist  die  Brücke  ML  befindlich, 
auf  welcher  die  Last  mht.  Vor  dem 
Abwägen  rnht  der  Hebel  HK  aaf  drei 
Stiften,  and  der  Waagebalken  wird  darch 


G . AC=  CD+X . VB. 

hr 

Damit  nicht  Y ond  X einzeln  Vorkom- 
men , sondern  nar  X + F = , muss 

sein: 

AF.  CD-EF-  CB. 

Diese  Bedingung  ist  zn  erfüllen,  and 
dann  ist : 

(?.  CB. 

wie  bei  der  einfachen  Waage. 

2)  Die  S ch  wil  guc  sch e Waage  be- 
steht in  einem  zweiarmigen  Hebel  ACB 
(Fig.  32),  einem  einfachen  einarmigen 
A,ÄjC, . and  zwei  gabelförmigen  ein- 
armigen B^S^DS.  u.  s.  w.  Die  Dreh- 
axen  dieser  vier  Hebel  sind  C,  D^^ 


eine  Arretimng  $ gestützt.  Diese  wird 
nach  AnOegen  der  Last  aasgehoben,  und 
Gewicht  G aufgelegt,  so  dass  AD  zam 
Einspielen  kommt.  Vor  dem  Abnehmen 
der  Last  tritt  wieder  Arretimng  ein. 
Zeiger  Z gibt  den  Horizontalstand  an.  Rin 
verschiebbares  Gewicht  T tarirt  die  leere 
Waage 

Die  Angabe  der  Waage  mnss  von  der 
Stellnng  des  za  wägenden  Körpers  un- 
abhängig sein.  Dies  wird  erreicht,  wenn 
das  Verhältniss  der  Arme  des  zweiten 
EF 

Hebels  vtt,  dasselbe  ist , als  das  der 

A r 

CD 

Arme  des  Waagebalkens  77^.  Sei  Q die 

Co 

Last  auf  der  Brücke , X der  Druck  in 
B auf  den  Waagebalken , Y der  in  K 
auf  EF,  Z der  in  E,  so  ist: 

Z-EF=YKF,  Q=X+Y. 

Es  wirken  nun  auf  AD  in  A die  Last 
G,  in  B Last  X und  in  E Last  Z,  also : 


D,.  Nur  der  eine  gabelförmige  Hebel 
ist  hier  sichtbar.  Gewöhnlich  ruht  die 
Brücke  auf  vier  Bolzen,  A',,  X,  . . ., 
während  des  Wägens  aber  auf  vier 
Schneiden,  A',,  S,  . . . Es  ist  nämlich 
das  Gestell  E der  Waage  beweglich  und 
kann  durch  eine  Kurbel  auf-  und  nieder- 
gestellt  werden.  Das  Hebe'verhältniss 
ist  gewöhnliclt: 

— -2  ^^‘-5  - 10 

VB~  ' CB^  “ ’ ÜS  ~ 

Man  tarirt  die  leere  Waage.  Die  Kraft 
in  B oder  A^  ist  dann  gleich  dem  dop- 
pelten Gewicht  G.  die  in  B^  =5  mal 
der  in  A^,  also  =10(7,  endlich  die  Last 
Q in  S =10*10(7,  also  0=100(7. 

3)  Die  Schiffswaage  besteht  aas 
zwei  übereinander  hängenden  ungleich- 
armigen Waagebalken,  so  mit  einander 
verbunden,  dass  die  Kraft  des  antern 
als  Last  des  obem  wirkt.  Sind  bei  bei- 


Fig.  32 
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den  Balken  also  die  Kraftanne  lOmal 
grösser  als  die  Lastarme,  so  hat  man 
Q = 100G. 

Sehr  schöne  und  höchst  empfindliche 
Waagen  hat  nach  einem  eigenthfimlichen 
Principe  Schönemann  in  Brandenburg 
constmirt.  Bei  dieser  Gelegenheit  er- 
wähnen wir  auch  der  Waagen  desselben 
aum  Messen  horizontal  wirkender  Krftftc 
durch  Gewichte. 

Die  Zeigerwaage  ist  ein  ungleich- 
armiger Hebel  ACB  (Fig.  33).  In  A 


Fig  33. 


befindet  sich  ein  festes  Gewicht,  in  B 
die  Schaale.  Wird  dieselbe  belastet,  so 
wird  A eine  gewisse  Lage  an  der  Scala 
einnehmen,  welche  das  Gewicht  Q der 
Last  angibt. 

Sei  5 der  Schwerpunkt  der  unbelaste- 
ten Vorrichtung,  so  wird , wenn  Gleich- 
gewicht hcrgestcllt  ist,  ^ unter  C sich 
befinden.  Möge  Winkel  ACB  — tf^  sein. 
Wird  nun  die  Schaale  belastet , so  geht 
Winkel  <f  ^ in  y Ober,  und  Linie  CS 
macht  eine  Drehung,  die  gleich  (/— v, 
ist^  Sei  CB  = a,  CSz=-l,  so  sind  die 
statischen  Momente  von  Kraft  G,  welche 
dem  Gewichte  der  ganzen  Vorrichtung 
gleich  ist.  also  in  S wirkt,  und  wel- 
ches in  B v^irkt,  bezüglich: 

Oasiny  und  C sin  (</— y„), 

also : 

C sin  (v-yp) 
flsiny.  ’ 

Da  Winkel  7,  bekannt  ist,  so  kann  die 
Scala  so  gemacht  werden , dass  die 
Theilpunkte  1,  2,  3 den  Werihen  von 
sin  (7—7.) 

entsprechen. 

sin  ff' 

üeber  Federwaagen  siehe  den  Artikel : 
Dynamometer,  Ober  Seilwaagen  den  Ar- 
tikel : Seilcurven. 


Waage  (Astronomie). 

Das  siebente  Sternbild  des  Thier- 
kreises. 

Waagerecht  (Statik  nnd  Geodäsie). 

Gleichbedeutend  mit  horizontal. 

Waaren  • Rechnung  (kaufinännische 
Arithmetik). 

Bestimmung  des  Kaufpreises  einer 
Waare  nebst  allen  Unkosten.  Dem  Prin- 
cip  nach  ist  die  Rechnung  natürlich 
höchst  einfach,  nnd  es  kommt  eben  nur 
darauf  an , dass  keine  Bestimmung 
ausser  Acht  gelassen  werde.  Da  in  je- 
dem Falle  sich  dies  anders  gestalten 
wird,  so  unterlassen  wir  hier,  ein  Bei- 
spiel zu  geben. 

Waaren-Scontro  (kaufmännische  Arith 
metik). 

Dasjenige  Buch,  welches  ein  Conto 
für  jede  Waare  enthalt,  den  Zu-  und 
Abgang  angibt,  nnd  so  zur  Controllc  des 
Waarenlagers  dient. 

W'Adar  (Chronologie). 

Der  jüdische  Schaltmonat ; er  folgt 
dem  Adar,  und' hat  29  Tage. 

Währung  (Hetronomie). 

Die  Eintheilung  der  Münzen,  seien  es 
wirklich  geprägte  oder  Rechnungsmünzen,* 
z.  B.  der  Thalcr  zu  30  Silbergroschen, 
der  Francs  zu  100  Centimes. 

Wällendes  Pendel  (Dynamik).  ' 

Siehe  Wiege. 

Wälzende  Reibung  (Statik). 

Siehe  Reibung. 

Wärme  (Mathematische  Physik). 

1)  Einleitung. 

Wir  lernen  die  Wärme  zunächst  durch 
ihre  Einwirkung  auf  die  GefOhlsncrren 
kennen.  Diese  Wirkung  in  ihrer  quali- 
tativen Beschaffenheit  ist,  wie  jede  an- 
dere Empfindung,  nicht  zu  deflniren  nnd 
eben  nur  als  von  jeder  andern , z.  B. 
Gesichtssinn,  Gchörssinn  verschieden  hin- 
zustcllen.  Die  Einwirkung  auf  das  Ge- 
ffihl  ist  indess  eine  zu  allgemeine,  dem 
Ort  und  der  Intensität  nach  zu  wenig 
bestimmte , als  dass  sie  zu  wesentlichen 
Untersnehnngen  Ober  die  Natur  der 
Wärme  weiter  benutzt  werden  könnte. 
Wichtiger  sind  zwei  andere  Einwirkun- 
gen, die  uns  allerdings  nur  mittelbar 
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bewusst  werden.  — Die  Wärme  ändert 
die  Ansdchnnng  der  Körper,  and  unter 
gewissen  Bedihgnngcn  ihren  Aggregat- 
zusUnd,  d.  h.  sie  macht  feste  flQssig, 
flüssige  luftförmig. 

Wir  haben  uns  hier  ennächst  an  die 
erstere  Eigenschaft,  weil  sie  stets  und 
bei  allen  Körpern  stattfinden,  zu  halten, 
um  das  Wesen  der  Wärme  näher  kennen 
7.U  lernen. 

Der  Umstand , dass  ein  Körper  sich 
immer  mehr  ausdehnen  und  auch  wieder 
zusammenziehen  kann,  führt  uns  darauf, 
dass  sein  Wärmezustand  sich  .verändern 
kann,  der  andere  Umstand,  dass  unter 
dem  Einflüsse  eines  anderen  Körpers 
der  erstere  an  Ausdehnung  gewinnen 
kann,  während  der  letztere  abnimmt,  dar- 
auf, dass  die  Wärme  von  einem  Körper 
zum  andern  überströmt.  Findet  eine 
solche  Aenderung*  der  beiden  Körper 
nicht  statt,  so  sagen  wir,  sie  hätten 
gleiche  Temperatur,  ohne  deshalb  den 
jedenfalls  falschen  Schloss  zu  machen, 
dass  ihr  Wärmeznstand  derselbe  sei. 
Dagegen  kann  von  jedem  Körper,  so 
weit  wir  wissen,  Wärme  anf  einen  an- 
dern Überströmen  , falls  die  Wärmezo- 
stände  angemessen  sind.  Demjenigen 
von  beiden,  dem  hierbei  Wärme  zoströmt, 
schreiben  wir  die  geringere,  dem,  von 
dem  sic  abströmt,  die  grössere  Tempe- 
ratur zu.  Wir  erkennen  die  erstere  an 
dem  Znnehmen,  die  letztere  an  dem  Ab- 
nehmen des  Volumens.  Aus  diesem 
Verhalten  aber  schliessen  wir,  dass  die 
Wärme  nicht  absperrbar  sei,  und  ihr 
Ueberströmen  durch  keine  Kraft  sn  ver- 
hindern. ’ - 

Dass  die  Temperatur  nicht,  wie  es  an- 
fänglich scheinen  möchte,  mit  der  Wärme 
identisch  sei,  schliessen  wir  aus  folgen- 
dem Verhalten. 

Wir  haben  schon  oben  angeführt,  dass 
die  Wärme  auch  den  Aggn^^gatsustand 
der  Körper  verändere.  Wasser  z.  B. 
bis  zu  einem  gewissen  Grad  erwärmt, 
gellt  in  Dampf  über,  wenn  noch  mehr 
Wärme  zuströmt.  Während  dieses  üeber- 
gangs  aber  ändert  die  Temperatur  des 
Wassers  sich  nicht,  obgleich  die  des 
Körpers,  welcher  dem  Wasser  Wärme 
mittheilt,  sich  vermindert.  Wir  müssen 
also  annchmen , dass  dem  Wasser  eine 
gewisse  Wärmemenge  abgegeben  ist,  seine 
Temperatur  sich  aber  nicht  erhöht  habe. 

Ohne  für  jetzt  eine  Hypothese  Uber 
das  Wesen  der  Wärme  sowie  der  Tem- 
peratur zu  machen,  bietet  eich  das  Be- 
dürfniss  dar , zunächst  die  letetere , als 
dasjenige , dessen  Aendemng  uns  zu- 
erst in  die  Augen  fällt,  zu  messen. 


Hierzu  aber  sind  neue  Principien 
nöthig. 

2)  Temperatur  und  Thermo, 
m c t e r. 

Mögen  zwei  Körper  A und  B gleiche 
Temperatur  haben,  also  von  keinem  von 
beiden  dem  andern  Wärme  Zuströmen. 
Seuen  wir  beide  jeut  einer  Wärme- 
quelle aus , bis  beide  wieder  in  Tempe- 
raturgleichgewicht stehen ; möge  dabei 
das  Volumen  von  A sich  von  1 bis  auf 
1-f«  vermehrt  haben,  das  von  B auf 
indem  wir  die  anfänglichen  Volu- 
mina mit  1 bezeichnen.  Wir  schliessen 
daraus,  dass  dieselbe  Temperatnnnnahme 
dazu  gehöre,  um  den  Körper  .4  um  a, 
als  um  den  Körper  B um  ß zu  ver- 
grössem.  Diese  Temperaturznnahme 
betrachten  wir  als  Einheit. 

Scut  man  non  den  Körper  A wieder 
einer  Wärmequelle  aus , bis  seine  Zu- 
nahme na  beträgt.  Es  fragt  sich,  ob 
man  dann  sagen  kann , seine  Tempera- 
tur habe  um  n Einheiten  zogenomroen. 

Das  Criterium  dafür  ist  leicht  zu  An- 
den. Bringt  man  B mit  A wieder  in 
Wärmeglcii^ewicht,  und  beträgt  dann 
die  Volumenznnahme  von  B:  n^ß,  so 
müsste  B um  n'  Einheiten  an  Tempe- 
ratur zugenommen  haben.  Da  aber  die 
Zunahme  bei  A und  B gleich  ist,  muss 
nzzn'  sein.  Dies  findet  nun  zwar  nicht 
völlig  genau  statt,  jedoch  annähernd  für 
die  meisten  Körper  und  bei  denjenigen 
Temperaturen,  in  welchen  sie  von  den 
Punkten , wo  sie  ihren  Aggregatzostand 
ändern,  einigermaassen  entfernt  sind. 
Also  bei  constanton  Gasen,  so  weit  wir 
beobachten  können,  immer,  bei  Dämpfen, 
die  nicht  der  Temperatur,  wo  sie  con- 
densiren,  nahe  sind,  bei  flüssigen,  die 
dem  Erstarrungs-  und  Verdampfnngs- 
punkte  nicht  sehr  nahe,  und  bei  festen 
Körpern,  wenn  sie  dem  Schmelzpunkte 
sich  nicht  nähern. 

Hieraus  folgt  also: 

„Ein  Körper  hat  eine  Temperatur  von 
n Einheiten,  wenn  sein  Volumen  um 
das  nfache  desjenigen  gewachsen  ist,  um 
welches  er  bei  einer  Temperaturzunahme 
wächst,  die  wir  als  Einheit  willkürlich 
annehmen , und  von  einer  Temperatur 
aus,  die  wir  ebenfalls  willkürlich  als  den 
Nullpunkt  bezeichnen.“ 

Selbstverständlich  aber. muss  sich  der 
Körper  in  dem  eben  näher  angegebenen 
Zustande  befinden. 

Es  kommt  jetzt  zunächst  anf  Bestim- 
mung des  Nullpunktes  und  der  Tempe- 
ratnreinheit  an. 

Wir  haben  sehon  oben  der  Eigenschaft 
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der  Körper  erwähnt,  bei  Aenderiing  ihres 
Aggregatzustandes  keine  Temperaturzn* 
nähme  za  zeigen.  Sie  werden  also  beim 
Schmelzen  and  beim  Verdampfen,  wenn 
ihnen  aach  Wärme  zuströmt,  an  einen 
Körper,  der  mit  ihnen  im  Tempcratar- 
gleichgewicht  ist,  weder  Wärme  abgeben, 
noch  ihm  solche  entnehmen.  Man 
nimmt  daher  als  Nullpankt  die  Tempe- 
ratur des  schmelzenden  Eises , als  Ein- 
heit die  Temperatur,  welche  das  eben 
geschmolzene  Wasser  bis  zum  Ver- 
dampfen, also  bis  zum  Siedepunkt  er- 
hitzt. 

Thermometer  heisst  ein  Instrument, 
welches  zum  Messen  der  Temperatur  be- 
stimmt ist.  Das  gewöhnlichste  ist  das 
Qaecksilberthermometer,  bekanntlich  aus 
einer  engen  Glasröhre  bestehend , die  in 
ein  weiteres  Geiäss  ausmOndet,  genau 
eingetheilt  und  mit  Quecksilber  gefüllt 
ist.  Taucht  man  das  Instrument  in 
schmelzendes  Eis,  so  wird  die  Quecksil- 
bersäule bis  zu  einem  Punkte  sinken, 
den  man  als  Nullpunkt  der  Scala  (Ge- 
frierpunkt) annimmt.  Taucht  man  sie 
in  siedendes  Wasser,  so  hebt  sich  die 
Säule  bis  zu  einem  Funkte  (Siedepunkt), 
der  die  Temperaturcinheit  abgibt. 

Die  Höhe  der  Säule  vom  Nullpunkt 
bis  zum  Siedepunkt  heisst  Fundamental- 
abstand; er  wird  nach  der  Celsius’schen 
(Ccntesimal-)  Eintheilung  in  100  Grade, 
nach  der  Rdaumur’schen  in  80  getheilt, 
derart,  dass  geringere  Temperaturen  als 
der  Gefrierpunkt  durch  negative  Zahlen 
bezeichnet  werden.  Nach  Fahrenheit 

theilt  man  den  Fandamentalabstand  in 
180  Grad,  nimmt  aber  den  Nullpankt 
32  Grad  unter  dem  Gefrierpunkt,  so  dass 
der  letztere  mit  -|-32 , der  Siedepunkt 
mit  -}-212  bezeichnet  wird. 

Möge  ein  Körper  bezüglich  a , ß,  y 
Grade  nach  Celsius,  Röanrour  und  Fah- 
rerheit  haben,  so  hat  man  die  Verw’and- 
lungsformeln : 

^ = 1«,  y = |<t+32, 

« = y = |/J"|-32, 

n = |(y-32),  /5=J(y-32), 

wo  natürlich  auf  das  Vorzeichen  zu  ach- 
ten ist. 

Quecksilber  gefriert  bei  —40"  C,  und 
siedet  bei  400*  C,  es  ist  also  nur  etwa 
von  —36  bis  -f360®  zum  Messen  der 
Temperatur  zu  gebrauchen.  Für  niedere 
Temperaturen  gebraucht  man  Weingeist- 
thermometer, die  ganz  wie  die  Qaeck- 
silberthermometer eingerichtet  sind. 

Die  aus  festen  Körpern  bestehenden 
Thermometer  übergeben  wir,  da  sie  nicht 


als  Präcisionsinstrumente  zu  betrachten 
sind.  Eben  so  sind  die  meisten  zum 
Messen  hoher  Wärmegrade  dienenden 
Instrumente  Pyrometer  von  geringer  Ge- 
nauigkeit. Nur  das  Luftthermometer 
kann  zu  diesem  Zwecke  mit  einiger 
Sicherheit  gebraucht  werden.  Ueberhaupt 
aber  ist  dies  Instrument  wichtig  zum 
Vergleichen  der  übrigen  Thermometer, 
da  nur  constantc  Luftarten,  wie  wir  ge- 
sehen haben,  sich  in  allen  uns  bekann- 
ten Grenzen  der  Temperatur  proportional 
ausdehnen.  Es  muss  aber  zunächst  auf 
das  Verhalten  der  erwärmten  Luft  noch 
etwas  genauer  hier  eingegangen  werden. 

Nach  dem  Mariotte’schen  Gesetze  ver- 
halten sich  die  Volumina  einer  gegebe- 
nen Gcwichlsmenge  Luft  V und  um- 
gekehrt wie  die  Druckkräfte  p und 
welchen  sie  ausgesetzt  ist,  also  die  Dich- 
tigkeiten y und  y,  direct  wie  diese 
Drucke,  d.  h.: 

p — Po  YoP 

P Po 

Hierbei  ist  auf  die  Aenderung  der  Tem- 
peratur keine  Rücksicht  genommen. 
Setzen  wir  voraus,  dass  die  Luft  im  An- 
fänge 0 Grad  Temperatur  habe,  und  für 
jeden  Grad  Temperaturzunahme  sich  das 
Volumen  von  1 auf  i-f*«  vermehre,  so 
wird,  wenn  die  Temperatur  auf  t Grade 
steigt,  ohne  dass  der  Druck  sich  ändert, 
Vo  übergehen  in  F„(l-f«/).  Man  hat 
also : 


i/_  (14-ftQPo 
P 


wo  F,  sich  auf  die  Temperatur  0 be- 
zieht. Beziehe  sich  aber  F„  auf  die 
Temperatur  und  sei  das  auf  die 
Temperatur  0 bezogene  Volumen  beim 
Drucke  />«,  so  ist: 


also  wenn  man  in  der  obigen  Formel 


K,  mit  y,'  = 


vertauscht : 


p_  (l+"QPo 

(l+at„)p 

..-Po  (!+«<,)/> 

(1  + «0Po 


Diese  Formeln  sind  unter  dem  Namen 
des  Mariotte-Gay-Lussac*schen  Gesetzes 
bekannt. 

a heisst  der  Ausdehnungscoeflicient. 
Wir  beziehen  ihn  auf  Centisimalgrade, 
und  es  ist  nach  Uegnault  und  Magnus: 


n 


= 0,003667 
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für  alle  constanten  Gase.  Derselbe  än- 
dert sieh  nach  Regnault  indess  um  ein 
Geringes  bei  sehr  hohen  Temperaturen, 
auch  vom  Drucke  ist  dieselbe  ciniger- 
maassen  abhängig.  Die  hier  gegebene 
Zahl  bezieht  sich  auf  den  Barometer- 
suiiid  0,76  Meter.  Jedoch  ist  diese  Aen- 
derung  so  gering , dass  bei  0,1097  Me- 
tern » = 0,00365,  also  fast  unverändert, 
und  erst  bei  3.6556  Metern  Druck 
» = 0.00371  beträgt.  Die  Aenderung 
des  Volumens  für  den  ganzen  Fundamen- 
talubsiuiid  beträgt  100»=  lg.  FQr  Kdau- 
mur’schc  Grade  würde  sich: 


//g  der  äiisseru , und  der  Temperatur  0, 
so  ist  das  Volumen  beim  Barometer- 
stände und  der  Temperatur  I : 

P 

also  die  Volumenzunahmo: 

V-  V^=l\nt+  \\  (!+« 0 

P 

Das  letzte,  sehr  kleine  Glied  rechts  ist 
als  Corrcction  zu  betrachten , und  ent- 
spricht demnach  das  Volumen  der 
liühre  einer  Voluincnzunahmc  um  1 Grad. 

Lnftpyrometcr  haben  eine  etwas  com- 
plicirtere  Einrichtung.  Es  ist  (Fig.  34) 


ergeben.  Wir  setzen  Jedoch  hier  immer 
Centisimaltheilung  voraus.  Wird  noch 
p^  = 0,76  Meter  gesetzt,  und  bemerken 
wir,  dass  bei  Null  Grad  Wärme  und  die- 
sem Barometerstände  das  Gewicht  eines 
Cubikineters  atmnsphäiischer  Luft  gleich 
1.2935  Kilogramm  ist,  so  erhält  man, 
wenn  man  t„=0.  p,  = 0.76  setzt: 

Ist  p in  Thcilcn  des  mittleren  atmosphä- 
rischen Druckes  p„=0,76  gegeben,  so 
kommt: 

_ 1,2935p 


Fig.  34. 


y= 


l + at 


gibt  man  aber  p in  Pariser  Zoll,  und 
setzt : 

p,=0,76  Meter  = 28,075  Zoll, 
so  kommt : 

_ 0,002849p  ’ 

^“H-0.00367  t 

Wasserdampf  hat  etwa  j{  der  Dich'tig- 
keit  der  atmosphärischen  Luft , also  für 
denselben  ist: 

0,7821p 

0,003539p 
^ 1+0,00367  t 

wo  in  der  letzten  Formel  wieder  p in 
Zollen  gegeben  ist. 

Ein  Luftthermometer  besteht  in  der 
einfachsten  Gestalt  in  einer  gewöhnlichen, 
horizontal  liegenden  Thermometerröhre, 
welche  calibrirt  und  an  einem  Ende  offen 
ist.  Sie  ist  mit  Luft  gefüllt,  welche  von 
der  äussern  Luft  durch  eine  kleine 
Quecksilbersäule  getrennt  ist.  Vernach- 
lässigt man  die  Ausdehnung  der  letztem, 
ist  Fq  das  bekannte  Volumen  der  ab- 
gesperrtCD  Luft  beim  Barometerstände 


A eine  hohle  Flatinkngcl,  woran  sich 
eine  enge  Röhre  AB  setzt.  Diese  mün- 
det in  die  weitere  Röhre  BC,  welche 
mit  einer  anderen  DE  communicirt.  Die 
Messingfassung  CP'D  ist  mit  einem  Hahn 
versehen,  welcher  nicht  allein  das  Com- 
municiren  der  Röhren  unter  einander 
bewirkt  und  anfhebt,  sondern  wodurch 
man  auch  Quecksilber  ausfliessen  lassen 
und  eingiessen  kann.  AB  ist  mit  Luft 
gefüllt,  in  BFE  betindet  sich  Quecksil- 
ber. Führt  man  A in  den  Feuerraum, 
dessen  Temperatur  untersucht  wird , so 
dehnt  sich  die  Luft  \n  AB  aus.  Sei 
lg  das  Volumen,  die  Dichtigkeit 
derselben  bei  0 Gru«l  und  dem  Barome- 
terstand p,,  sei  y das  Volumen  bei 
Temperatur  / und  dem  Drucke  p = p,+Ä, 
wo  h durch  die  Quecksilbersäule  EH 
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(^messen  wird,  wulcho  zum  Drucke  der 
äuüiiern  Luft  hinzukommr,  so  wird 
die  Dichtigkeit  sein: 

- Po~H^ 

^ Po  (1  ^"0’ 

also  da  sich  das  Gewicht  nicht  ändert: 


Vo  Yo  = 


vyo  (Po+A) 
Pu(l  + «0 


Nehmen  wir  an,  dass  bei  0 Grad  der 
Kaum  AB  mit  Luft  gcföllt  ist,  so  ist 
die  Volumenznnahme  Kj  = Ä//,  also: 

■ V=V,+  V,, 

also: 


''.j-.(H-"0  = (''.+  r. )(/<,+*) 

und  es  ergibt  sich  für  die  Temperatur 
des  Feuerraumes: 


«»'ePo 

_ V,(p,  + h)-^V,h 

~ «y.p.  ’ 

Wenn  man  nach  Pouillct  das  Instrument 
so  cinrichtet,  dass  so  viel  Quecksilber 
abfliesst,  dass  es  in  beiden  KOhren  gleich* 
steht,  so  ist  A = 0,  also  : 


oder  wenn  so  viel  Quecksilber  zugelei- 
tet wird  (nach  Regnauli) , »lass  das 
Quecksilber  in  der  Köhrc  UH  auf  der- 
selben Höhe  stehen  bleibt,  so  ist  r^  = 0: 

t--A. 

ap» 

Man  kann  die  Kruft  berechnen,  welche 
ein  fester  Körper  bei  seiner  Ausdehnung 
durch  die  Wftrme  auszunben  im  Stande 
ist.  — Ist  K der  Elasticitätsmodul  des 
Körpers,  F sein  Querschnitt,  / seine 
Länge  und  k seine  Ausdehnung,  voraus- 
gesetzt, dass  der  Körper  prismatisch  ist, 

so  ist  die  Ausdehnungskraft  -jE-F, 

aber  da : 

A-f./  = /(l4-«0 
ist,  hat  man  dafür: 

at  £•  F. 


pors  bei  verschiedenen  Temperaturen 
sind,  so  verhalten  sich  die  entsprechen- 
den Flächen  wie  die  Quadrate,  und  die 
cubischen  Inhalte  wie  die  Guben  von 
und  Sind  also  F^  und  F,  die 

Flächeninhalte,  und  K,  die  cubischen 
Inhalte  der  Körper  für  die  Temperatu- 
ren und  so  ist: 


Da  R lUr  feste  Körper  und  auch  für 
flüssige  nur  klein  ist,  kann  man  setzen : 

7^  = (1  “f  «^i)  (1  — «^i)  = l + — <>)♦ 

* I 

^ = (l  + 2.i.Xl-2.<,)=l+2»(<,-(,), 


.^  = (l  + 3,.(,)(l-3r,l,)=l+3n(<',-/,). 

Sonach' wäre  die  Volumenzunabme  dem 
Temperaturunterschiede  proportional  zu 
setzen,  wenn  derselbe  nicht  sehr  gross  ist. 

Bei  Flüssigkeiten  in  einem  Gefässe 
muss  man  die  wahre  Ausdehnung  von 
der  scheinbaren  , d.  b.  von  der  im  Ver- 
hältiiiss  tu  dem  Gefässe  unterscheiden, 
da  auch  leiztcrcs  durch  die  Wärme  aus- 
gedehnt ist.  Nehmen  wir  an , dass  die 
Temperatur  von  in  t übergehe, 
das  anfängliche  Volumen  der  Flüssigkeit 
und  des  Gefässes  bis  zum  Spiegel  der- 
selben sei,  V'  die  schlicsslichc  Tempera- 
tur der  Flüssigkeit,  to  die  des  Gefässes, 
R,  die  bezüglichen  Längenausdeh- 
nungscoeffleienten.  Es  ist  dann: 


Sei  der  Querschnitt  des  Gefässes, 
die  Höhe  der  Flüssigkeit  für  Tempera- 
tur 1^,  G,  h diese  Grössen  für  Tempe- 
ratur t,  so  ist: 

F=GA,  K„  = C,A.,' 


aber  wegen  der  Ausdehnung  des  Ge 
fässes : 


G=Go 


Die  Metalle  haben  sehr  grosse  Elasti- 
citätscoeffleienten,  und  somit  ist  für  sie 
die  ausdehnende  Kraft  der  Wärme  sehr 
bedeutend.  Crystalle,  die  nicht  zum  re- 
gelmässigen System  gehören,  dehnen 
sich  auch  nicht  nach  allen  Richtungen 
gleichmässig  ans , bei  den  andern  Kör- 
pern aber  ist  dies  der  Fall,  und  somit, 
wenn  und  /,  die  Längen  eines  Kör- 


woraus  sich  ergibt: 


oder  näherungsweise: 

Ä = AoLl+(3«-2a,)(*-0]. 
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Wenn  aber  die  Scala  sich  auf  dem  Ge* 
lUsse  befindet,  so  wird  die  scheinbare 
Ausdehnung  nicht  in  Theilcn  von 
sondern  von  gegeben,  wo  sich  A, 
auf  die  Längenausdehnung  des  Gefässes 
bezieht.  Es  ist: 


Petit  durch  Vergleichung  der  Höhe 
zweier  cuiumnnidrenden  Quecksilbersäu- 
len von  ungleicher  Temperatur: 

von  0 bis  100  Grad: 

3it  55*^^  — 0,00018018, 


1 + «,^’ 


von  100  bis  200: 

3«  = ,*5  = 0,00018433, 


also: 


von  200  bis  300: 


V(l+««o)(l  + «iO/  ’ 

oder  n&herungsweise : 

A = AJl-f3(«-«,)(/-01, 

so  dass  die  wahre  und  scheinbare  Lan- 
genausdehnnng  bezüglich  betragen: 

Ä-*o  = 

h—h^  = 3(n  — «,)(<  — <o)* 

Die  Differenz  beider: 

A|  — Ao  = «,  (t  1^) 

gibt  also  den  Ausdehnungscocfficienten 
des  Gefässes. 

Für  Quecksilber  finden  Dnlong  und 


3«  — ssso  — 0,00018868. 

Dagegen  für  die  scheinbare  Ausdehnung: 
3(«  - « J = ,*  B = 0,00015432, 

woraus  sich  der  Ausdehnungscoefficient 
des  Glases : 

«,  = 0,0Ü000862, 

ergeben  würde.  Nach  Regnault  ist  der- 
selbe sehr  unbestimmt,  und  man  hat: 

3«,  =0,000019026  bis  0,000026025. 

Man  kann  aber  auch  eine  Formel  für 
Flüssigkeiten  suchen,  welche  höhere  Po- 
tenzen von  t enthält,  derart,  dass  sie  in 
weitern  Grenzen  die  Ausdehnung  gibt 
So  findet  Regnault  fürs  Quecksilber: 


V-  Ko  (1  + 0,000179007  /+0, 


2523161’) 


wo  K,  sich  auf  die  Temperatur  Null  bezieht. 

Andere  Flüssigkeiten  dehnen  sich  noch  weniger  proportional  der  Temperatur- 
Zunahme  aus. 

Die  ganze  (cubische)  Volumenzunahmo  von  0 bis  100  Grad  beträgt  für: 


Oliven-  nnd  Leinöl 

0,080 

Schwefelsäure  von  1,85  spec.  Gewicht 

0,060 

Alkohol  von  0,817  spec.  Gewicht 

0.1112 

Schwefeläther 

0,0700 

Kochsalzlösung  (gesättigt) 

0,050 

Quecksilber 

0,018018 

Wasser 

0,04775 

Am  regelmässigsten  ist  die  Ausdehnung  des  Wassers.  Seine  Dichtigkeit  nimmt 
zwischen  0 und  4 Grad  sogar  zu. 

Dieses  Verhalten  sucht  man  durch  empirische  Formeln  auszndrücken.  So 
findet  HellstrOm  für  die  Temperaturen  von  0 bis  30  Grad  das  cubische  Volumen: 

K=  Ko  (1-0,000057577  l-f- 0,0000075601  f»  -0,00000003509  <•). 

dagegen  zwischen  30  und  100  Grad : 

K=  K,  (l-0.0000094178<+0, 00000533661 /*-0,0000000104086<*). 

wo  Ko  auf  0 Grad  geht. 

Hiernach  ist  bei  3,9  Grad  die  grösste  Dichtigkeit.  Kopp  findet  dagegen 
zwischen  0 und  25  Grad: 

K=  Ko  (1  -0,000061045« +0,0000077183  t»  -0,00000003734  <»), 

und  danach  die  grösste  Dichtigkeit  bei  4,08  Grad. 

Für  feste  Körper  ist  die  Volumenzunahme  noch  viel  kleiner  als  bei  flüssigen. 
Die  folgende  Tafel  gibt  die  Längenzunahmo  einiger  Körper,  wenn  die  Temperatnr 
von  0 auf  100  Grad  steigt. 
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Platin,  nach  Borda 

J.  L 

1167 

„ nach  Dulong  und  Petit 

1 

1181 

Glas 

1 

1161 

Suhl,  ungehärtet 

1 

927 

„ gehärtet 

% 

1 

807 

Gusseisen 

1 

901 

Stabeissn 

1 

846 

Gold 

1 

682 

Kupfer 

1 

582 

Messing 

1 

535 

Silber 

1 

524 

Blei 

1 

351 

Zink 

1 

340 

Zink  hat  also  die  grösste,  Platina  und 
Glas  die  kleinste  Ausdebunng. 

3)  Wärme,  specifische 
bundene  und  freie  Wärme. 

. ge- 

Bei  den  vielen  Lücken,  welche  die 
Theorie  der  Wärme  und.  namentlich  die 
Definition  der  darin  vorkommenden  Aue* 
drücke  bietet,  scheint  es  gerathen,  die 
Entstehung  dieser  Ausdrücke  tu  ver- 
folgen. 

Nach  dem  im  vorigen  Abschnitte  Ge- 
sagten müssen  wir,  um  die  Temperatur 
scharf  au  definiren,  von  einem  ganz  be- 
stimmten Stoffe , am  besten  von  einem 
In/tfOrmigen,  z.  B.  von  der  atmosphäri- 
schen Luft  ausgehen.  Wir  bezeichnen 
also  als  Temperatureinheit  der  atmosphä- 
rischen Loft  eine  gewisse  Volumenzo- 
nähme.  EUn  beliebiger  Körper  aber  hat 
eine  Temperatur  von  n Einheiten  oder 
Graden,  wenn  er  an  atmosphärische 
Luft,  welche  vom  Nullpunkt  aus  um  n 
Einheiten  ausgedehnt  ist,  weder  Wärme 
abgibt,  noch  solche  von  ihr  empfängt. 

Es  ist  jetzt  auf  die  Definition  und 
Messung  der  Wärme  selbst  näher  ein- 
zogeben. 


.:  yDer  friiheren  nVorstellnng^  dass  die 
Wärme  ein  Stoff  sei,  schliesst  sich  die 
Betrachtung  an,  dass  dieselbe  zwar  von 
Körper  zu  Körper  Ober-,  aber  nie  ver- 
loren gehen  oder  sich  vermindern  könne. 

Man  muss  non  annehmen,  dass,  um 
einem  Körper  eine  gewisse  Temperator- 
zonahmc  zu  geben , wenigstens  in  den 
Grenzen , wo  er  sich  dieser  Zunahme 
proportional  ausdebnt,  auch  eine  dersel- 
ben und  seiner  Masse  proportionale 
Wärmemenge  nöthig  sei,  dass  ferner,  um 
eine  gewisse  Masse 'eines  Körpers  von 
dom  festen  in  den  flüssigen,  und  von 
dem  flüssigen  in  den  InftiÖrmigen  Zu- 
stand zu  bringen,  eine  bestimmte  Wär- 
memenge, die  dieser  Masse  proportional 
ist,  gehört.  Dies  ist  folgendermaassen 
durch  die  Erfahrung  zu  begründen. 

Um  z B.  eine  gewisse  Masse  Eis  zum 
Schmelzen  zu  bringen , verliert  die  Wär- 
mequelle, welche  die  dazu  nöthige  Wärme 
abgibt,  eine  gewisse  Anzahl  von  Tem- 
peraturgraden, welche  ihrer  eigenen  Masse 
umgekehrt,  der  des  schmelzenden  Eises 
also  direct  proportional  ist.  Das  schmel- 
zende Eis  aber  erhält  dabei  keine  Tem- 
peratorzunabme.  Ist  m die  Temperatur 
des  Eises,  M die  der  Wärmequelle,  l 
die  anfängliehe,  die  schliesslicbe  Tem- 
peratur, so  ist  immer  — (t  — tj)  eine 

constante  Grösse,  also,  wenn  JV  gleich 
der  Einheit,  Wir  schliessen, 

dass  m(t— <,)  das  Maass  der  auf  das 
Schmelzen  verwendeten  Wärme,  die  man 
gebundene  Wärme  nennt,  ist.  In  der 
Tbat  wissen  wir,  dass  wenn  eine  Ge- 
wichtseinheit Wasser  friert,  der  Masse 
m die  Temperatur  I—/,  wieder  zuge- 
fflbrt  werden  kann,  was  man  auch  ans- 
d rückt,  die  gebundene  Wärme  sei  wieder 
frei  geworden.  Ferner  weiss  man,  dass 
wenn  diese  Wärmemenge  einem 

andern  Körper  von  der  Gewichtseinheit 
zngefQbrt  wird,  or  um  eine  gewisse  An- 
zahl von  Graden  r erwärmt  wird,  wobei 
T von  der  Natur  des  erwärmten  Körpers 
abhängt,  Wenn  derselbe  aber  weder 
seinen  Aggregatznstand  ändert,  noch 
sich  anders  als  der  Temperatur  propor- 
tional ausdebnt  (womit  wir  jetzt  eine 
bestimmte  Vorstellung  nach  dem  Vori- 
gen verbinden),  so  wird  die  «fache 
Wärmemenge  «tm(t  — t,)  (d.  h.  diejenige, 
welche  die  Temperatur  der  Masse  « um 
«(t— /,)  Grad  erniedrigt,  oder  die  der 
Masse  am  um  t— 1|  Grad  steigert)  seine 
eigene  Temperatur  um  at  Grad  erhöhen. 

Hieraus  ist  zu  folgern: 

„Die  einem  Körper  in  den  Grenzen, 
wo  er  sich  der  Temperatur  proportional 
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ausdehnt,  zngefUbrte  und  von  ihm  abge- 
gebene Wärme  ist  seiner  Masse  und  sei- 
ner Temperaturänderung  proportional.“ 

Die  einem  schmelzenden  oder  verdam- 
pfenden Körper  zugeffthrto  gebundene 
Wirme,  welche  seine  Temperatur  nicht 
ändert,  ist  der  Masse  des  in  seinem 
Aggregatznstando  veränderten  Körpers 
proportional  und  gleich  derjenigen,  welche, 
wenn  der  Körper  seinen  alten  Aggregat- 
zustand wieder  annimmt , wieder  frei 
wird,  also  die  Temperatur  eines  anderen 
Körpers  erhöhen  kann. 

Da  gleiche  Wärmemengen  die  Tem- 
peraturen verschiedener  Körper  verschie- 
den erhöhen,  so  müssen  wir  uns,  um  die 
Wärmemengen  zu  messen,  auf  einen  ganz 
bestimmten  Körper  beziehen.  Gewöhn- 
lich nimmt  man  dazu  Wasser  (also  ira 
flüssigen  Zustande).  Die  Wärmemenge, 
welche  ein  Pfund  Wasser  um  1 Grad 
erhöht,  ist  die  Wärmeeinheit  (Caloric). 
Sei  m eine  Gewichtsmenge  Wasser,  die 
von  t auf  Grad  sinkt,  und  während 
dessen  also  die  Wärmemenge  m(<  — /,) 
an  einen  Körper  abgibt,  der  dabei  von 
T auf  r^  Grade  steige,  und  die  Masse 
habe,  so  braucht  man  also  eine  Wärme- 
menge — (t  — ti),  um  die  Masseneinheit 
dieses  Körpers  von  r auf  r , Grad,  folg- 
lich die  Wärmemenge  — / » o*” 

’i)  ^ 

diese  Masseneinheit  um  einen  Grad  Tem- 
peratur zu  erhöhen.  Diese  Wärmemenge 
nennen  wdr  speciflsche  Wärme  oder 
Wärmecapacität  des  bezeichneten  Kör- 
pers. Die  speciflsche  Wärme  des  Was- 
sers ist  also  gleich  1.  Ein  Beispiel  wird 
dies  klar  machen. 

Man  mische  1 Pfund  Wasser  von  10 
Grad  mit  2 Pfund  Eisen  (in  der  Gestalt 
von  Eisenfeile)  von  36  Grad.  Nach  Uer- 
stcllung  des  Tempcraturglcichgewichts 
möge  das  Gemenge  die  Temperatur  von 
15  Grad  haben.  Es  soll  die  speciflsche 
Wärme  des  Eisens  bestimmt  werden. 

Sei  dieselbe  gleich  x,  so  hat  das  Eisen 
die  Wärmemenge  2x(36  — 15)  verloren, 
dagegen  hat  das  Wasser  die  Wärme- 
menge 15  — 10  gewonnen,  also: 

2x  (36-15)  = 15-10, 

15-10  _5_ 

2(36-15)  ~ 42“  ’ 

Im  Allgemeinen  seien  a und  a die 
specifischen  Wärmen*  zweier  Körper,  m 
und  fA  ihre  Gewichte , habe  der  erste 
die  Temperatur  t,  der  andere  die  Tem- 
l^ratur  r,  und  sei  T die  gemeinschaft- 
liche Temperatur  nach  Herstellung  de« 


Temperaturgleichgewichts,  wobei  Abgabe 
von  Wärme  an  einen  dritten  Körper 
ausgeschlossen  ist,  so  hat  man  : 

m a(T—t)  = ftn  (t  — T). 

Offenbar  kann  auf  diese  Weise  die  spe- 
ciflschc  Wärme  der  Körper  sowohl  be- 
stimmt werden,  als  auch  die  Temperatur 
der  Körper  von  hohen  Wärmegraden 
untersucht  werden. 

Man  tauche  z.  B.  eine  glühende  eiserne 
Stange  von  1 Pfund,  in  100  Pfund 
Wasser  von  0 Grad  Wärme.  Habe  nach 
Herstellung  des  Tcinpcraturgleichgewich- 
tes  beides  4 Grad  Temperatur,  so  ist: 


m 


also : 


100,  rt  = l,  r=4,  « = 0, 

« = 0,12,  f*  = lt 


100  - 80  = 0,12(1 -80). 
4004-9,6 


r = 


0,12 


= 3413. 


Es  ist  so  möglich,  wenigstens  annähernd 
sehr  hohe  Temperaturgradc  durch  das 
gewöhnliche  Quecksilberthermometer  zu 
bestimmen. 

Ein  ähnliches  Verfahren  gibt  auch 
diejenige  Wärmemenge,  welche  zum 
Schnvelzen  der  Körper  nöthig  ist.  - 

Seien  m,  a,  t,  t,  Masse  specifischer 
W^ärme  und  anfängliche  und  schliessliche 
Temperatur  des  Körpers , welcher  die 
Wärme  znm  Schmelzen  abgibt,  /u  die 
Masse,  welche  also  keine  Temperatur- 
veränderung leidet,  so  ist  die 'verbrauchte 
Wärmemenge: 

— = u if, 

wenn  tr  die  zum  Schmelzen  der  Ge- 
wichtseinheit nöthige  Wärmemenge  ist. 

Fürs  Wasser  ist  «=1,  so  z.  B.  erhält 
man  für  schmelzendes  Eis  w = 79  Grad, 
d.  h.  soviel  Wärme,  als  die  Gewichts- 
einheit Wasser  um  79  Grad  erhöht. 
Diese  Wärmemenge  heisst  latente  Wärme 
des  Wassers.  Man  kann  aber  auch  die 
Masse  /n  des  schmelzenden  Körper«  von 
Temperatur  r und  specifischer  Wärme 
« (im  flüssigen  Zustande)  mit  der  obigen 
Masse  mengen , welche  die  Wärme  ab- 
gibt, und  warten,  bis  sowohl  die  ganze 
Masse  geschmolzen , als  auch  das  Tem- 
peraturgloichgewicht  hergestellt  sei.  Sei 
7 die  gemeinschaftliche  Temperatur, 
dann  ist  offenbar : 

ma(l—T)  = /jin  (7— r)-f-^». 

Zur  wirklichen  Ermittelung  der  speci- 
flseben  Wärme  der  Körper  kann  man 
sowohl  das  Mischnngsverfahren  anwen- 
den, als  auch  die  Schmelzmethode,  wel- 
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che  nuf  den  zuletzt  angeführten  Prinzi- 
pien und  Formeln  beruht. 

Zu  dem  Ende  dient  das  Calorimcter, 
welches  von  Laplace  und  Lnvoisier  ein- 
geführt ist.  — Von  zwei  Gefässen  C 
und  B ({"ig.  35)  steckt  das  letztere  inner- 
halb des  ersteren.  In  B liegt  der  zu 
nnfersuehendc  Körper  A und  eine  Quan- 
tität Kis,  in  t’  eine  amlere  Quantität 
Eis , welche  eben  nur  die  Erwärmung 
durch  die  Äussere  Umgehung  verhindern 
soll.  Mit  B steht  unten  ein  kleines, 
durch  einen  ‘Hahn  verschlossenes  und 
durch  ein  Sieb  getrenntes  Bchältniss  D 
in  Verbindung,  welches  das  abfliessende 
Wasser  aufnimmt.  B und  C werden 
mit  kleingestossenem  Eise  von  0 Grad 
gefüllt,  Körper  A hineingethan  (in  einer 
Büchse,  wenn  er  flüssig  ist),  der  Deckel 
wird  auch  mit  Eis  belegt.  Nun  geht  A 
von  Temperatur  t auf  0 über,  und  da- 
bei fliesst  Schmelzungswasscr  in  das  Ge- 
flUs  D.  Sei  a die  Capacität,  m die 
Masse  von  A,  ft  die  geschmolzene  Eis- 
masse, so  ist: 

79u  = mnt,  « = 

mt  ’ 

Ist  der  Körper  ln  einem  Gefässc,  so 


muss  auch  dessen  Wärme  in  Kechnung 
gebracht  werden.  Ist  3!  seine  Masse, 
T seine  Temperatur,  b seine  Capacität, 
so  ist: 

ldft  = mat+MBT, 

Idu-MBT 

«=  . 

mt 

Die  Mischungsmetbode  gibt  jedoch  die 
sichersten  Resultate.  Regnault  findet 
auf  diese  Weise  folgende  speciflschen 
Wärmen : 


Eisen 

0,11379 

Zink 

0,09555 

Kupfer 

0,09515 

Messing 

0,09391  " ' 

Silber 

0,05701 

Blei 

0,03140  ■ . 

Wismuth 

0,03084 

Antimon 

0,05077 

Zinn 

0,05623 

Platin 

0,03243 

Gold 

0,03244 

Schwefel 

0,20259 

Wärme. 


188 


Wärme. 


Kohlen 

Koaks 

Graphit 

Marmor 

Kalk  (ungelöscht) 

Alkohol  von  0,81  spec  Gewicht 

Eichenholz 

Glas 

Quecksilber 

Terpentinöl 


0,24111  ' 

0,20307 

0,20187 

0,20989 

0,2169  nach  Lavoisier 

0,700  nach  Dalton 

0,570  nach  Mayer 

0,19768 

0,03332 

0,42593 


Die  festen  Körper  haben  also  geringere  spedfische  WArme  als  Flüssigkeiten,  die 
geringsten  die  Metalle.  Uebrigens  ändert  sich  das  specifische  Gewicht  der  festen 
und  flüssigen  Körper  mit  der  Dichtigkeit,  unh  also  auch  mit  der  Temperatur,  und 
zwar  nimmt  sie  zu,  wenn  die  Dichtigkeit  abniromt.  So  findet  für  Wasser  Ton  I 
Grad  Temperatur  Kegnault  den  Ausdruck  für  die  specifische  Wärme: 

a = 1 4-0,00004  *4-0,0000009  <• . 

Die  specifische  Wärme  der  Gase  kann  durch  ein  auf  anderen  Prinzipien  hem* 
bendes  Calorimetcr  gemessen  werden,  durch  welches  man  das  Gas  strömen  lässt. 
Man  muss  hier  unterscheiden  zwischen  specifischer  Wärme  unter  constantem  Druck, 
d.  h.  wenn  das  Gas  in  einem  Gefäss  sich  befindet,  wo  cs  einen  gewissen  Druck 
erleidet,  sich  also  mit  zunehmender  Temperatur  aosdehnen  kann,  und  specifischer 
Wärme  unter  constantem  Volumen,  d.  h.  wenn  das  Gas  sich  in  einem  fest  ver- 
schlossenen Gefässc  befindet,  sich  also  nicht  ausdehnen  kann. 

Bei  constanten  Gasen  und  Dämpfen,  die  fern  von  dem  Funkte  sind,  wo  sie 
flüssig  werden,  ist  die  specifische  Wärme  unabhängig  von  der  Temperatur.  Man 
bezieht  aber  auch  die  specifische  Wärme  zuweilen  nicht  aufs  Gewicht,  sondern 
aufs  Volumen,  d.  h.  man  versteht  die  Wärmemenge  darunter,  welche  die  Volumen- 
einheit des  Gases  um  1 Grad  erwärmt. 

Regnault  findet  für  verschiedene  Gase  unter  constantem  Drucke  die  speci- 
fische  Wärme: 


Specifische  Wärme: 


nach  Gewicht 

nach  Volumen 

Dichtigkeit 

atmosphärische 

Luft  0,2377 

0.2377 

1,0000 

Sauerstoff 

0,2182 

0.2412 

1,1056 

Stickstoff 

.0,2440 

0,2370 

0,9713 

Wasserstoff 

3,4046 

0,2356 

0,0692' 

Kohlensäure 

0,2164 

0.3308 

1,5290 

Kohlenoxyd 

0,2479 

0.2399 

0,%74 

Wasserdarapf 

0,4750 

0,2950 

0,6210 

Die  Zahlen  in  der  zweiten  Rubrik  ent- 
stehen selbstverständlich  durch  Multipli- 
cation  derer  in  der  ersten  und  dritten. 
Auffallend  ist,  dass  bei  den  constanten 
Gasen  die  nach  Volumen  berechnete  spe- 
cifische Wärme  fast  gleich  ist.  Wäre 
dies  vollständig  der  Fall,  so  könnte  man 
den  Satz  aussprechen : 

„Um  ein  gewisses  Volumen  eines  con- 
stanten  Gases  von  beliebiger  Beschaffen- 
heit um  eine  gewisse  Temperatur  zu  er- 
höhen, ist  immer  dieselbe  Wärmemenge 
nötbig.'* 

Will  man  diesen  Satz  für  die  aufs 


Gewicht  bezogene  specifische  Wärme 
anwenden,  so  ist,  wenn  $ dieselbe,  <fdie 
Dichtigkeit  vorstellt,  das  Product  sd 
nahezu  constant.  Bei  Gasen  verhalten 
sich  bekanntlich  die  Dichtigkeiten  wie 
die  Atomgewichte.  Dies  Gesetz  spricht 
sich  also  in  seiner  Erweiterung  so  aus: 

„Bei  allen  einfachen  und  bei  allen 
ähnlich  chemisch  zusammengesetzten 
Körpern  ist  das  Product  aus  Atomge- 
wicht und  specifischer  Warme  fast  cou- 
stant.“ 

Für  einfache  Kölner  ist  dies  Gesetz 
von  Dulong  und  Petit  ausgesprochen. 
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Der  constante  Werth  des  Prodnctes  ist 
im  mittleren  Wcrthe  etwa  40.  Die  Aus- 
dehnnng  aaf  zusammengesetzte  Körper 
rührt  von  Neumann  und  RegnauU  her. 
Man  findet  für  Oxyde  etwa  72 , wenn 
die  Zusammensetzung  R 0 ist  {H  stellt 
die  Basis  vor).  Ist  sie  so  erhalt 

man  170,  für  RO.:  86;  bei  Schwefel- 
metallen von  der  Form  RS : 74  u,  s.  w. 

Das  Calorimctcr  für  Gase  ist  folgen- 
dermnassen  beschalTen.  Das  Ons  wird 
auf  100  Grad  gebracht,  und  in  einem 
Rohr  mit  vielen  Windungen  durch  einen 
Wasserbehälter  geleitet;  um  andern  Ende 
entweicht  es  wieder.  Die  Temperatur 
des  Wassers  erhöht  sich  so  lange,  bis 
ea  eine  constante  Temperatur  annimmt, 
d.  h.  so  viel  Warme  vom  Gas  erhalt, 
als  es  an  die  Umgebung  abgibt.  Wenn 
verschiedene  Gase  hierbei  mit  gleicher 
Schnelligkeit  strömen,  so  werden  die 
Temperaturerhöhungen  den  specifischen 
Wannen  der  Gase  proportional  sein. 
Dasselbe  Mittel  findet  für  Dampfe  An- 
wendung. 

Was  die  specifische  Warme  bei  con- 
stantem  Volumen  anbetrifft,  so  lasst  sie 
sich  wegen  der  geringen  Leitung  der 
Gase  nicht  direct  finden.  Es  ist  das 

Verhältniss  beider  specifischen  Warmen  — 

daher  auf  verschiedenen  Wegen  gefun- 
den , von  denen  weiter  unten  die  Rede 
sein  wird. 

Nach  Massen  und  Rcgnanlt  ist  für 
atmosphärische  Luft: 

— = 1,41,  c,  =0,1687, 

also  auch  c,  constant. 

Gehen  wir  jetzt'  zum  Schmelzen  und 
Verdampfen  der  Körper  Über. 

Feste  Körper  gehen  in  den  flüssigen 
Zustand  über,  wenn  sie  eine  bestimmte 
Temperatur  erreicht  haben.  Diese  Tem- 
peratur ist  von  der  Natur  des  Körpers, 
also  auch  seiner  chemischen  Beschaffen- 
heit, in  sehr  geringem  Maasse  auch  vom 
Drucke  abhängig , unter  welchem  das 
Schmelzen  vorgeht.  Sie  heisst  Schmelz- 
punkt, beim  Wasser  auch  Gefrierpunkt. 
Die  Schmelzpunkte  verschiedener  Kör- 
per sind : 


Platin 

Schmiedeeisen 

Stahl 

Gusseisen 

Kupfer 

Silber 

Bronze 

Antimon 


+2500» 

+1500»  - 1600» 
-f-1300*  - 1400» 
-f-1050»  - 1200" 
-f  1100»  - 1200* 
+1000« 

-f  900“ 

+ 500“ 


Zink 

+ 400“ 

Blei 

+330“ 

Wismuth 

+260“ 

Zinn 

+230“ 

Schwefel 

+ 109“ 

Gelber  Wachs 

+ 61“ 

Phosphor 

+ 43“ 

Seife 

+ 33“ 

Eis 

0“ 

Terpentinöl 

- 10“ 

Quecksilber 

- 39“ 

Schwcfelätbcr 

— 44“ 

Kohlensäure 

-100“ 

Bei  einigen  Metallen  geht  dem  Schmel- 
zen das  Glühen,  Roth-  und  WeissglQhen 
vorher,  Pouillet  findet  beim  Eisen  für 
diese  Zustände  folgende  Temperaturen: 


Beginnendes  Rothglühen 

525* 

Dunkles  Rothglühen 

700" 

Beginnendes  Kirschroth 

800“ 

Kirschroth 

900“ 

Helles  Kirschroth 

1000“ 

Dunkles  OrangeglUhen 

1100“ 

Helles  OrangeglUhen 

1200“ 

Weissglühen 

1300“ 

Helles  Weissglühcn 

1400“ 

Blendendes  Wei^sglühen 

1500“ 

Bei  Legirungen  ist  Je  nach  der  Mi- 
schung der  Schmelzpunkt  verschieden. 
Da  man  denselben  kennt,  kann  man  be- 
hufs pyrometrischer  Messungen  sich  eine 
Schmelzbarkeitsscala  anfertigen.  Leicht- 
flüssige Legirungen  erhält  man  aus  Blei, 
Zinn,  Wismuth,  schwerflüssige  aus  Gold 
und  Platin.  Die  ersteren  schmelzen 
leichter  als  einfache  Metalle,  die  letzteren 
schwerer  als  Gold. 

Es  folgen  hier  die  Schmelzpunkte  eini- 
ger Legirungen  der  ersteren  Art. 


Theile: 


Blei  Zinn  Wismuth 

1 1 4 

5 3 8 

2 3 5 

I 4 5 

10  1 

II  0 

0 2 1 

1 3 0 

0 3 2 


Schmelz- 

punkt 

94“ 
100“ 
100“ 
118“,  9 
141“, 2 
241“ 
167“,  7 
167“,  7 
200“ 


Die  zweite  Mischung  ist  das  sogenannte 
Rose’sche  Metall. 
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Wasser  mH  Salzen  gemischt  hat  einen 
niedrigeren  Schmelz-  oder  Getrierpunkt 
als  0 Grad,  Meerwasscr  gefriert  aus  die- 
sem Grunde  erst  bei  —2,5  Grad.  Mischt 
man  Schnee  von  geringerer  Kälte  mit 
Salz,  so  tritt  also  ein  Schmelzen  und 
durch  die  hierdurch  gebundene  Wärme 
eine  Erkältung  ein.  Hierauf  beruhen 
die  Kältemischungen. 

Die  meisten  Körper  dehnen  sich  beim 
Schmelzen  ans  und  ziehen  sich  beim 
Gefrieren  zusammen.  Umgekehrt  ver- 
halten sich  Wismuth,  Gusseisen,  nament- 
lich aber  Eis,  das  beim  Gefrieren  sein 
Volumen  um  i‘.j  vermehrt. 

Nicht  alle  festen  Körper  sclimclzcn, 
sondern  ändert!'  stark  erhitzt  ihre  che- 
mische Beschaffenheit  (oxydiren,  oder 
zersetzen  sich).  Von  einfachen  kommen 
z,  B.  Kohle  und  Kiesel  nicht  im  flüssi- 
gen Zustande  vor. 

Was  die  beim  Schmelzen  gebundene 
und  beim  Erstarren  wieder  freiwerdende 
Wärme  anbetrifft,  so  beträgt  diese,  heim 
Wasser,  wie  schon  angedentet,  79  Grad. 
Bei  anderen  Körpern  mangeln  genaue 
Untersuchungen.  Es  wird  angegeben 
fürs  Quecksilber  86j  Grad  , für  Blei 
90  Grad. 

Wir  haben  schon  der  Kältemischungen 
erwähnt.  3 Thcilc  Schnee  von  0 Grad 
und  1 Theil  Kochsalz  binden  beim 
Schmelzen  17,7  Grad,  da  —17,7  Grad 
die  Temperatur  der  Mischung  ist.  2 
Theile  Schnee  und  .3  Theilc  salzsauren 
Kalkes  haben  —28  Grad." 

In  den  luftförmigen  Zustand,  Dampf, 
gehen  die  Körper  aus  dem  flüssigen  bei 
allen  Temperaturen ,.  so  viel  man  weiss, 
über.  Bei  einigen  Körpern,  z B.  beim 
Eise , ist  ein  solcher  Uebergang  in  den 
luftförmigen  Zustand  auch  vom  festen 
aus  nachgewiesen.  Bei  einer  gewissen 
Temperatur,  dem  Siedepunkte,  erfolgt 
diese  Verwandlung  aber  von  allen  Thei- 
len  des  Körpers  ans , und  mit  grosser 
Sofanelligkcit,  während  sic  bei  niedrigeren 
Temperaturen  nur  von  der  Oberfläche, 
nnd  um  desto  langsamer,  je  geringer 
die  Temperatur  ist,  eintritt.  Diese  Ver- 
wandlung nennt  man  Verdunsten,  nnd 
die  beim  Siedepunkt  cintretende  Ver- 
dampfen. Im  letztem  Falle  sagt  man, 
dass  die  Flüssigkeit  siede.  Der  Siede- 
punkt ist  nicht  allein  von  der  Beschnft'en- 
heit  des  Körpers  , sondern  auch  vom 
Drucke,  den  die  Flüs.sigkeit  leidet , ab- 
hängig, so  dass  die  Temperatur  des 
Siedepunktes  mit  letzterem  zunimmt.  — 
Die  bei  niedrigeren  Temperaturen  ge- 
bildeten Dämpfe  haben  auch  geringere 
Spannkraft.  Der  Siedepunkt  tritt  ein. 


wenn  diese  Spannkraft  der  des  Druckes 
auf  die  Flüssigkeit  gleich  ist,  und  eben 
darum  erfolgt  das  Sieden  von  der  gan- 
zen Flüssigkeit  aus,  da  der  Druck  über- 
wunden ist.  — Umgekehrt  ist  mechani- 
scher Druck  ebenso  wie  Wärmcabnahme 
im  Stande,  Dämpfe  flüssig  zu  machen 
(zu  condensiren)  Wie  beim  Verdampfen 
oder  Verdunsten  Wärme  gebunden  wird, 
so  wird  sie  beim  Condensiren  wieder  frei. 
Diese  gebundene  Wärme  hängt  von  der 
Temperatur  ab,  unter  welcher  das  Ver- 
dunsten erfolgt. 

Man  nahm  früher  an  , dass  die  Sum- 
men der  latenten  mul-  freien  Wärme  bei 
allen  Dämpfen,  die  aus  derselben  Flüs- 
sigkeit entstehen,  cunstant  sei.  Wenn 
also  z.  B.  Wasser  im  Siedepunkt  von 
100  Grad,  .531  Grad  latente  Wärme,  also 
100-f531  = 631  Grad  Gesammtwärroe 
habe,  so  müsste  demnach  dies  Quantum 
allen  Wusserdämpfen  zukommen.  'Wenn 
sic  also  unter  t Grad  Wärme  verdampfen, 
wo  dann  t die  frt:ie  Wärme  ist,  so  müsste 
die  latente  Wärme  631  — t betragen.  — 
Regnaults  neuere  Untersuchungen  haben 
dies  jedoch  nicht  bestätigt;  derselbe  gibt 
als  Gesamrat wärme  des  Wasserdampfes 
die  Grösse: 

6,065  f0„305/. 

Was  seine  latente  Wärme  anbetrifft, 
so  kommt  cs  hierbei  auf  die  Bildungs- 
art des  Darapfc.s  an.  Nehmen  wir  an, 
derselbe  bilde  sich  unter  constantem 
Drucke  derart,  dass  Wasser  von  0 Grad 
erst  bis  t Grad  erwärmt  wird , was  ein 
Wärmeqnantnm  r erfordert,  und  dass 
dann  dies  Wasser  (dem  wir  die  Gewichts- 
einheit geben)  verdunste,  was  die  ge- 
bundene Wärme  ic  erfordert.  Dann  ist 
ic=U-v. 

Ist  C die  specitischc  Wärme  des  Was- 
sers, so  hatten  wir; 

C=  1-1-0,00004  <-H0, 0000009 1>. 
Offenbar  ist  nun: 


v = I cdl, 

•f  0 

da  dem  Zuwachs  dl  der  Temporatar  die 
Wärmemenge  cdl  entspricht,  also: 

r = / -1-0.0002  -1-0,0000003 <», 

und  die  latente  W’ärme: 
ir  = 606,5  - 0,695 1 - 0,00002 1 » • 

-0,0000003  t’, 

wofür  Clausius  abgekürzt  setzt: 

IT  = 607  -0,708  t. 

Also  die  latente  Wärme  des  Im  Siede- 
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punkte  gebildeten  Dampfes,  wo  t = 100, 
ergibt  sich: 

» = 606,5-69,5  = 537 
Die  latente  Wftrmo  einiger  anderen 
Dämpfe  im  Siedepunkt  bestimmt  Brix: 
Alkoholdampf  219  Grad,  Terpentinöl- 
dampf 74  Grad. 

Es  ergibt  sich  durch  Vergleiche  das 
Gesetz,  dass  die  latente  Wärme  der 
Dämpfe  den  Dichtigkeiten  derselben  fast 
umgekehrt  proportional  sind;  da  z.  B. 

Alkoholdampf  mal  so  dicht  als  Was- 
2,00 

serdampf,  so  ist  die  latente  Wärme  des 
ersteren  gleich. 

^%208, 
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was  nahe  der  Erfahrung  entspricht. 

4)  Verbreitung  «ler  Wärme 
durch  Strahlung  und  Leitung. 

Wir  haben  bisher  uns  jeder  Hypothese 
Ober  die  Natur  der  Wärme  enthalten, 
und  nur  bei  Definitionen  auf  die  Vor- 
stellungen der  Emanationslheoric,  der 
sie  ihr  Entstehen  verdanken , liingewic- 
sen.  Die  hier  folgenden  Verbreitungs- 
gesetze schliesscn  sich  aber  so  genau 
der  Verbreitung  des  Lichtes  an,  dass 
es  unumgänglich  nöthig  wird,  beide  Er- 
scheinungen derselben  Ursache , der 
Wellenbewegung  des  Aethers  züzuschrei- 
ben.  Wir  werden  dies  hier  thun. 

Es  ist  also  anzunehmen,  dass  die 
Wärme  in  Wellenbewegungen  des 
Aethers  bestehe.  Dieselben  bringen  auf 
die  Gefühlsncrven  wirkend  Wärmeem- 
pfindung  hervor,  wie  sie  auf  das  Auge 
wirkend  die  Lichtempfindung  erregen. 
Sonach  muss  sich  die  Wärme  auch  strah- 
lenförmig von  der  Wärmequelle  aus  ver- 
breiten, von  den  Körpern  theilweiso 
gebrochen,  theilweise  redectirt  werden. 
Die  Körper  sind  der  Wärme  gegenüber 
also  diatherm  (d.  h.  sie  lassen  die  Wärme 
gut  durchstrahlen) , oder  reflectiren  sie 
vorzugsweise.  Ein  drittes  Verhalten 
wird  gleich  erwähnt  werden. 

Die  Brechung  der  Wärmestrablen  ist 
eine  verschiedene,  d.  h.  ein  einfallendcr 
Wärmestrahl  wird  beim  Brechen  zerlegt, 
und  man  muss  aus  diesem  Grunde  wie 
beim  Lichte  „Farben“  annehmen.  AHes 
dies  ist  durch  Versuche  bestätigt,  na- 
mentlich durch  Melloni,  welcher  sieh  bei 
den  Messungen  der  Thcrmosäule  bedient 
““  Aber  nicht  dieselben  Körper, 
welche  Licht  gut  durchlassen,  thun  dies 
auch  mit  der  Wärme.  Der  Grund  ist 
folgendcr- 


Die  Lichtstrahlen  haben  eine  ungleiche 
wärmende  Kraft,  die  von  grösserer 
Schwingungsdaucr,  also  namentlich  die 
rothen , eine  grössere  , als  die  schneller 
schwingendeu  violetten.  Die  wärmende 
Kraft  also  verhält  sich  entgegengesetzt 
der  chemischen.  Ferner  gibt  es  Strah- 
len, die  noch  langsamer  schwingen,  und 
keine  Licht-,  wohl  aber  Wärroewirknn- 
gen  ausöben. 

Dem  Lichte  gleich  verhält  sich  die 
Wärme  auch  in  folgender  Beziehung. 

Bekanntlich  ist  die  Summe  der  Inten- 
sität des  gebrochenen  und  reflectirten 
Lichtes  der  des  einfallenden  nicht  gleich, 
und  man  nimmt  daher  an,  dass  ein 
Thcil  des  letztem  von  den  Körpern  ab- 
sorhirt  wäre.  Genau  dasselbe  tritt  bei 
der  Wärme  ein.  Während  aber  das 
absorbiite  Licht  als  solches  nicht  bei 
den  Körpern  nachzuweisen  ist,  verbleibt 
die  absurbirtc  Wärme  als  solche  dem  ab- 
sorbirenden  Körper;  derselbe  erscheint 
mit  ihr  als  ein  solcher,  von  dem  selbst 
Wärmestrahlen  ansgehen.  Das  Verhal- 
ten hierbei  ist  also  folgendes.  Wenn 
ein  Körper,  etwa  eine  Mctollplaue,  einer 
Wärmequelle,  z.  B.  einem  Ofen,  gegen- 
öbcrgcstcllt  wird,  so  wird  man  hinter 
derselben  stehend  die  gebrochene,  vor 
derselben  die  reflectirtc  Wärme  empfin- 
den. Beide  verschwinden,  wenn  man  die 
Platte  von  der  Wärmequelle  entfernt. 
Ist  sie  aber  der  letzteren  längere  Zeit 
ausgeseut  gewesen,  so  wird  die  Platte 
nicht  auf  ihren  früheren  Zustand  erkal- 
tet sein , sondern  sich  die  Temperatur 
durch  absorbirte  Wärme  in  einer  Weise 
gesteigert  haben,  dass  sie  selbst  die 
Temperatur  der  Wärmequelle  angenom- 
men haben  kann.  Das  Verhalten  der 
Körper  der  Wärme  gegenüber  ist  also 
das  der  sogenannten  Lichtmagnete  in 
Bezug  aufs  Licht,  und  somit  auch  hier 
nichts  specifisch  Verschiedenes  bei  beiden 
Erscheinungen. 

Die  Absorption  erklärt  auch  die  Wär- 
meleitung der  Körper.  Ein  Körper,  der 
an  seiner  Oberfläche  erwärmt  ist,  wird 
ins  Innere  und  zu  den  ihn  etwa  berüh- 
renden Körpern  durch  Strahlung  Wärme 
senden.  Nehmen  wir  nun  an.  dass  diese 
Körper  nur  sehr  wenig  Wärmestrahlen 
brechen,  so  wird  sich  die  Wärme  ein- 
zig durch  Absorption  verbreiten  können, 
d.  h.  der  der  Oberfläche  nächste  Kör- 
pertheil  absorbirt  von  den  Wärmestrah- 
len derselben,  von  diesem  Theile  geht 
Wärme  aus,  welche  der  nächste  absor- 
birt, und  so  fort  durch  den  ganzen  Kör- 
per, bis  Teroperaturgleichgewicht  statt- 
findet. 
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Die  Leitungsfähigkeit  der  Körper,  d. 
h.  ihre  Fähigkeit,  die  Wärme  durch  Ab* 
Sorption  von  Punkt  eu  Punkt  zu  ver- 
breiten, wird  natürlich  eine  grössere  oder 
geringere  sein , und  wir  unterscheiden 
daher  gute  und  schlechte  Leiter.  Es 
folgt  hieraus  auch,  dass  die  Wärme  nicht 
absperrbar  ist,  selbst  wenn  man  einen 
Körper  mit  andern  umgeben  könnte,  die 
gar  keine  Wärmestrahlen  dnrchlassen, 
würde  die  Absorption,  d.  h.  die  Leitung 
hier  eintreten. 

Was  das  Verhalten  der  einzelnen 
Körper  in  Bezug  auf  diese  Ersebeinun* 
gen  anbetrifft,  so  sind  darüber  vielfache 
Untersuchungen  angestellt.  Als  treff- 
liches Mittel,  kleine  Temperaturänderun- 
gen zu  messen,  dient  die  oben  erwähnte 
Thermosäule,  der  Ansschlag  einer  damit 
verbundenen  Magnetnadel  gibt  die  Tem- 
peratnränderung  hierbei  an. 

Zunächst  zeigen  sich  hier  selbstver- 
ständlich wiederholt  die  beim  Lichte 
hervortretenden  Gesetze.  Die  Intensität 
der  Strahlen  nimmt  ab,  wie  das  Quadrat 
derEntfernung  vom  wärmegebendenPunkte 
znnimmt. 

Die  Ausstrahlung  von  einem 
Körper  geschieht  wenigstens,  wenn 
der  Körper  nicht  diatherm  ist,  nur  von 
der  Oberfläche,  richtet  sich  nach  der  Na- 
tur derselben  und  nimmt  mit  der  Tem- 
peratur des  Körpers  zu,  ist  aber  von 
der  der  Umgebung  unabhängig.  Metalle 
haben  das  Ausstrahlnngsvermögen  im 
höheren  Maasse,  als  deren  Oxyde,  Was- 
ser mehr  als  Glas,  rauhe  Oberflächen 
mehr  als  glatte,  was  sich  daraus  erklärt, 
dass  die  l^nhheit  in  der  That  die  Ober- 
fläche vergrössert.  Nach  Meloni  ist  das 
Ausstrahlnngsvermögen  am  grössten  beim 
Kiehnruss.  Setzt  man  dasselbe  gleich 
100,  so  ist  das  von  Bleiweiss  auch  100. 
Hansenblase  91,  Tusche  85,  Gummilack 
72,  Metall  12. 

Nicht  alle  Strahlen  haben  gleiche  In- 
tensität, und  zwar  die  schief  anstreten- 
den die  geringere.  Dies  erklärt  sich 
dadurch,  dass  die  senkrecht  austretenden 
keine  Interferenz  durch  die  nächsten  er- 
leiden. Tritt  aber  Strahl  AB  (Fig.  86) 
unter  Winkel  a ans,  so  wird  der  nächste 
AC  in  A Interferenz  bewirken,  wenn 
der  Langennnterschied  BE  = BC»  cos  a 
gleich  der  halben  Wellenlänge  ist,  und 
die  Interferenz  ist  desto  vollständiger,  je 
geringer  der  Bichtnngsnnterschied,  d.  h. 
je  kleiner  BC  oder  jemehr  sich  o der 
Null  nähert,  also  je  schiefer  der  Strahl 
anstritt. 

Die  Dnrcbstrahlnng  ist,  wie  schon 
oben  gesagt,  nicht  mit  der  Dnrchsichtig- 


Fig.  36. 


keil  übcreitii>iimnicn(l.  Am  diathermsten 
verhält  sich  Steinsalz,  Kiehnruss  ist  sehr 
diatherm , obgleich  cs  kein  Licht  hin- 
durchlasst, Metalle  sind  atherm.  Uebri- 
gens  hängt  die  Diatbcrmität  von  der 
Schwingungsdauer  (Farbe)  der  Wärme- 
strahlen ab. 

Dass  bei  der  Brechung  die  Wärme- 
strahlcn  weniger  als  das  Licht  gebrochen 
werden,  folgt  aus  der  geringeren  Schwin- 
gungsdauer derselben. 

Die  Absorption  ist  natürlich  grösser 
bei  den  athermen  Körpern , als  bei  den 
diathermen,  sie  ist  aber  auch  proportio- 
nal dem  Ausstrahlungsvermögen,  und 
zwar  tindet  dies  sogar  für  die  Strahlen 
von  einer  gewissen  Schwingungsdauer 
einzeln  statt.  Es  erklärt  sich  dies  leicht 
dadurch,  dass  die  Absorption  als  ein 
Mitschwingen  des  absorbirenden  Körpers 
aufzufassen  ist.  Wie  aber  eine  Saite 
vermöge  ihrer  Länge  und  Beschaffenheit 
nur  für  gewisse  Töne,  die  sich  zu  ihr 
verbreiten,  in  Mitschwingung  geräth,  ist 
dies  auch  in  Bezug  auf  Licht-  und  Wär- 
meschwingungen  vermöge  der  Beschaffen- 
heit der  Körper  der  Fall,  und  es  ist  klar, 
dass  die  Körper,  welche  direct  in  ge- 
wisse Schwingungen  versetzt  werden  kön- 
nen (ausstrahlen),  eben  so  leicht  in  Mit- 
schwingung der  sich  um  sie  verbreiten- 
den Wellen  gerathen , was  ja  eben  die 
Absorption  ist.  — Steinsalz  absorbirt, 
wie  es  scheint,  alle  Wärmestrahlen  gleich- 
mässig. 

Die  Reflection  ist  regelmässig  bei 
glatten,  unregelmässig  bei  rauhen  Kör- 
pern, ganz  wie  das  Licht;  am  grössten 
ist  sie  bei  den  Metallen.  Sei  das  Re- 
flexionsvermögen des  polirten  Stahls 
= 100,  so  ist  das  des  Silbers  90,  des 
Stahls  70,  des  Glases  10,  des  Kiehn- 
russes  0. 

Fügen  wir  endlich  noch  hinzu,  dasa 
man  sich  von  der  Polarisation  der  Wärme 
durch  Hindurchlassung  derselben  durch 
eine  Schicht  dünner  Glimmerblättchen 
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ftberxeugt  bat.  Zur  Concentrimng  der 
Wärmestrahlen  dienen  Linsen  von  Stein- 
salz, welches  die  Wärme  besser  als  Glas 
hindurchlässt. 

Da  die  Ansstrahlnng,  wie  wir  gesehen 
haben,  ganz  unabhängig  von  der  Tem- 
peratur der  Umgebung  geschieht,  so  kann 
nur'  dann  Wärmegleichgewicht,  also 
Gleichheit  der  Temperatur  statthnden, 
wenn  der  Körper  soviel  Wärme  von  der 
Umgebung  znrfickcrhält,  als  er  ausstrablt. 
Dies  Gleichgewicht  ist  also  immer  ein 
bewegliches. 

Die  Wärmeleitung  findet  eben- 
falls fortwährend  statt,  und  bei  gleicher 
Temperatur  ist  also  auch  das  Gleichge- 
wi?ht  ein  bewegliches.  Gute  Wärmelei- 
ter sind  Metalle,  schlechte  Holz,  Stroh, 
Asche  n.  s.  w.  Lockere  Körper  leiten 
schlechter  als  feste,  der  Grund  liegt  in 
der  Zurückstrahlung  von  den  verschiede- 
nen Oberflächen  ; durch  Fulverisiren  eines 
Körpers  wird  also  seine  Leitungsfähig- 
keit  vermindert.  Ueber  die  Gesetze, 
wie  sich  die  Wärme  im  Innern  eines 
Körpers  verbreitet,  siehe  den  Artikel:' 
Wärmeverbreitung. 

Das  Leitungsvermögen  ist  die  Ge- 
schwindigkeit, mit  der  ein  Körper  Wärme 
von  den  nächsten  Theileu  absorbirt. 
Setzt  man  nach  Desgretz  die  des  Gol- 
des gleich  100,  so  ist  sie  für  Platin  981, 
fftr  Silber  973,  Kupfer  898,  Eisen  3T4, 
Zink  363,  Zinn  303,  Blei  180  , Marmor 
23,  gebrannte  Steine  12.  Ganz  andere 
Zahlen  aber  finden  Wiedemann  und  Franz. 
In  den  Flüssigkeiten  und  Luftarten  ver- 
breitet sich  die  Wärme  nicht  nur  durch 
Leitungen , sondern  auch  vermöge  der 
Beweglichkeit  dieser  Körper.  Wärmere, 
also  specifisch  leichtere  Theile  heben 
sich , kältere  sinken.  Das  Wasser  ver- 
hält sich  eigenthümlich  hierbei  vermöge 
seines  Dichtigkeitsmaximums.  Man 
nimmt  an,  dass  die  Wärmemenge , wel- 
che ein  Körper  durch  Leitung  abgibt, 
der  Temperatu rdififerenz  proportional  Ist. 
Wenigstens  ist  dies  für  geringe  Tempe- 
raturen der  Fall. 

Die  Abkühlung  der  Körper  in  kal- 
tem Mitteln  erfolgt  durch  Leitung  und 
Strahlung,  verbunden  mit  der  Bewegung 
der  einzelnen  Theile  des  Mittels.  Nach 
Newton  wäre  die  Abkühlungsgeschwin- 
digkeit der  Temperaturdifferenz  des  Kör- 
pers und  des  Mittels  proportional,  je- 
doch ist  dies  nur  für  kleine  Differenzen 
richtig.  Nach  Dulong  und  Petit  theilt 
sich  die  Abkühlungsgcschwindigkeit,  d.  b. 
der  Gesammtwärmeverlnst  in  der  Zeit- 
einheit V in  die  durch  Strahlung  und 
durch  Leitung  t>,  an  dieUmgebung,  welche 


ein  Gas  sein  möge.  — Die  Erfahrung 
gibt: 

f ^ IN 

v^=:ma  (a  —1), 

wo  m und  a Erfahrnngszahlen  sind, 
von  denen  die  erstere  von  der  Grösse 
der  Erkaltungsfläche  und  der  Natur  des 
Körpers  abhängt,  «=1,0077  zu  setzen, 
/ die  Temperatur  der  Umgebung, 
9 der  Temperaturunterschied  ist.  Es 

misst  nämlich  i;i « ~ ' die  ausstrahlende, 

m a*  die  zurückgestrahlte  Wärme,  Da- 
gegen ist: 


n ist  abhängig  von  der  Natur  des  Kör- 
pers und  der  Grösse  seiner  Oberfläche, 
'c  eine  nur  vom  ersteren  Umstande  ab- 
hängige  Constante,  p die  Elasticität  des 
Miitels,  also: 

v = ma  (a  —l)  + np  5 ’ 

5)  Quellen  der  Wärme. 

Die  Hauptquello  der  Wärme  ist  für 
uns  die  Sonne ; ausserdem  entsteht 
Wärme  beim  Stosso,  durch  Reibung  und 
Druck,  Electricität,  durch  chemische 
Wirkung , namentlich  bei  chemischen 
Verbindungen ; diesen  ist  auch  die  Ent- 
stehung von  Wärme  durch  den  Lebens- 
prozess der  Thiere  und  Pflanzen  beizu- 
zählen,  und  die,  welche  entsteht,  wenn  flüs- 
sige Körper  fest,  luftförmige  flüssig  werden, 
also  wenn  Wärme  frei  wird.  Bemerken  wir 
hierbei  schon  vorläufig,  dass  auch,  wenn 
Körper  zusammengedrückt . also  auch 
gestossen  werden,  Wärme  frei  wird,  und 
dieselbe  gebunden  wird  beim  Losreissen 
und  Ausdehnen.  Fügen  wir  hinzu,  dass 
man  auch  zu  sagen  pflegt,  dass  bei  che- 
mischen Verbindungen  Wärme  frei,  bei 
Zersetzungen  gebunden  wird,  so  können 
wir  die  meisten  hier  angegebenen  Wär- 
mequellen eliminiren,  und  auf  das  Ver- 
halten der  gebundenen  und  freien  Wärme 
zurückführen. 

Das  Verbrennen  ist  den  chemischen 
Verbindungen , namentlich  der  Kohle 
mit  Sauerstoff,  beizuzählcn ; beim  Lebens- 
prozess tritt  durch  das  Athemholen  eben- 
falls Verbindung  von  Kohle  und  Sauer- 
stoff ein.  Gewöhnlich  nennt  man  Ver- 
brennung eine  von  Lichterschoinung  be- 
gleitete chemische  Verbindung,  und  in 
der  That  tritt  Lichterscheinung  fast  Im- 
mer bei  starken  Wärmegraden  ein,  ein 
Umstand,  welcher  durch  das  Obengesagte 
leicht  erklärt  wird  Wahrscheinlich  ent- 
steht jedoch  die  Helligkeit  einer  Flamme 
nicht  aus  dem  Glühen  der  Gase,  sondern 

13 


WärmCi 


194 


Warme. 


aas  dem  der  von  ihnen  mitgefuhrten 
Theilchen  fester  Körper, 

6)  Erklärung  der  Eigenschaf- 
ten der  Wärme  durch  dicWcllen- 
leh  r c. 

Wir  fassen  jetzt  immer  die  Wärme 
als  von  Schwingungen  ausgehend  auf, 
cs  ist  sonach  Wärmemenge  mit  lebendi- 
ger Kraft  dieser  Schwingungen  als  iden- 
tisch zu  nehmen. 

Was  die  Temperatur  anbetrifft,  so  ist 
deren  Deutung  in  der  Sprache  der 
Wellcnlchrc  nicht  so  einfach.  Es  lässt 
sich  indess  leicht  einsehen , dass  von 
zwei  Systemen  dasjenige  dem  andern  le- 
bendige Kraft  mittheilen  wird , dessen 
Theile  die  grössere  Geschwindigkeit  ha- 
ben , und  diese  Wirkung  wird  so  lange 
dauern,  bis  diese  Geschwindigkeit  bei 
beiden  gleich  ist,  dass  sie  also  dann 
gleiche  Temperatur  haben.  Indess  ent- 
steht die  Frage  , durch  welche  Function 
dieser  Geschwindigkeit  die  Temperatur 
gemessen  wird,  mit  andern  Worten,  wel- 
cher Function  der  Schwingungsgeschwin- 
digkeit proportional  sich  die  Körper  und 
namentlich  die  Gase  ausdehnen.  Sei  m 
die  Masse,  der  in  der  Einheit  eines  Kör- 
pers enthaltenen  Actbcrthcilc,  v die  mitt- 
lere Geschwindigkeit  derselben , so  ist 
«itJ*  die  dem  Körper  zukommende  Wär- 
memenge, (f  (t>)  seine  Temperatur,  also 

seine  specifische  Wärme.  Nimmt 

(f  (e) 

man  an,  dass  die  Temperatur  der  Wär- 
memenge proportional  -ist,  wie  dies  ja 
sich  in  gewissen  Grenzen  zu  bestätigen 
scheint,  so  ist  y (r)=  c®,  also  in  die  spe- 
cifischc  Wärme,  und  diese  würde  somit 
die  Dichtigkeit  des  Aethers  in  dem  be- 
treffenden Körper  vorstellen. 

Die  Ausdehnung  der  Körper  durch 
die  Einwirkung  der  Wärme  lässt  sich 
nun  folgendcrmoassen  erklären. 

Schon  andere  Betrachtungen  haben 
darauf  geführt,  sich  einen  Körper  zusam- 
mengesetzt zu  denken  aus  Atomen,  die 
von  einander  getrennt  sind.  Jedes  dieser 
Atome,  nimmt  man  nun  an,  ist  wolken- 
artig umgeben  von  Aether.  Während 
die  Körperatome  einander  anzichen,  und 
zwar  nach  dem  Newton’schcn  Gesetze, 
findet  zwischen  den  Aetheratomen  wahr- 
scheinlich eine  Abstossung  statt,  zwischen 
Körper-  und  Aetheratomen  jedenfalls 
eine  Einwirkung,  aber  nur  in  sehr  ge- 
ringer Entfernung,  was  durch  die  geringe 
Dichtigkeit  des  Aethers  erklärt  wird. 
Ob  diese  Einwirkung  abstossend  oder 
anziehend  sei,  dafür  ergibt  sich  kein 
vollständiges  Criterium.  Die  Undurch- 


dringlichkeit der  Körper  scheint  für  er- 
stercs  zu  sprechen,  indess  kann  die  Ab- 
stossung zweier  Körper  bei  der  Berüh- 
rung auch  von  der  Einwirkung  ihrer 
Acthcrbüllen  auf  einander  ausgehen.  Für 
eine  Anziehung  aber  spricht  der  Um- 
stand, dass  die  Acthcrhüllc  dem  Körper 
verbleibt , jedoch  ist  auch  die  Möglich- 
keit vorhande'n,  dass  die  Abstossung  der 
in  der  Umgebung  (Luft  oder  leerer  Raum) 
vorhandenen  Aclhertheilc  dies  bewirkt. 
W ie  dem  aber  auch  sei,  enthält  der  Kör- 
per eine  gewisse  Wärmemenge,  d.  h. 
haben  die  Schwingungen  des  ihn  um- 
hüllenden Aethers  eine  gewi.«se  lebendige 
Kraft,  so  bedingt  die  Stabilität  di^es 
Zustandes  eine  gewisse  Lage  der  Kör- 
peiatome.  Vermehrt  sich  die  Wärme, 
so  treten  bei  den  intensiveren  Schwin- 
gungen die  Aetheratome  den  Körperato- 
men näher,  wodurch  eine  Erhöhung  der 
Wechselwirkung  eintritt,  und  die  Stabi- 
lität des  neuen  Zustandes  bedingt  dann 
eine  Veränderung,  in  der  Regel  eine 
grössere  Entfernung  dieser  Atome  von 
einander,  also  eine  Ausdehnung.  Dass 
das  Umgekehrte  auch  eintreten  kann, 
lehrt  z B.  das  Dichtigkeitsmaximum  des 
Wassers. 

Eine  ganz  neue  Seite  dieser  Betrach- 
tungen eröffnet  uns  aber  die  Stellung, 
welche  die  Aenderong  des  Aggregatzu- 
des  und  die  latente  Wärme  zur  Wellcn- 
Ichre  cinnimmt. 

Die  stoffliche  Wärmcthcoric  muss  an- 
nehmen,  dass  Wärme  nie  verloren  ginge. 
Wirkt  sic  also  nicht  mehr  auf  Tempera- 
turerhöhung, so  denkt  man  sic  sich, 
allerdings  nicht  sehr  verständlich,  gebun- 
den oder  latent.  Anders  bei  derWcIlen- 
lehre. 

Sei  Og  die  Geschwindigkeit  eines  Aether- 
punktes  zu  irgend  einer  Zeit,  r zu  ir- 
gend einer  andern,  m seine  Masse,  so 
hat  man  für  ein  System,  dessen  Punkte 
lebendige  Kraft  einander  mittheilcn,  be- 
kanntlich immer  die  Gleichung : 

^ JS  mv*  — 2' — A, 

wo  A die  in  der  Zeit  zwischen  beiden 
Zuständen  geleistete  Arbeit  ist. 

Man  kann  den  Ausdruck: 

I OT  r* 

(statt  wie  früher  in  der  Regel  A'mt?*.), 
als  lebendige  Kraft  definiren,  und  unser 
Satz  heisst  dann  in  der  Sprache  der 
Wärmelehre : 

„Bei  der  Mitthcilung  von  Wärme  geht 
BO  viel  Wärme  verloren,  als  die  während 
der  Mittbeilung  geleistete  Arbeit  be- 
trägt.’* 
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Es  wird  also,  wenn  Warme  zu  einem 
Körper  von  geringerer  Temperatur  über- 
strömt, gcwissermaassen  Wärme  in  Ar- 
beit verwandelt,  d.  h.  aus  der  verlore- 
nen lebendigen  Kraft  entsteht  Arbeit. 

Da  A auch  negativ  sein  kann , so 
wird  auch  grösser  sein  können 

als  d.  h.  es  wird  Warme  ent- 

stehen; dann  aber  muss  eine  gleiche 
Quantität  Arbeit  verloren  gehen : cs 

wird  Arbeit  in  W’armc  verwandelt.  — 
Die  Eigenschaft  der  Wärme,  sich  auszu- 
gleichen,  also  dem  kälteren  Körper  zu- 
zuströmen, lehrt  ferner: 

Jede  Arbeit  ist  begleitet  von  Ausglei- 
chung der  Temperatur,  und  wenn  die 
Wärme  vom  kaltem  zum  warmem  Kör- 
per strömen  soll,  so  kann  dies  nur  mit- 
telbar geschehen,  indem  die  aus  Arbeit 
entstandene  Warme  durch  den  kaltem 
zum  warmem  Körper  strömt,  aber  auch 
hierbei  tritt  eine  Ausgleichung  ein,  d.  h. 
der  kältere  Körper  nimmt  einen  Theil 
der  entstandenen  Warme  an. 

Es  ist  nun  für  uns  latente  Wärme 
überhaupt  nicht  vorhanden,  und  dieser 
Ausdruck  eben  nur  der  Bequemlichkeit 
wegen  ab  und  zu  nnzuweuden.  Gebun- 
dene Warme  ist  Tür  uns  ferner  identisch 
mit  in  Arbeit  verwandelter , frei  wer- 
dende mit  aus  rückgängiger  Arbeit  ent- 
standener W'ärme.  Jede  Arbeit  ist  nun 
ein  Losreissen  von  Kräften , d.  h.  eine 
Bewegung  der  Atome  den  auf  sie  wir- 
kenden Kraftrichtungen  entgegen. 

Geht  ein  Körper  von  dem  festen  in 
den  flüssigen  Zustand  über,  so  ist  keine 
Frage,  dass  ein  solches  Losreissen  statt- 
flndc ; cs  w’erdcn  die  sich  anziehenden 
Theilc  getrennt.  Wahrscheinlich  ist  der 
einzige  Grund , dass  ein  Körper  durch 
mechanische  Arbeit,  also  durch  Aus- 
dehnen  , nicht  flüssig  gemacht  werden 
kann,  der,  dass  diese  Ausdehnung  nicht 
nach  allen  Seiten  gleichmässig  erfolgen 
kann.  — Es  ist  also  klar,  dass  beim 
Flüssig%verdcn  eine  gewisse  Wärmemenge 
in  Arbeit  verwandelt,  Wärme  gebunden 
werden  muss.  Genau  dieselbe  Arbeits- 
mengc  gebt  verloren,  wird  also  in  Wärme 
verwandelt  (Wärme  wird  frei),  wenn  der 
flüssige  Körper  wieder  fest  wird. 

Gleiches  Verhalten  findet  beim  Ver- 
dampfen der  flüssigen  Körper  und  beim 
Condensiren  der  Inftförmigcn  statt.  In 
der  That  kann  man  durch  Dmck  luft- 
förmige Körper  flüssig  machen,  und  man 
sieht,  dass  hierbei  ein  Freiwerden  von 
Warme  erfolgen  muss. 

Chemische  Zersetzungen  sind  Los- 
reissnngen , es  wird  also  bei  denselben 
ein  gewisses  Quantum  Wärme  gebunden, 


w'elches  bei  chemischen  Verbindungen 
frei  wird. 

Druck  und  Stoss,  also  Verdichtung, 
auf  einen  Körper  führen  die  Theile  des- 
selben einander  zu,  cs  geht  Arbeit  ver- 
loren, und  Wärme  wird  somit  frei. 

Was  die  Reibung  anbetrifft,  so  wird 
durch  sic  bekanntlich  eine  zu  leistende 
Arbeit  beträchtlich  vermindert,  und  so- 
mit auch  eine  angemessene  Menge  Wärme 
erzeugt.  — Was  die  Erzeugung  der 
Wärme  durch  Lieht  und  Eloctricitüt  an- 
Uetrifift,  so  sind  dies  Erscheinungen,  die 
im  Acther  selbst  vergehen,  Schwingun- 
gen einer  gewissen  Art  verändern  ihre 
Beschaffenheit  und  nehmen  die  Art  der 
Wärmeschwingungen  an. 


7)  Grundzüge  der  mechani- 
schen Wärmelehre. 


Die  mechanische  Wärmelehre  stützt 
sich  auf  die  eben  angeführten  Betrach- 
tungen. Es  folgt  aus  denselben  zunächst: 
Eine  gegebene  Wärmemenge  kann  un- 
ter Umständen  eine  gewisse  und  genau 
zu  bestimmende  Arbeitsmenge  geben,  und 
umgekehrt. 

Die  Zahlenbcziehnng,  die  hier  obwal- 
tet, ist  die  folgende: 

Eine  Wärmeeinheit  (Caloric),  d.  h.  die- 
jenige Wärmemenge,  welche  1 Kilogramm 
Wasser  um  1 Grad  erwärmt,  ist  im 
Stande,  1 Kilogramm  423,55  Meter  zu 
heben,  also  423,55  Kilogrammmeter  Ar- 
beit zu  leisten.  Nimmt  man  das  Kilo- 
grammmeter zur  Arbeitseinheit,  so  nennt 


man  die  Grösse 


423,55 


das  Wärme- 


äquivalent der  Arbeitseinheit,  ß = 423,55 
das  Arbeitsäquivalent  der  Wärmeeinheit, 
oder  das  mechanische  Wärmeäquivalent. 

Als  Arbeitseinheit  pflegt  man  auch  die 
Arbeit  zu  nehmen,  welche  ein  Milligramm 
um  ein  Millimeter  der  Krafteinheit  ent- 
gegenbewegt. Nimmt  man  9810  (in 
Milligrammen)  als  Intensität  der  Schwere, 
so  ist  dann  ^ = 415*  10^^. 

Bezieht  man  die  Wärmeeinheit  auf 
1 Pfund  und  1 Fuss,  so  ist  iB  = 1344  in 
Fusspfunden. 

Wie  dies  Wärmeäquivalent  aus  der 
bei  der  Compression  der  Luft  entste- 
henden Wärme  zu  bestimmen  ist,  soll 
später  gezeigt  werden. 

Joule  hat  nachgewiesen,  dass  das 
Wärmeäquivalent  ganz  unabhängig  sei 
von  der  Art  der  Verwandlung  der  Wirme 
in  Arbeit.  So  stellte  er  ein  Schaufelrad 
in  ein  mit  Wasser  gefülltes  Gefäss,  drehte 
das  erstcre  durch  einen  Mechanismus 
und  verglich  die  geleistete  Arbeit  mit 
der  Tomperaturzunahme  des  Wassers. 

13* 
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Da  bei  der  Drchang  der  alte  Zustand 
des  Rades  wieder  bergestcllt  wird , so 
gab  das  Vcrbältniss  der  Arbeit  zur  ent- 
standenen Wärme  das  mechanisehe  Wär- 
meäquivalent. Derselbe  liess  ein  eiser- 
nes Rad  sich  in  Quecksilber  bewegen 
und  fand  für  die  durch  Reibung  ent- 
standene Wärme,  ebenso  bei  der  Rei- 
bung zweier  gusseisernen  Platten,  auch 
für  die  mittels  eines  electromagnetischen 
Rotationsupparates  behufs  der  Wärmeer- 
zeugung anfzuwendende  Arbeit  den  ent- 
sprechenden Ausdruck  mit  grösserer  oder 
geringerer  Genauigkeit. 

Wie  auch  der  Körper  bcschafifcn  sei, 
dessen  Wärmezustand  man  untersucht, 
so  hängt  das  Volumen  v und  die  Dich- 
tigkeit Q desselben  einerseits  von  seiner 
Temperatur  t,  andererseits  von  dem  da- 
rauf ausgeübten  Drucke  p ab.  Es 
wird  also  zwischen  t,  p und  t*  eine  Glei- 
chung stattfindcn,  welche  die  Natur  des 
Körpers  definirt. 

Die  zur  Temperaturerhöhung  von  Null 
auf  l gebrauchte  Wärme  Q zerfällt  in 
zwei  Theilc,  die  Wärme  </,  die  dem 
Körper  verbleibt,  und  in  diejenige,  wel- 
che in  Arbeit  verwandelt  ist. 

Habe  der  Körper  die  Masseneinheit,  zu 
einer  unendlich  kleinen  Temperaturzu- 
nahmc  werde  die  Wärmemenge  CiQ  ge- 
braucht, von  dieser  verbleibt  die  Menge 
dU  dem  Körper.  Die  Volumenzunahme 
ist  dv , und  da  der  Druck  p war,  so 
wird  pdv  die  auf  diese  Zunahme  ver- 
wandte Arbeit  sein,  welche  einer  Wär- 
memenge Apdt>  äquivalent  ist.  Mnn 
hat  also : 

i^Q  = dL'-{-Apdv. 

Es  ist  zu  bemerken , dass  die  Grösse  U 
nicht  blos  die  Temperuturzunahme  des 
Körpers  bewirkt,  sondern  auch  theilweise 
zu  innern  Arbeiten.  (Veränderungen  der 
Anordnung  der  Moleküle)  verwendet 
wird,  während  Apdt  die  äussere  Arbeit 
anzeigt;  daher  hat  Thomson  der  Grösse  U 
den  Namen  „ Energie  ” des  Körpers  ge- 
geben. Sie  ist  durch  den  Zustand  des 
Körpers  völlig  bestimmt,  da  dU  ein  voll-, 
ständiges  Differenzial  ist,  pdV  aber 
hängt  vom  Wege  ab. 

Das  Zeichen  A ist  genommen,  weil 
A(^  kein  vollständiges  Differenzial  zu 
sein  braucht. 

U wird  nur  von  t,  p und  v abhängig 
sein , und  wegen  der  zwischen  diesen 
Grössen  . stattfindendcn  Gleichung  eine 
von  p und  v,  also: 

dU  = Xdp+adv, 


1)  C\Q-^  dp-\-Ydv, 

wo  zu  setzen  ist: 

Differenziirt  man  X und  E,  so  folgt  die 
wichtige  Beziehung: 

^ dp 

Man  kann  aber  auch  setzen: 

3)  C^Q  = Zdl-\-Udv, 

und : ^ 

4)  AQ  = 9fdt-\-Ndp. 

Denkt  man  sich  p als  Function  von  I 
und  V,  so  kommt: 


a) 


Ist  die  Temperatur  constant,  so  hat  man : 

b)  ■—  dp  dv:i=0. 

op^ov 

Ist  aber  das  Volumen  constant,  so  wird 


c) 


dt  = T-  dp. 
dp 


Im  ersten  FaHe  aber  gibt  die  Glei- 
chung a): 

dpz:z-^  dv. 


ov 


und  die  zweite  : 


dp 

df  = dl. 


Diese  Werthe  in  b und  c gesetzt,  geben  : 

d) 


dt  dp  ^ ^ ^ 

dp  df>  dv  * 


0 


d t dp  ^ 


dp  d t 


= 1. 


Gleichungen , welche  zur  Elimination 
dienen.  Wegen  1)  und  3)  aber  hat  man  : 

zi?=X.  f/+z|^=F, 

op  , , Ov 

und  wegen  1)  und  4): 

op  dv 


also: 


5) 


Z = 


Y--X- 
X „ dp  ^dv 
, 1/  — 


tL 

dp 


dp 


und  somit: 


und: 
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dt 

X T — y ^ 


6) 


■f ! _ v_ 

dl  ’ " dl 


dp 


dp 


dp 


Aber  wenn  man  setzt 

7) 


-=4;-4:. 


so  folgt  mit  Hülfe  der  Bezicbangen 
BUS  5)  und  6)  noch : 

Xdl-fCrfp 


8) 


9) 


A(?  = 


zT 

dp 


^ Ydt-Cdp 


dp 


auch  bat  man : 


10)  1/=-^. 

5p  dp 

Was  die  Bedeutung  dieser  Coefficienten 
anbetrifft,  so  ist  Z das  Verhältniss  der 
bei  constantem  Volumen  verwandten 
WArmo  zur  Temperaturerhöhung,  d.  h. 
die  specifische  Wärme  bei  constantem 
Volumen,  M aber  ist  die  specifische  Wärme 
bei  constantem  Druck.  Dass  diese  Grössen 
bei  Gasen  verschieden  sind , ist  in  den 
vorigen  Abschnitten  gezeigt.  Dies  gilt 
aber  jedenfalls,  wenn  auch  in  geringerem 
Maasse,  auch  für  die  übrigen  Körper. 


8)  Uebergang  der  Wärme  in 
Arbeit  durch  Kreisprozesse. 

Auf  unendlich  viel  Arten  kann  ans 
Wärme  Arbeit  erzeugt  werden.  Immer 
ist  es  aber  hierbei  nöthig,  dass  gleich* 
zeitig  Wärme  von  einem  wärmern  nach 
einem  kältem  Körper  hinströme.  Den- 
ken wir  uns  z.  B.  ein  Gas,  welches  etwa 
in  einem  durch  einen  verschiebbaren 
Kolben  geschlossenen  GefAsse  sich  be- 
findet, der  durch  ein  Gewicht  belastet 
ist.  Wenn  dieses  Gas  durch  Berührung 
eines  wärmeren  Körpers  erwärmt  wird, 
und  somit  sich  ansdehnt,  so  ist  damit 
einerseits  ein  Heben  des  Gewichtes, 
also  eine  Arbeit,  und  andererseits  ein 
Ueberströmen  der  Wärme  verbanden. 
Es  könnte  möglicherweise  die  Ausdeh- 
nung des  Gases  selbst  eine  Arbeit  sein, 
wenn  nämlich  eine  Anziehung  der  Thcile 
desselben  unter  sich  stattfände,  welche 
zu  überwinden  wäre.  Die  Erfahrung 
scheint  dies  für  Gase  zu  widerlegen. 
Diente  ein  fester  Körper  zur  Vennitte- 
lung  der  Arbeitserzengung,  so  würde  in 
der  That  zu  dessen  Ausdehnung  Arbeit 


erforderlich  sein.  Auf  diesen  Gegenstand 
ist  später  zuröckzukommen. 

Bei  Maschinen,  welche  mittels  der 
Wärme  arbeiten , wird  es  nun  nöthig 
sein,  dass  diese  Wärmeübertragung  durch 
Körper  geschieht,  welche  periodisch  zu 
denselben  Zuständen  zurückkehren,  weil 
nur  auf  diese  Weise  eine  gleichmässige 
und  dauernde  Uebertragung  stattfinden 
kann.  Betrachten  wir  in  dieser  Bezie- 
hung z.  B.  die  erste  und  fast  noch  im- 
mer einzige  practische  Maschine,  welche 
direct  vermittels  der  Wärme  arbeitet, 
die  Dampfmaschine.  Wir  haben  hier : 

1)  Eine  Wärmequelle,  die  Feuerung, 

2)  Einen  vermittelnden  Körper,  das 
Wasser. 

Demselben  wird  von  der  erstem  Wärme 
mitgetbeilt.  Diese  dient  zunächst,  das 
Wasser  in  Dampf  zu  verwandeln,  wel- 
ches in  den  Cylinder  tritt  und  hier  den 
belasteten  Kolben  hebt,  also  Arbeit  er- 
zeugt , wobei  sich  der  Dampf  nothwen- 
dig  abkühlt. 

3)  Einen  Wärmereceptor,  das  im  Con- 
densator  befindliche  Kühlwasser,  oder 
wenn  ersterer  fehlt,  die  atmosphärische 
Luft. 

Durch  sie  wird  der  Dampf  abgekühlt, 
der  Kolben  senkt  sieb;  da  er  belastet 
ist,  geht  allerdings  ein  Theil  der  er- 
zeugten Arbeit  wieder  verloren.  End- 
lich wird  der  Dampf  bei  diesem  Prozesse 
ganz  entfernt.  Neuer  Dampf  von  der- 
selben Temperatur  wie  im  Anfang  tritt 
in  den  Cylinder,  und  der  Zustand  der 
Wärmequelle,  des  vermittelnden  Körpers 
und  des  Rcceptors  sind  dann  wie  im 
Anfänge.  Jedoch  ist  zu  bemerken,  dass 
der  vermittelnde  Körper  jetzt  ein  ande- 
rer geworden  ist,  es  ist  nämlich  neuer 
Dampf  gebildet. 

Dieser  letztere  Umstand  bedingt  vom 
rein  theoretischen  Standpunkte,  abgese- 
hen von  anderen  Umständen,  einen  we- 
sentlichen Fehler  der  Dampfmaschine. 
Es  muss  mit  Aufwand  von  Kraft  « der 
Dampf  entfernt  und  Wärme  ausserdem 
unbenutzt  fortgeführt  werden.  Man  kann 
also  die  Frage  stellen  : Wie  würde  sich 
Wärme,  ohne  dass  der  vermittelnde  Kör- 
per wechselt,  am  vortheilhaftesten  zur 
Arbeitserzengung  verwenden  lassen? 
Mit  dieser  Frage  hat  sich  zuerst  der 
jüngere  Carnot  beschäftigt  (Sur  la  puis- 
sance  motrice  du  ftu),  und  zu  dem  Ende 
die  folgende  Vorrichtung  angegeben, 
selbstverständlich,  ohne  dabei  an  prac- 
tische Ausführung  zu  denken. 

Wir  denken  uns  wieder  eine  Wärme- 
quelle A,  einen  vermittelnden  Körp«f 
z.  B.  ein  Gas  in  einem  Gefässe,  welches 
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einen  belasteten  Kolben  hebt,  cs  kann 
dies  aber  auch  ein  fester  oder  flüssiger 
Körper  sein,  der  mit  Ucberwindnng  eines 
Druckes  sich  nnsdehnt.  Vorausgcsetüt 
wird,  dass  B eine  geringere  Temperatur 
als  A habe,  absolut  leicht  die  Wärme 
von  A annehme  (ein  absoluter  Leiter 
sei),  aber  keine  Wärme  an  den  Aussen- 
raum  abgebe,  d.  h.  in  absolut* isoliren- 
der  Hülle  ^ich  befinde.  Die  Temperatur 
Ton  A bleibe  constant,  was  ja  immer 
bewirkt  werden  kann  durch  Erneuerung 
der  abgegebenen  Wärme.  Es  kann  dies 
aber  auch  so  ansgedrückt  werden , dass 
man  sich  die  Dimensionen  vgn  A un- 
endlich gross  denkt,  in  welchem  Falle 
die  an  B abgegebene  Wärme  nur  eine 
unendlich  geringe  Temperaturabnahme 
bewirkt.  B wird  nun  nach  und  nach 
die  Temperatnr  von  A annchmen;  ist 
dies  geschehen,  so  denke  man  sich  die 
Wärmequelle  A entfernt.  B kann  sich 
dann  noch  weiter  ausdehnen  und  Arbeit 
verrichten,  z.  B.  wenn  der  Druck  ver- 
mindert wird,  dann  wird  aber  diese  Ar- 
beit nur  auf  Kosten  der  von  B anfge- 
nommenen  Wärme  verrichtet,  und  dieser 
Körper  muss  sich  abkülilen  Nachdem 
auch  dies  geschehen,  nähern  wir  dem 
Vermittler  B einen  dritten  Körper  C, 
den  Receplor,  welcher  kälter  sein  muss, 
als  B in  seinem  Schlusszustahde.  Auch 
bei  C setzen  wir  aic  bei  A voraus,  dass 
seine  Temperatur  veränderlich  sei,  also 
die  Dimensionen  unendlich  gross.  Es 
gibt  nun  der  Körper  B an  C Wärme 
ab,  bis  beide  gleiche  Temperatur  haben. 
Nun  soll  sich  der  Körper  li  zusammen- 
zieben,  was  etwa  durch  Vermehrung 
des  Druckes  erreicht  wird.  Während 
dieses  Theiles  des  Prozesses  wird  also 
Arbeit  in  Wärme  verwandelt,  diese  er- 
zeugte Wärme  aber  an  C abgegeben. 
Nun  wird  der  Körper  C entfernt,  das 
Zusammendrücken  aber  fortgesetzt ; hier- 
bei wird  Wärme  aus  Arbeit  ebenfalls 
erzeugt , da  sic  aber  nicht  abgegeben 
werden  kann,  so  nimmt  die  Temperatur 
von  B zu.  Dies  wird  fortgesetzt,  bis 
die  Temperatur  von  B,  Druck'  und  Vo- 
lumen wieder  wie  im  Anfang  ist,  und 
dann  die  Wärmequelle  wieder  zugeföhrt 
wie  im  Anfang , womit  die  Sache  von 
vorn  beginnt.  Damit  Arbeit  wirklich 
verrichtet  werde,  muss  die  in  den  zwei 
ersten  Theilon  des  Prozesses  erzeugte 
Arbeit  grösser  sein , als  die  in  den  bei- 
den letzten  in  Wärme  verwandelte. 

Eine  solche  Uebertragung,  wobei  drei 
Körper,  Wärmequelle,  Vermittler  und 
Receptor , thätig  sind  , keiner  wechselt 
und  alle  drei  periodisch  zu  denselben 


Zuständen  zurückkebren , heisst  Kreis- 
prozess. Ein  solcher  kann  auch  umge- 
kehrt werden,  d.  li.  cs  kann  Wärme  aus 
Arbeit  entstehen , und  zwar  in  folgen- 
der W^cise;  B wird  ausgedehnt  und  da- 
bei also  Wärme  in  Arbeit  verwandelt, 
der  Körper  also  abgekQhlt , da  er  mit 
keiner  Wärmequelle  in  Verbindung  steht. 
Dann  nähern  wir  den  Körper  C,  der 
aber  Jetzt  wärmer  sein  muss,  als  B in 
seinem  Schlusszustande;  die  Ausdehnung 
wird  fortgesetzt,  und  dabei  C Wärme 
entzogen.  Nun  wird  f.'  entfernt  un4  B 
zusammcugcdrückt,  also  Arbeit  in  Wärme 
verwandelt,  dann  der  Körper  A,  der  aber 
kälter  sein  muss  als  R im  Schlusszu- 
stande, genähert  und  das  Zusammen- 
dröcken  fortgesetzt,  wobei  Wärme  an  A 
abgegeben  wird.  Das  Schlnssresultat 
ist  hier,  dass  Wärme  in  Arbeit  verwan- 
delt wird. 

Beim  erst  beschriebenen  Prozesse 
strömte  zugleich  vom  wärmeren  Körper 
A Wärme  nach  dem  kälteren  C über, 
während  Arbeit  ans  Wärme  erzeugt 
wurde,  und  dies  ist  immer  gleichzeitig 
der  Fall.  Beim  Icutbcschriebcncn  wird 
Arbeit  in  Wärme  verwandelt,  zugleich 
aber  strömt  Wärme  vom  kälteren  Kör- 
per C nach  dem  wärmeren /I  über,  und 
immer  ist  dies  ZurQckströmcn  von  der 
Verwandlung  von  Arbeit  in  Wärme  be- 
gleitet, 

Carnot"  sah  sogar  die  Sache  in  fol- 
gender Weise  an.  Da  ihm  die  Princi- 
pien,  wonach  Arbeit  und  Wärme  aus 
einander  entstehen,  unbekannt  waren, 
so  fasste  er  das  Ganze  so  auf,  als  wenn 
das  Ueberströmen  von  Wärme  vom  wär- 
meren zum  kälteren  Körper  ohne  Ver- 
lust von  Wärme  Arbeit  erzeugen  kann, 
und  er  erklärte  beides  für  äquivalent, 
also  ebenso  wie  das  Fallen  des  Wassers 
vom  höhern  zum  tiefem  Orte  ein  Rad 
treiben  und  eine  gewisse  Arbeitsmenge 
erzeugen  kann,  ohne  dass  Wasser  ver- 
loren geht. 

Uebrigens  ist  zwischen  den  beiden 
beschriebenen  Kreisprozessen  der  Unter- 
schied, dass  im  erstem  der  kältere  Kör- 
per C,  wenn  er  sicli  Ä nähert,  geringere 
Temperatur  hat  als  B,  im  letztem  hö- 
here, bei  A ist  das  Umgekehrte  der 
Fall.  Man  nennt  einen  Kreisprozess  nun 
umkehrbar,  wenn  bei  der  Erzeugung  von 
Wärme  ans  Arbeit  dieselben  Zustände 
von  den  Körpern  A,  B,  C durchlaufen 
werden,  wie'  bei  der  Erzeugung  von  Ar- 
beit aus  Wärme.  Nach  dem  Obigen 
kann  dies  genau  nicht  stattfinden,  aber 
annähernd  desto  mehr.  Jo  weniger  sich 
die  Temperatnr  von  B von  der  der  be- 
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rührenden  Körper  A und  C bei  ihrer 
Berührung  unterscheidet.  Die  Tempe- 
ratnrvorbältnisso  wären  bei  beiden  Pro- 
zessen ganz  dieselben , wenn  in  beiden 
Zuständen  B bezüglich  mit  A und  C 
gleiche  Temperatur  haben  könnte.  Dies 
ist  streng  genommen  nicht  mOglich,  in- 
dess  kann  man  ja  eine  unendlich  geringe 
Temperaturdifferenz,  die  gleich  Null  zu 
setzen  ist,  annehmen,  und  eine  Bedin- 
gung für  die  Umkehrbarkeit  eines  Kreis- 
prozesses ist  somit: 

„Dass  Wärmeabgabe  von  einem  der 
drei  Körper  an  den  andern  nur  bei  glei- 
cher Temperatur  stattfindet.*' 

Diese  Bedingung  aber  ist  nicht  aus- 
reichend, denn  die  Umkehrbarkeit  setzt 
auch  die  Gleichheit  des  Druckes  in  jeder 
Stellung  voraus.  Da  nun  bei  dem  einen 
Prozesse  in  den  Stellungen  Ausdehnen 
erfolgt,  wo  im  andern  Zusummendrücken 
entsteht,  also  im  ersten  Falle  die  innere 
Spannung  grösser,  im  zweiten  kleiner 
sein  müsste,  als  der  äussere  Druck, 
wenn  beide  ungleich  sind,  so  folgt  als 
zweite  in  Gemeinschaft  mit  der  er- 
sten ausreichende  Bedingung  für  um- 
kehrbare Kreisprozesse; 

„Dass  der  äussere  Druck  immer  gleich 
der  inneren  Spannung  sein  muss.“ 

Wir  haben  vorhin  gesehen,  dass  immer 
beim  Uebergang  von  Wärme  in  Arbeit 
gleichzeitig  Wärme  vom  wärmeren  zum 
kälteren  Körper  strömt.  Da  nun  diese 
Wärmemenge  als  ein  Verlust  an  Arbeit 
zu  betrachten  ist,  so  ist  derjenign  Pro- 
zess der  vortheilhafteste,  wo  diese  Wär- 
memenge ein  Minimum  ist.  Wir  zeigen, 
dass  dies  beim  umkehrbaren  Kreisprozess 
stattfindet. 

In  Bezug  auf  die  Druckverhältnisse 
folgt  dies  aus  allgemein  mechanischen 
Prinzipien.  Ist  die  innere  und  äussere 
Spannung  ungleich,  so  erfolgt  die  Aus- 
gleichung stossweise , und  bekanntlich 
bringt  der  Stoss  gegen  den  Druck  einen 
Verlust  an  lebendiger  Kraft,  also  auch 
von  Wärme,  hervor  (vergleiche  den  Ar- 
tikel; Stoss).  Was  die  Temperaturver- 
bältnisse  anbetrifft,  so  ist  augenschein- 
lich, dass  wenn  B und  C sich  nähern, 
und  B wärmer  als  C ist,  nicht  allein 
die  aus  Arbeit  erzeugte , sondern  auch 
die  in  B überschüssig  vorhandene  Wärme 
an  C abgegeben  wird,  dass  aber  bei 
Gleichheit  der  Temperaturen  nur  das  er- 
stere  geschieht. 

Wenn  aber  A an  B genähert  wird, 
ist  auch  die  Gleichheit  der  Temperaturen 
das  vortheilhafteste  Verhältniss.  Denn 
angenommen,  cs  gäbe  ein  vortheilhaftercs, 
wobei  B kälter  als  A wäre,  so  könnte 


man  ja  durch  Arbeitserzeugung  B von 
der  Temperatur  von  A bis  zu  dieser 
vorthcilliaftcston  abkUhlcn,  und  dann  A 
annähem,  wodurch  also  nach  der  An- 
nahme das  Arbeitsvermögen  vermehrt 
worden  wäre.  Es  ist  jedoch  ein  Wider- 
spruch, dass  dies  durch  die  Verrichtung 
von  Arbeit  geschehen  kann,  wodurch 
das  erstcro  vermindert  werden  muss. 

Jetzt  wollen  wir  bei  irgend  einem 
Kreisprozess  das  Verhältniss  der  über- 
geführten  und  der  iu  Arbeit  verwandel- 
ten Wärmemenge  ermitteln. 

Sei,  wenn  A mit  B in  Verbindung  ist, 
t die  Temperatur  von  A,  r die  von  B, 
wenn  B mit  C in  Verbindung  ist,  i' 
die  von  B,  l'  die  von  C,  also : 

Im  ersten  Theilo  des  Prozesses  nimmt 
B die  Temperatur  t an,  wobei  eine  ge- 
wisse Wärmemenge  « zur  Temperatur- 
erhöhung, eine  andere  ß zur  Verwand- 
lung in  Arbeit  dient.  Im  zweiten 
Theile,  wo  B ausser  Verbindung  ist, 
nimmt  B die  Temperatur  r'  an,  wobei 
die  Wärmemenge  y in  Arbeit  verwan- 
delt wird.  Nähert  man  nun  im  dritten 
Theile  C\  so  wird  B von  Temperatur 
auf  sinken , dabei  die  Wärmemenge 
ft'  von  B selbst,  und  die  aus  Arbeit 
während  dieser  Zeit  erzeugte  Wärme- 
menge ß'  an  C abgegeben.  Endlich  im 
vierten  Theil,  wo  C entfernt  ist,  ent- 
steht Wärmemenge  y'  aus  Arbeit,  wo- 
bei die  Temperatur  von  C von  i'  bis  t 
steigt. 

Die  in  Arbeit  verwandelte  Wärme- 
menge ist  also  während  der  ganzen  Pe- 
riode : 

ß-ß'+y-/- 

Während  dessen  hat  A abgegeben  die 
Wäi-memengc ; 

ff+ßt 

C angenommen: 

a'+ß', 

Der  Rest: 

a-ct'+ß-ß', 

dient  zur  Arbeitserzeugung,  woraus  sich 
ergibt: 

ft  — ft'  = y— y'. 

Ist  der  Kreisprozess  aber  umkehrbar,  so 
findet  während  des  ersten  und  dritten 
Zeittheils  keine  Temperaturerhöhung 
statt;  es  ist  also: 

«=«'=0, 

also  die  in  Arbeit  verwandelte  Wärme 
beträgt : 
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ß-ß\ 

auch : 

nnd  ebenso  gross  ist  bei  der  Umkeh- 
rung des  Kreisprozesses  die  aus  Arbeit 

gewonnene  Wärme. 

a 

Wir  schreiten  nun  zum  Beweise  des 
folgenden  wichtigen  Satzes: 

Bei  jedem  Kreisprozess  ist 
das  Verhältniss  der  von  A ab- 

alsoj 

fl 

I 

O'O - — w«.  ^ »VM  V/  ««U^CUUUl* 

menen  Wärmemenge  nur  von 
den  Temperaturen  beider  Kör- 
per, also  weder  von  derverrich- 
teten  Arbeit,  noch  von  der  Na- 
tur des  vermittelnden  Körpers 
abhängig. 

Um  dies  zu  zeigen,  nehmen  wir  an, 
cs  seien  zwei  vermittelnde  Körper  B 
nnd  vorhanden,  der  eine  Ä,  möge 
Wärmemenge  Q von  A erhalten,  Q'  an 
C abgebon,  der  andere  B wie  oben  Wär- 
memenge ß erhalten  und  ß,  abgeben. 
Setzen  wir  zunächst  voraus,  die  Arbeits- 
mengen seien  bei  beiden  Körpern  B und 
B^  gleich,  also: 

Q-Q'=zß-ß\ 

Es  kann  dann  nicht  Q^ß  sein.  Denn 
angenommen , Q sei  die  grössere  abge- 
gebene Wärmemenge,  so  könnte  man 
mittels  des  Vermittlers  B den  Kreispro- 
zess verrichten,  dann  würde  Arbeits- 
menge  ß—ß*  erzeugt,  Wärmemenge  ß 
dem  Körper  A entzogen.  Nun  könnte 
man,  indem  man  den  Körper  B^  an- 
wendet, den  Kreisprozess  umkehren, 
dann  würde  die  ganze  verrichtete  Arbeit: 

ß-ß'=Q-Q', 

wider  in  Wärme  verwandelt,  aber  dem 
Körper  A die  Wärme  Q zurückgeführt, 
also  ohne  Arbeitsverrichtung,  denn  beide 
heben  sich  ja  auf,  Wärme  vom  kaltem 
zum  wärmern  Körper  geführt,  was  als 
unmöglich  zu  betrachten  ist,  also  Q 
nicht  grösser  als  ß,  und  ans  eben  dem 
Grunde  ß nicht  grösser  als  Q,  d.  h.  : 

Q=ß. 

Sei  jetzt  Q-Q'  nicht  gleich  ß-ß\  so 
kann  man  setzen: 

Q-  Q'  ^ 
ß-ß'  ~ p' 

wo  u und  p genau  oder  auf  jeden  Grad 
der  Annäherung  als  ganze  Zahlen  zu 
betrachten  sind.  Man  kann  dann  die 
Arbeit  Q—Q'  in  n Thcile,  ß—ß'  in  p 
Theile  theilen,  die  unter  einander 
gleich  sind,  und  nach  dem  Vorigen  ist 
dann  für: 


Also  aas  verhaltniss  ^ ändert  sich  we- 
der mit  dem  Vermittler,  noch  mit  der 
Arbeitsmenge,  es  kann  also  nur  von  den 
Temperaturen  t nnd  abhängen.  Man 
bat  somit: 


v=y  (».  O, 


wo  if  eine  noch  zu-  bestimmende  Fnnc- 
von  von  t nnd  t'  ist. 

Um  diese  näher  zu  bestimmen , den- 
ken ,wir  uns  durch  einen  Kreisprozess 
Wärmemengen  Q und  Q'  bezüglich  von 
A abgegeben  und  von  C aufgenoramen 
und  Q\  Q**  bezüglich  von  C abgegeben 
und  von  einem  andern  Körper  D durch 
einen  zweiten  Prozess  aufgenommen. 
Mögen  die  Körper  A , C,  D,  bezüglich 
die  Temperaturen  f,  t"  haben,- so  ist 
also : 

^=1  ^ 

aber  da  auf  diese  Weise  auch  die  Wär- 
memenge Q'*  von  D aufgenommen  und 
Q abgegeben  wird,  und  zwar  durch  einen 
aus  zwei  andern  zusammengesetzten 
Kreisprozess : 

qh  “ y (^>  ^*0» 

also : 

7 0.  O'/O'.  0 = 7 0,  O- 
Denken  wir  <"  = « constant,  so  ist; 


70,  «) 


also  wenn  man  unter  T eine  bis  jetzt 
noch  unbestimmte  Function  von  t,  unter 
T'  dieselbe  von  l'  versteht: 

n‘,n=^, 

^-L 

Qt  - T*‘ 

Ist  die  geleistete  Arbeit  gleich  f,  so  bat 
man  noch : 


und: 

11) 


Q-Q'^Af, 
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Im  folgenden  Abschnitt  wird  die  Func- 
tion 7 vollständig  bestimmt  werden.  Wir  be- 
merken schon  hier,  dass  es  die  Temperatur 
selbst  jedoch  von  einem  bestimmten, 
später  anzugebenden  Nullpunkt  an  ist. 

Man  nennt  diese  Temperatur  die  ab- 
solute. 

Wir  haben  oben  der  Schwierigkeiten 
erwähnt,  welche  die  theoretische  Defini- 
tion der  Temperaturen  und  der  Vergleich 
derselben  mit  einander  macht.  Die 
Gleichung  11)  würde  dazu  ein  Mittel  ge- 
ben. Es  handelt  sich  nämlich  um  die 
Frage : 

Ein  Körper  A habe  eine  Temperatur 
7,  die  wir  als  willkürlichen  Anfangs- 
punkt nehmen ; um  wieviel  Grad  ist  die 
Temperatur  eines  andern  C von  ihm 
verschieden? 

Diese  soll  beantwortet  werden , unab- 
hängig von  den  Ausdehnnngsverhältnissen 
irgend  eines  Körpers.  Die  Gleichung 
11)  lehrt  dies  in  folgender  Weise. 

Man  übertrage  durch  einen  umkehr- 
baren Kreisprozess  Wärme  von  A 
nach  C.  Diese  Wärme  lässt  sich  calori- 
metrisch  .messen ; ist  dann  Q die  von  A 
abgegebene,  Q'  die  von  C aufgenommene 
Wärme,  so  ist: 

T_r-  ^-QLt 
Q 

der  Temperaturunterschied  beider  Kör- 
per. Sei  der  erste  Körper  z.  B.  sieden- 
des Wasser,  so  ist  für  7 die  Tempera- 
tur desselben  zu  setzen.  An  practische 
Anwendung  dieses  Verfahrens  kann  je- 
doch natürlich  nicht  gedacht  werde'n. 

Wir  haben  bis  jetzt  die  Wärmemengen 
Q und  Q'  als  positiv  betrachtet.  Den- 
ken wir  jetzt  diejenige  Wärmemenge 
als  positiv,  welche  der  Vermittler  em- 
pfängt, als  negativ  die,  welche  er  abgibt, 
dann  ist  Q*  mit  — zu  vertauschen, 
also:  . 

^ + ^=0. 

T ^ r 

Sollte  der  Kreisproiess  aber  nicht  um- 
kehrbar sein,  so  ist  die  abgegebene,  also  d.  b. : 
negative  Wärme  Q*  grösser,  und  somit: 


an  die  Vermittler  bezüglich  an: 

A^,  A,  . . . 

und  seien: 

I"  . . . 

die  Temperaturen  sämmtlicher  Körper. 
7 ^ ist  negativ , wenn  der  Körper 

\^ärme  vom  Vermittler  empfängt.  Also: 

^ + ^?=o, 

J>(p) 

vermöge  der  Wechselwirkung  zwischen 
A^  und  A^  , und  wenn  man  alle  so  ent- 
stehenden Gleichungen  addirt : 

1p 

je  nachdem  der  Kreisgang  nicht  um- 
kehrbar ist,  oder  umkehrbar. 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  Summe  sämmt- 
lichcr  von  A^  abgegebenen  Wärmemen- 
gen mit  so  ist: 


also : 


= s’ 

p 


n(») 


■ . 


7 

91  + 9Z+  +^<o 

r ^ 7"^  • • • -t- 

Sind  aber  die  Temperaturunterschiede 
unendlich  klein,  so  kann  man  für 
schreiben  ganz  in  der  Bedeu- 

tung des  vorigen  Abschnittes,  die  Summe 
aber  verwandelt  sich  in  ein  Integral, 
also : 


Möge  nun  Wärroeaustauschl  zwischen 
mehreren  Körpern  A,,  A,  . . . durch 

Kreisprozesse  stattfinden. möge  irgend  einer 

davon,  A , abgeben  die  Wärmemengen: 
H 

1 ‘ V,p-1  + » ' * * 


/ 


Xdp+Krfr  . 


wo  der  Weg  des  Integrals  ein  ge- 
schlossener ist,  da  er  sich  auf  einen 
Kreisprozess  bezieht. 

Setzen  wir  jetzt  Umkehrbarkeit  vor- 
aus. Den  beim  Kreisprozess  durch- 
schrittenen Weg  kann  man  in  zwei  an- 
dere, n und  ß zerlegen.  Dann  ist: 

r , r 
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oder  wenn  man  statt  des  Weges  ß den 
in  umgekehrter  Richtang  zurückgelegten, 
den  wir  mity  bezeichnen  wollen,  nimmt, 
wo  dann : 


f<  und  Y sind  zwei  sonst  beliebige  Wege 
zwischen  denselben  Grenzen ; vorausge- 
setzt ist  hierbei,  dass  die  Warmcbewc- 
gung  nur  zwischen  Körpern  von  glei- 
chem Druck  und  gleicher  Temperatur 
erfolgt,  was  ja  im  Verein  mit  der  eben 
gegebenen  Bedingung  macht,  dass  beide 
Wege  zusammen  einen  umkehrbaren 
Kreisprozess  geben.  Die  letzte  Glei- 
chung drückt  aus,  dass  (immer  Umkehr- 

barkeit  angenommen)  das  Integral  j 


nur  von  seinen  Grenzen,  nicht  vom  Wege 
abhängig  ist,  und  dies  ist  bekanntlich 
die  Bedingung  dafür,  dass  der  Ausdruck; 

A 0 -Xd/;-!-  }'  dt 

~f  T 


ein  vollständiges  Dififcrcnzial  ist,  eine 
Bedingung , die  man  auch  schreiben 
kann : 


Mittels  der  Gleichungen  I)  und  7)  er- 
gibt sich  hieraus: 


II) 


AT  = 


schiedenen  Körper  bezogenen  Grössen 
voraus.  Dann  werden  am  Schluss  des 
ersten  Zcittheils  diese  Grössen  bezüg- 
lich zugenommen  haben  um  0,  dp^  dv. 
Die  geleistete  Arbeit  kann,  da  die  Ans- 
dehnung unendlich  klein  ist,  gemessen 
werden  durch  die  halbe  Summe  der 
Drucke  an  beiden  Endpunkten  mnltipli- 
eirt  in  die  Volumenänderung,  das  ist: 

'''■  (''+f  )• 

Im  zweiten  Thcile  möge  das  Volumen 
um  zunehmen,  und  die  Temperatur 
um  dt  abnehmen.  Es  wird  dann  am 
Schlüsse  p siel)  ändern  um  die  Grösse: 
d^p-dp, 

deren  erstes  Glied  von  der  Volumenän- 
derung, das  zweite  von  der  Temperatur- 
änderung abhängt.  Die  verrichtete  Ar- 
beit ist  dann: 


Im  dritten  Zeitthcilc  wird  nun  die  Tem- 
peratur t'-t  — di  sein,  und  da  der  un- 
endlich kleinen  Temperaturänderung  we- 
gen die  Volumenändcrung  nur  ein 
unendlich  Kleines  zweiter  Ordnung  be- 
trägt, so  ist  diese  gleich  —dv,  am 
Schlüsse  also  der  Druck: 

P + d,  p-dp, 

also  die  in  Wärme  verwandelte  Arbeit: 

Im  letzten  Zciitheilc  ist  die  Volumen- 
änderung  wieder  — d,r,  die  Temperatur- 
änderuug  dt,  und  am  Schlosse  desselben 
ist  der  Druck  wieder  gleich  p,  also  die 
Wärme,  welche  aus  Arbeit  entsteht: 

also  die  ganze  verrichtete  Arbeit; 


(Im  folgenden  Abschnitt  wird  gezeigt, 
dass  ^ = I ***•) 

Das  hier  vorkoromendc  Integral 

nennt  Clausius  Entropie  der  Körper. 

Wir  wollen  jetzt  noch  einen  zweiten 
Beweis  der  Formel  II)  geben,  der  un- 
mittelbar an  den  Kreisprozess  anknüpft. 
Derselbe  zerfällt  in  vier  Theile. 

Im  Anfänge  des  ersten  soll  der  ver- 
mittelnde Körper  die  Temperatur  t ha- 
ben, sein  Volumen  sei  r,  der  Druck  />. 
Wir  setzen  aber  immer  unendlich  kleine 
Differenzen  zwischen  den  anf  die  ver- 


Offenbar aber  ist : 

dv  d,x 

also : 
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dp  d^v—d^pdv=.0, 

also  der  Gcsninmtbetrag  der  Arbeit  gleich 
dvop.  Die  hierzu  gebrauchte  Wärme 
war  nach  h'urinel  11): 

Q {T-V) 

T * 

Da  aber  die  Grössen  (>,  T—V  anend* 
lieh  klein  sind,  Ycrtauschcn  wir  sic  mit 
dij  und  dT.  Das  Zeichen  d geht  wie 
oben  aaf  den  Wärmeunterschied,  wäh- 
rend dQ  die  vom  wärmeren  Körper  ab- 
gegebene Wärmemenge  ist.  Nun  ist 
also : 

A de  dp  = dQ  y. 

Das  Zuströmen  der  Wärme  geschah  un- 
ter constanter  Temperatur.  Formel  8) 
des  vorigen  Abschnitts  gibt  dann: 


und  es  ist; 


rt=— = 273*. 

tt 


Für  atmosphärische  Luft  findet  Kegnault: 
r =29,272, 

wo  die  Grössen  in  französischem  Maasse 
(p  in  Kilogramms)  gegeben  sind. 

^ Man  kann  —273*  als  den  Nullpunkt 
einer  neuen  Thermomctcrscala  betrach- 
ten, die  auf  ihn  bezogene  Temperatur 
nennen  wir  absolut,  und  demnach  ist: 


1) 


v/t  = rt. 


' 

dp 

dp  rührt  nur  von  der  Temperaturabnahme 
her , und  nach  Formel  c)  des  vorigen 
Absehnittes : 

df  1 


Kbenso  ist 


vp 


dT 


dp  • 
dl 


also : 

wo : 

c=  r l'-,\ 

dp  ov 

dt 


war,  ganz  wie  oben.  Diese  Gleichung 
nebst  I)  des  vorigen  Abschnittes  gelten 
als  Grnndformeln  der  mechanischen 
Wärmelehre. 

9)  Anwendung  der  mechani- 
schen Wärmelehre  auf  Gase. 

Bei  den  constahten  Gasen , bei  wel- 
chen die  Gleichung  zwischen  /,  p und  r 
gegeben  ist,  sowie  auch  die  zwischen  n, 
p und  r,  lassen  sich  die  obigen  Gesetze 
weiter  verfolgen.  Es  war  nämlich: 

vp=A{l-\-al), 

wo  A eine  für  jedes  Gas  zu  bestim- 
mende Constante , o = 0,00365  = 

3000 

ist.  Hierfür  kann  man  auch  schreiben: 

tp=r(a+07 


Die  physikalische  Bedeutung  der  abso- 
luten Temperatur  ist  übrigens  folgende. 
Könnte  man  sich  ein  Gas  denken,  wel- 
ches in  jeder  Temperatur  dem  Gay-Lus- 
sac'schen  Gesetze  folgte,  ein  sogenanntes 
absolutes  Gas,  so  müsste  für  1 = 0 also 
bei  —273®  C für  jedes  endliche  p sein 
v = 0.  In  der  That  möchte  dies  der 
Fall  sein,  wenn  man  annimmt,  dass  nur 
die  Wärme  der  Anziehung  der  Körper- 
atome entgegenwirkt,  Tür  jedes  endliche 
V dagegen  müsste  bei  —273®  der  Druck 
gleich  0 sein.  Die  wirklichen  Gase  und 
die  Dampfe , welche  dem  Siedepunkte 
nicht  nahe  sind,  können  indess  nur  an- 
näherungsweise durch  die  Formel  1)  be- 
stimmt werden,  jedoch  in  den  Grenzen, 
welche  wir  betrachten,  ist  dieser  Untot- 
schied sehr  gering. 

Bekanntlich  ist  eine  Temperatur  von 
— 273®  nicht  zu  erreichen.  Es  lässt  sich 
natürlich  auch  annehmen , dass , selbst 
wenn  dies  gelingen  sollte,  eben  nicht 
das  Volumen  der  Gase,  sondern  das  Ma- 
riotte-Gay- Lussnc'sche  Gesetz  aufbören 
wird  zu  existiren..  Und  wirklich  ge- 
schieht dies  bei  den  nicht  constanten 
Gasen  nicht  allein  dann,  wenn  sic  flüssig 
werden,  sondern  selbst  in  der  Nähe  der 
Temperaturen  und  Druckverhältnisse,  wo 
dies  geschieht.  Wasse'rdämpfe  also  fol- 
gen diesem  Gesetze  in  der  Nähe  des 
Thaupunktes  nicht,  bei  der  Kohlensäure, 
bekanntlich  ebenfalls  einem  condonsirbaren 
Gase , ist  dies  ebenfalls  nachgewiesen. 
Bei  der  atmosphärischen  Lnft  ist  be- 
kanntlich noch  kein  Thaupunkt  ermittelt, 
und  in  der  That  kann  hier  und  bei  den 
andern  sogenannten  constanten  Gasen 
das  Mariotte-Gay-Lussae’sche  Gesetz  als 
ziemlich  genau  richtig  für  alle  Tempe- 
raturen angenommen  werden , bei  denen 
wir  operiren. 

Bezeichnen  wir  jetzt  noch  mit  c die 
speciflsefae  Wärme  bei  constantum  Druck, 
mit  c,  die  bei  constaniem  Volumen,  und 
nehmen  an,  dass  diese  beiden  Grössen 


Wärme. 


204 


Wärme. 


in  den  Grenzen,  wo  die  Formel  1)  gilt, 
von  der  Tcmperatnr  unabhängig  sind, 
wie  dies  die  Erfahrung  zu  bestätigen 
scheint,  so  haben  wir  nach  Abschnitt  7) : 

X y 

dp  de 

also  wegen  unserer  Formel  1): 

Xr  Yr 

Cf  — , C—  — . 

« P 

Die  Formel  1)  des  Abschnittes  7)  aber 
gibt; 

A0  = — (C|  P dp-\-cpdt>) 

= -7  [(«-Ci)y</v-fCi</(e;j)] 

= — [crf(pr)  — (c— ejedfp]. 


Ausserdem  gibt  Formel  I)  nämlich: 

^ dx 

dp 

in  unserem  Falle: 

c—c, 


de 


2) 


Az=—^. 

r 

Aus  der  bekannten  Grösse  r und  den 
schon  . früher  gegebenen  specifiseben 
Wärmen: 

c = 0,2377,  c,  =0,1687, 

lässt  sich  also  leicht  das  mechanische 
Wärmeäquivalent  theoretisch  ermitteln. 
Es  war  ferner: 

also  in  unserem  Falle:  ' 


r* 


also  mit  Benutzung  von  1)  und  2): 
C=At. 

Setzt  man  dies  in  die  Gleichung  II)  des 
vorigen  Abschnittes,  so  ergibt  sich  für 
Gase: 

AT  = At  — , 


dt 


oder  durch  Integration: 

lgl  = lg«7',  — =r, 

a 


wo  a eine  willkürliche  Constante  ist. 
Dieselbe  spielt  in  der  Gleichung  II) 
durchaus  keine  Rolle,  da  sie  auf  der 
linken  und  rechten  Seite  vorkommt,  man 
kann  also  »=1  setzen,  und  T ist  die 
absolute  Temperatur,  wie  dies  bereits 
bemerkt  wurde.  Natürlich  gilt  dies 
nicht  nur  für’  Gase,  sondern  für  alle 
Körper , da  die  Function  T von  der  Be- 


schaffenheit der  Körper  unabhängig  war. 
Die  Gleichung  II)  nimmt  also  die  Ge- 
stalt an: 


II  a)  AtzzC, 


nntcr  t die  absolute  Temperatur  verstan- 
den, oder  anch: 


= At. 


Wenn  man  in  dem  hier  gegebenen  Werthe 
von  für  pv  noch  seinen  Werth  ans 
1),  und  für  c — c,  aus  2)  setzt,  so  kommt 
übrigens : 


A(?  — Apdv+Cf  dtf 
C^Q  = cdt  — Av  dp. 

Der  erste  Werth  mit  den  Formeln: 


/^Q  =dU+Apdv 
verglichen,  gibt: 

dU-Cf  dt, 

also  U vom  Volumen  v unabhängig: 
l/  = C|  l-f-const. 

Also  wenn  ein  Körper  von  der  Tempe- 
ratur auf  die  Temperatur  t steigt,  so 
ist  die  dazu  nöthige  Wärmemenge  oder 
Energie  (abgesehen  vom  Drucke  : 

3)  . I/  = c,(t-0, 

welches  auch  das  Volumen  sei. 

Die  Function  U ist  im  Allgemeinen 
nicht  allein  -von  der  Temperaturerhöhung, 
sondern  auch  vom  Volumen  des  Körpers 
abhängig.  Man  mnss  dies  so  anseben, 
dass  diese  Grösse,  wie  schon  früher  ge- 
zeigt, in  zwei  Tbeile  zerfällt,  die  zur 
Temperaturerhöhung  und  die  zur  Volu- 
menänderung  oder  inneren  Arbeit  ver- 
brauchte Wärme.  Für  absolute  Gase 
zeigt  aber  diese  Formel , dass  die  Vo- 
lumenändemng  keinerlei  Einwirkung  ans- 
übt. Es  findet  also  innere  Arbeit  da- 
bei nicht’  statt.  Daraus  folgt  der  Satz: 

„Wenn  ein  Gas  ohne  einen  Druck  zu 
überwinden , also  in  den  leeren  Raum 
ansströmt,  so  findet  dabei  keine  innere 
Arbeit  statt.“ 

Alle  Wärme  U wird  also  lediglich 
zur  Temperaturerhöhnng  verwandt.  Diese 
Betrachtung  hat  zu  eigenthümlichen  An- 
sichten über  die  Structur.der  Gase  ge- 
führt, die  wir  hier  füglich  übergehen 
können. 

Wenn  eine  Volumenändernng  bei 
Ueberwindnng  von  Druck  stattßndet,  so 
gibt  der  Werth  von  aO  noch  durch 
Integration : 


4) 


Q = Cf{t^-t 
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wenn  das  anfängliche  Volumen  ist, 

e,  das  schliessliche , , r,  die  ent- 

sprechenden Temperaturen. 

Um  die  Arbeit  j p dv  tu  bcstim- 

men,  muss  man  den  Weg  aber  kennen. 
Wir  thun  dies  für  die  Hauptfälle. 

A)  Das  Volumen  sei  constant. 

Dann  ist  die  Arbeit  Null  und : 

5)  Q=V  = c,(t,-t^). 

B)  Der  Druck  sei  constant. 

Die  Formel: 

= c dt— Av  dp 

gibt  dann : 

L^Qzicdt, 

also: 


also: 

12) 

wo: 


: = (^)  • 


k=S. 


gesetzt  worden  ist.  Also  auch; 


k — i 


13)-^  ^ 

/,  p^v^  \r,/  \pj  » 

AI  pdv  = c,(t,-t,), 


also: 


14) 


6)  e=c(«,-(,). 

In  diesem  Falle  gibt  das  Grundgesetz 
vp  = rt : 

oder: 

7)  ^p(p^-vy)  = (c-c^)(t,-t,). 

Dies,  ist  offenbar  die  zur  üuesern  Arbeit 
verwandte  Wärmemenge,  und  diese  Ar- 
beit selbst  beträgt: 

C)  Sei  die  Temperatur  constant. 
Also: 

dt  = 0,  dU=zO, 

AV=  ApdvssArt—. 

V 

Hier  muss  die  gauze  Wärmemenge  aO 
zur  äussern  Arbeit  verwandt  werden. 
Integration  gibt,  da  man  hat: 

9)  p,e,  = p,t,  = r«, 

10)  0=Artlg^=  Ap,  i/^lg^ 

® I 

Die  Arbeit  selbst  ist: 

11)  . f’=p,r,lg^. 

D)  Die  gesammte  Wärme  sei  constant. 
Also: 

A0  = 0, 

d.  b.  es  wird  keine  Wärme  zngeleitet. 
Dann  bat  man: 

vdp  -|-cpdc=0, 


Diesen  Betrachtungen  lässt  sich  auch 
ein  Mittel  entnehmen,  die  Constante 
. c 

~i  ®l80  da  c bekannt  ist,  die  spe- 

cifische  Wärme  bei  constantem  Vo- 
lumen zu  messen.  Die  Temperatur' t 
hier  ist  immer  die  absolute,  es  ist  da- 
^.r  setzen,  wenn  man  die  ge- 

wöhnliche Scala  nimmt. 

In  ein  Gefäss  mit  verdünnter  Luft  von 
der  Temperatur  der  äusseren  I,  lasse 
man  mittels  eines  Hahnes  Luft  einströ- 
men, wobei  dieselbe  bis  zur  Temperatur 
erhöht  wird.  Nachdem  der  Hahn  ver- 
schlossen ist,  wird  dieselbe  bis  zur  Tem- 
peratur t,  sich  wieder  abkühlen.  Die 
Drucke  p,,  p, , welche  die  Luft  in 
diesen  drei  Zuständen  trägt , werden 
durch  ein  Monometer  gemessen.  Be- 
trachten wir  nun  eine  constante  Gewichts- 
menge der  Luft  im  Gefässe.  Da  die 
äussere  und  innere  Luft  gleiche  Tempe- 
ratur haben,  so  erfolgt  die  Verdichtung 
beim  EinstrOmen  ohne  Wärmcznleitung, 
und  man  hat  daher:  ’ 

A—  I • 

fl  - 

f,  Vi/  • 

Diese  Formel  würde  schon  k geben, 
wenn  man  I,  direct  messen  könnte,  es 
geschieht  aber  die  Abkühlung  zu  schnell, 
als  dass  dies  geschähe.  Da  aber  diese 
Abkülnng  ohne  Volnmcnändemng  vor 
sich  geht,  bat  man  nach  Formel  1): 
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also  lassen  sich  die  Temperaturen  elimi- 
miniren,  und  man  hat: 

k-1 

1h  - * 

Vs  ~ \pj 
Lh^Vt-^^Pl 

Unterscheiden  sich  die  Grössen  p,, 
p,  niin~\'on  einander,  so  kann  man  an- 
näherungsweise setzen : 

Vi-Pv 

Erfolgt  irgend  eine  Condensation  ohne 
Wärmezuführung,  so  ist  auch  nach  13): 

oder  wenn  und  J ^ die  bezüglichen 
Dichtigkeiten  bezeichnen,  die  dem  Vo- 
lumen umgekehrt  proportional  sind : 

h - 

t,  - V(f,/  • 

Unter  y wollen  wir  jetzt  die  Condensa- 
tion verstehen,  so  dass: 

<f,  = tf,  (l+p) 

ist,  also: 


= (1  + y) 


k — l 


wenn  9^  die  TemperatnrerhOhnng  ist. 
Für  die  gewöhnliche  Scala  ist  zu  ver- 
tauschen mit: 

a■\rt^-—  (1+  «/,). 


Ist  nun  die  Verdichtung  gering,  und  die 
Temperatur  nicht  sehr  weit  vom  Null- 
punkte, so  kann: 

!-}-«<. =1,  (H-p)*“'=l+(A-l)r 


gesetzt  worden,  und  es  ergibt  sich: 
rt  rr  p (1:  — I ). 

Diese  Formel  wird  bei  den  Schwingungs- 
gleichungen der  Luft  angewandt  (vergl. 
den  Artikel : Schwingungen  der  Luft), 
und  cs  ergibt  sich  daraus,  das>: 


die  Geschwindigkeit  des  Schalles  ist,  wo 
g die  Beschleunigung  der  Schwere,  h 
die  Höhe  des  Quecksilberbarometers,  D 
die  Dichtigkeit  des  Gases  ist.  Da  man 
nun  a kennt,  so  gibt  auch  dies  ein  Mit- 


tel, und  zwar  das  beste,  die  Grösse  k 
zu  bestimmen.  Dasselbe  ist  von  Poisson 
vorgeschlagcn  worden 

Man  kann  aber  auch  annchmen,  dass 
ohne  Zuführung  von  Wärme  der  Druck 
sich  plötzlich  ändere.  Sei  z.  B.  die 
Luft  unter  einem  Kolben  bei  Druck  p 
im  Gleichgewicht,  v und  t bezüglich  Vo- 
lumen und  Temperatur  der  Luft.  Werde 
nun  plötzlich  der  Kolben  bis  zum  Drucke 
p,  belastet,  so  tritt  eine  Abkühlung  auf 
Temperatur  /,  beim  Volumen  e,  ein. 
die  Wärmcabnahme  ist  dann : 

V=c,{l-l,) 

die  Arbeit: 
also : 


— Art.-Ih.  Art, 
P 


so  dass  man  hat : 

15) 


-drtz£.,. 

r f, 


16) 


~k 

Nehmen  wir  noch  an,  beim  umkehrbaren 
Kreisprozesse  sei  der  vermittelnde  Kör- 
per ein  Gas.  Es  war  bei  demselben: 


unter  t immer  die  absolute  Temperatur 
verstanden.  Da  während  des  Zuströ- 
mens  die  Wärmemenge  Q,  und  während 
des  Abströmens  von  (y  die  Temperatur 
constant  bleibt,  so  ist  nach  Formel  10): 


Q=Artlg^,  Q'  = Arl,\gh.^ 

V 


unter  r,  ii,  die  Volumina  der  Luft  beim 
Anfänge  und  beim  Ende  des  Znströmens 
Q,  und  unter  v,,  V|  die  beim  Abströmen 


Q'  verstanden. 


Aber  wegen  ~ = 


21 

p 


ist : 


« V,’ 

nnd  ausserdem: 


18)  F=r(t~/, )lg^li. 

V 

Diese  Verwendung  der  Wärme  wäre  die 
vortheilhafteste,  welche  sich  bei  Anwen- 
dung eines  Gases  erreichen  lässt. 
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Untersuchen  wir  jet*t  diejenige',  welche 
sich  für  die  Calorische  Maschine  ergibt. 

Abgesehen  von  der  spccicllen  Einrich- 
tung dieser  Maschine  beruht  sic  auf  fol- 
gendem Prinzip.  — Der  Gewichtseinheit 
Luft  mögen  die  Grössen  /,  für  Vo- 

lumen, Druck  und  Temperatur  zukommen. 
Es  wird  WArme  bei  constantem  Volumen 
zugefßhrt,  bis  die  Temperatur  /,  er- 
reicht ist.  Dann  ist  die  zugcfßhrte 
Wärme: 

— ^1  (^1  ^ i). 

Sei  Pj  die  Endspnnnung.  Nun  w'ird 
ohne  Zuführung  von  Wärme  das  Volu- 
men auf  Vj,  die  Temperaturabnahme  auf 
gebracht,  wobei  die  Wärmemenge 
Arbeit  verwandelt  wird. 
Jetzt  wird  die  Wärmemenge  P,  abge- 
geben , bis  Temperatur  cintritt.  Es 
ist  dann : 

^2~^l  0»  ^*)> 

Endlich  wird  das  Gas  auf  den  Anfangs- 
znstand  zusammengedrückt,  wobei  Wär- 
memenge = aus  Arbeit 

entsteht.  Die  geleistete  Arbeit  ist 

somit: 

+^*). 

Da  im  zweiten  Zeittheile  keine  Wärme 
hinzntritt,  so  hat  man  : 


und  ebenso  im  vierten: 

\a,/ 

also : 

10)  Theorie  der  Dämpfe,  beson- 
ders  der  Wasser  dämpfe. 

Man  unterscheidet  bei  Dämpfen,  wie 
bei  den  constanten  Gasen , zunächst 
Temperatur,  Dichtigkeit  und  Spannung 
(Druck).  Dieselben  stehen  tu  einander 
in  gewisser  Beziehung,  von  der  später 
die  Rede  sein  soll. 

Was  zunächst  die  Spannung  anbetrifft, 
80  kann  diese  für  jede  Temperatur  ein 
gewisses  Maximum  nicht  übersteigen. 
Ist  dies  erreicht,  so  werden  die  Dämpfe 
wieder  flüssig,  wenn  man  neuen  Dampf 
znfQhrt  (sie  condensiren). 

Dalton  gibt  über  die  Expansivkraft 
im  Maximum  folgendes  Gesetz:  Alle 
Dämpfe^  haben  gleiche  ExpansivkraA, 
wenn  sie  eine  gleiche  Auzahl  von  Gra-  i 


den,  positiv  oder  negativ,  von  ihrem  Sie- 
depunkte entfernt  sind.  Da  also  Alko- 
hol bei  78*,  Wasser  bei  lOO«  sieden, 
so  hat  Alkohol  von  78+t  Grad  die 
Spannkraft  des  Wnsserdampfes  von 
100 Grad. 

Nach  Versuchen  von  Regnanlt  ist  dies 
Gesetz  indess  nur  annähernd  richtig, 

Hudberg  folgert  aus  Versuchen,  dass 
die  aus  siedenden  Salzauflösungen  sich 
entwickelnden  Dämpfe  bei  gleichen  Tem- 
peraturen gleiche  Expansivkraft  haben, 
obgleich  die  Siedepunkte  verschieden 
sind.  Dies  Gesetz  widerspricht  also  dem 
Dalton  sehen. 

Was  die  Dichtigkeite  n der  Dämpfe 
anbetrifft,  so  verhalten  dieselben  sieh 
(für  verschiedene  Dämpfe)  nach  Ver- 
suchen nahe  umgekehrt,  wie  die  laten- 
ten Wärmen.  Die  mechanische  Wärmc- 
I^ehre  zeigt,  dass  dies  Gesetz  dann  nur 
für  bestimmte  Temperaturen  richtig  sein 
kann,  wenn  man  die  zu  Arbeit  verwan- 
delte Wärme  nicht  mitrechnet,  da  letz- 
tere vom  Drucke  abhängig  ist. 

Um  die  Dichtigkeit  der  Dämpfe  zu 
ermitteln,  ist  ausser  dem  eben  oben  be- 
schriebenen Verfahren  von  Gny-Lussac 
noch  das^  von  Dnmas  zu  erwähucn.  Der- 
selbe bringt  eine  angemessene  Menge 
der  zu  untcrzuchcndcn  FlQssigkeit  in 
einen  Glasballon,  der  in  eine  feine  Spitze 
auslänft,  und  erhitzt  letztere  in  einem 
Bade  von  Wasser.  Ocl,  Chlorzink  u.  s.  w., 
bis  das  Ansströmen  der  Flüssigkeit  ganz 
aufgehört  hat,  und  der  Rest  in  Dampf 
verwandelt  ist,  worauf  dann  die  Spiue 
eingeschmolzen  wird.  Bekannt  ist  das 
Gewicht  O , des  Ballons  mit  der  Flüssig- 
keit,^ das  Volumen  I’  derselben,  und  das 
Gewicht  G des  Ballons  mit  trockener 
atmosphärischer  Luft  gcAillt,  deren  Dich- 
theit sei.  Offenbar  ist  dann  die 
Dichtigkeit  tf  des  Dampfes  bei  der  Tem- 
peratur und  unter  dem  Drucke  der  Flüs- 
sigkeit, in  welcher  er  sich  beflndet: 

J __G,-G+Vy 

l y 

Man  erhält  für  einige  Dämpfe,  die 
nahe  dem  Siedepunkte  sind , folgende 
Zahlen : 


Atmosphärische  Luft 

1,000 

Wasserdampf 

0.6235 

Alkoholdampf 

1,6138 

Schwefelätherdampf 

2,5860 

Terpentinöldampf 

3,0130 

Quecksilberdampf 

6,976 

Lässt  man  eine  Flüssigkeit  verdampfen 
einem  Raume,  der  mit  Gas  angeAllU 
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ist,  also  z.  B.  in  der  atraosph&rischen 
Laft,  so  wird  die  Verdampfung  zwar 
desto  langsamer  erfolgen,  je  dichter  das 
Gas  ist,  aber  die  Menge  und  Spannkraft 
des  Dampfes  ist  gerade  so  wie  im  lee- 
ren Raume. 

Auch  verhalten  sich  D&nipfe  ganz  so 
wie  Gase,  derart,  dass  ein  Gemenge  der- 
selben sich  nicht  so  lagert,  dass  das  spe- 
cifisch  schwerere  das  untere  ist.  sondern 
sie  durchdringen  sich  und  ihre  Spannung 
ist  gleich  der  Summe  derjenigen,  welche 
die  Gase  einzeln  haben. 

Diese  beiden  Gesetze  rühren  auch  von 
Dalton  her. 

Bestätigen  kann  man  sic  durch  fol- 
gendes Experiment. 

Die  Glasröhre  AB  (Fig.  37)  commn- 
nicirt  unten  mit  einer  engem  GlasrOhre 


Fig.  37. 


BCt  an  den  Enden  befinden  sieh  die 
Hähne  a und  h.  Es  wird  a geOffnet, 
b verschlossen , und  der  Apparat  von 
oben  her  mit  Quecksilber  gefüllt,  dann 
a verschlossen  und  b gcOilnct,  so  dass 


Quecksilber  abfliesst  und  oberhalb  des- 
selben in  AB  ein  leerer  Ranm  entsteht. 
Dann  wird  anch  b geschlossen.  Der 
Iliveanabstand  h zwischen  AB  und  BC 
ist  dann  gleich  dem  Drucke  der  äussem 
Luft,  da  der  Apparat  ein  Heberbarome- 
ter  bildet.  Ueber  a wird  nun  ein  mit 
trockener  Luft  gefüllter  Ballon  D mit 
Hahn  d angeschranbt,  alle  drei  Hähne 
geöffnet,  so  dass  der  obere  Theil  .von 
AB  mit  Luft  gefüllt  wird;  das  Qneck- 
Silber  sinkt  dann ; hierauf  wird  b ver- 
schlossen, sei  dann  der  Niveauabstand 
in  AB  und  CB,  es  ist  also  die  Span- 
nung der  Luft  in  D und  A gleich: 

x-h  — h^. 

Jetzt  wird  auch  der  Hahn  a geschlossen, 
und  statt  des  Ballons  D ein  Trichter  E 
mit  Hahn  e angeschraubt,  mittels  dessel- 
ben die  Flüssigkeit,  deren  Dämpfe  man 
untersuchen  will,  eingefüllt,  so  lange 
als  die  Dämpfe  derselben  das  Quecksil- 
ber in  AB  herabdrücken.  Geschieht  dies 
nicht  mehr,  so  ist  die  Luft  mit  Dampf 
gesättigt.  Durch  B wird  nun  so  viel 
Quecksilber  zugefüllt,  bis  dasselbe  in  AB 
wieder  seinen  vorigen  Stand  hat.  Der 
Niveauunterschied  in  beiden  Rühren  sei 
dann  A,,  die  Spannung  der  mit  Dampf 
gesättigten  Luft  ist  dann : 

y=:.h-h,=x  + h^  — h^. 

Nun  zeigt  sich,  dass  A,  — A,  gleich  der 
Spannung  des  gesättigten  Dampfes  für 
die  angegebene  Temperatur  ist,  und  so- 
mit hat  man  die  Summe  der  Spannun- 
gen der  Luft  und  des  Dampfes  in  der 
Rohre  AB,  womit  die  obigen  Gesetze 
bestätigt  sind. 

Wenn  zwei  communicirende  Gefässe 
A und  B dieselbe  Flüssigkeit  enthalten., 
und  ungleich  erhitzt  werden,  so  nimmt 
der  sich  bildende  Dampf  nur  die  Spann- 
kraft an,  welche  als  Maximum  der  nie- 
dern  Temperatur  entspricht,  weil  der  von 
der  einen  Röhre  ausgehende  sonst  wie- 
der flüssig  werden  müsste.  — Hierauf 
beruht  die  Destillation. 

Es  kommt  bei  derselben  darauf  an, 
die  in  einer  Blase  B (Fig.  38)  enthal- 
tene Flüssigkeit  durch  Erhitzen  in  Dampf 
zu  verwandeln,  um  sie  von  darin  aufge- 
lösten , nicht  flüchtigen  Substanzen  zu 
befreien.  Die  Dämpfe  werden  durch  den 
Helm  A eines  vielf^acb  gewundenen  Roh- 
res in  den  Behälter  C geleitet,  wo  sie 
durch  Abkühlung  von  aussen  wieder 
flüssig  gemacht  werden,  und  in  ein  Ge- 
fäss  D strömen.  Der  Condensator  der 
Dampfmaschine  beruht  auf  denselben 
Betrachtungen. 


Wärme. 


209 


Wärme. 


Fig.  38. 


Beschäftigen  wir  uns  jetzt  mit  den  bar  ein  Kolben  K.  Zieht  man  densel- 
Wasserdämpfen.  ben  empor,  so  wird  ein  Thcil  der  Flüs- 

Für  jede  gegebene  Temperatur  kann  sigkeit  D sich  in  Dampf  verwandeln, 
in  einem  gegebenen  Raume  ein  gewisses  und  wenn  die  Flüssigkeitsmenge  nicht 
Quantum  Wasserdampf  enthalten  sein,  sehr  gross  ist,  wird  sie  beim  Aufziehen 
Ist  eine  hinreichende  Quantität  Wasser  des  Kolbens  fast  ganz  Dampfgcstalt  an- 
rorhanden,  so  wird  demgemäss  sich 
Dampf  bilden , und  derselbe  dann  im 
Maximum  seiner  Spannkraft  sein.  Die- 
ser Dampf  heisst  gesättigt.  Ist  Wasser 
in  ein  Qefäss  eingesclilossen , welches 
mit  einem  belasteten  Stempel  versehen 
ist,  so  wird  der  Dampf  immer  gesättigt 
sein,  und  seiner  Spannkraft  gemäss  den 
Stempel  heben.  Wird  aber  der  Stem- 
pel mehr  belastet,  so  wird  derselbe  sich 
senken,  und  da  die  Spannkraft  des 
Dampfes  sich  nicht  mehr  erhöhen 
lässt,  ein  Theil  davon  sich  condensiren. 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  Dampf  ge- 
sättigt ist,  sein  Druck  , sein  Volumen 
und  seine  Dichtigkeit  nur  von  der  Tem- 
peratur abhängig  sind. 

Wenn  man  gesättigten  Dampf  unter 
einem  Stempel  weiter  erwärmt,  ohne 
dass  Wasser  vorhanden  ist,  so  wird  er 
sich  ausdehnen , dabei  seine  Spannkraft, 
die  durch  das  Kolbcngcwicht  bestimmt 
ist,  znnehmen,  also  derselbe  aufhören,  nehmen,  da  ein  luftleerer  Raum  über 
gesätti^  zu  sein.  ^ Der  Dampf  heisst  derselben  ist.  Acndert  sich  hierbei  die 
dann  überhitzt.  Seme  Spannung  hängt  Temperatur  der  Flüssigkeit  nicht,  so 
dann  nicht  allem  von  der  Temperatur,  sich  auch  die  Expansivkraft  des 

sondern  auch  vom  Volumen  ab.  Dampfes  nicht  ändern,  der  Dampf  ist 

Man  kann  diese  Betrachtungen  auch  also  immer  im  Maximum.  Zieht  man 
durch  folgendes  Experiment  bestätigen,  aber,  nachdem  das  Wasser  ganz  in 
Ueber  einem  Wasserquantum  IV  im  Ge-  Dampf  verwandelt  ist , den  Kolben  noch 
fäss  AB  (Fig.  39)  befinde  sich  unmittel-  höher,  so  muss  derselbe  sich  ausdehnen, 

14 


Fig.  39. 
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ohne  dass  neuer  Dampf  hinzukommt,  er 
ist  also  nicht  mehr  im  Maximum  der 
Spannkraft. 

Indem  wir  unter  t jetzt  die  Tempera- 
tur in  gewöhnlichen  Ocntesimalgraden, 
unter  p den  Druck  verstehen,  wird  zwi- 
schen diesen  Grössen  für  gesättigten 
Dampf  eine  Gleichung  von  der  Form 
statthnden : 

p = F(0. 

Die  Function  F(<)  zu  finden,  ist  bis 
jetzt  nicht  gelungen.  Man  hat  jedoch 
verschiedene  Erfahrungsformeln , welche 
dieselbe  in  gewissen  Grenzen  ersetzen. 

Nach  Yonng  setzt  man: 
p = (rt-f  6/)" 

Wenn  p in  Atmosphären  gegeben  ist, 
so  hat  man  bei  Spannkräften  über  vier 
Atmosphären  nach  Dulong  und  Arago; 

« = 0,2847,  6 = 0,007153,  n = 5, 

und  bis  zu  vier  Atmosphären  nach  Mellet: 

= 6 = t|j,  n=6, 

nach  Pambour  von  einer  bis  vier  At- 
mosphären : 

_ 72.67  . _1_ 

'‘“171,72’  171,72’ 

nach  einer  anderen  Formel  für  Tempe- 
raturen über  100* ; 

« = iVj,  6 = 

für  Temperaturen  unter  100*  : 

rt  = ix5,  6=^-^5,  n = 7,71507. 
Roche  gibt  dagegen  die  Formel  : 

p — ab 


Nach  Magnus  ist: 

« = 4,525,  6 = 10,  5 = 7,4475,  m = 234,69, 

nach  Holzmann: 

« = 4,529,  6 = 10,  1 = 7,2804,  m = 236,22, 
August  setzt: 


'=( 


100- 1 


6415  . (1028,4 -f  0 
10» 


yoo-i-|t^ 


Regnault  setzt  für  Dämpfe  von  —32* 
bis  0* : 


» = «+6"^^  + *\ 


wo: 


«=-0,08038,  lg  6 = 0,6024724-1, 
lg  « = 0,0333980, 

für  Dämpfe  von  0 bis  100* ; 

p — a -f-6  — r , 


wo; 


« = 4,7384380,  lg  6 = 0,1340339-  2, 
lg  c = 0,61 16485,  lg  «=0,006865036, 
lg/J  = 0,9967249-1, 

für  Dämpfe  von  100  bis  230*  : 

P = .-4»(20+0_,?(20+'), 

wo : 

« = 6,2640348,  lg  6 = 0,1397743, 
lg  c = 0,6924351,  lg  « = 0,794049292-1, 
lg/}=0,998343862-l. 


Den  folgenden  Tafeln  liegen  diese  An- 
gaben zu  Grunde. 
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Tafel  für  die  Expansivkraf  t des  gesättigten  Was  s er  dam  pfes. 


Tempe- 

ratur. 

Dampfspannung 

Tempe- 

ratur. 

Dampfspannung 

in 

Centimeter 

in 

Atmosphären 

in 

Centimeter 

in 

Atmosphären 

-32» 

0,0320 

0,0004 

-f21»  ' 

1,8495 

0,024 

31 

0,0352 

0.0005 

22 

1,9659 

0,026 

30 

0,0386 

0,0005 

23 

2.0888 

0,028 

29 

0,0424 

0.0006 

24 

2.2184 

0,029 

28 

0,0464 

0.0006 

25 

2,3550 

0.031 

27 

0,0508 

0,0007 

26 

2,4988 

0.033 

26 

0,0555 

0.0007 

27 

2,5505 

0,034 

25 

0,0605 

0,0008 

28 

2,8101 

0,037 

24 

0,0660 

0,0009 

29 

2.9782 

0,039 

23 

0,0719 

0,0009 

30 

3,1548 

0,042 

22 

0,0783 

0,0010 

31 

3.3406 

0,044 

21 

0,0853 

0,0011 

32 

3.5359 

0,047 

20 

0.0927 

0,0012 

33 

3.7411 

0,049 

19 

0.1008 

0.0013 

34 

3,9565 

0.052 

18 

0,1095 

0.0014 

35 

4,1827 

0,055 

17 

0.1189 

0,0015 

36 

4,4201 

0,058 

16 

0,1290 

0,0017 

37 

4,6691 

0,061 

15 

0.1400 

0,0018 

38 

4,9302 

0,065 

14 

0,1518 

0,0020 

39 

5,2039 

0.068 

13 

0.1646 

0.0022 

40 

5,4906 

0,072 

12 

0,1783 

0,0024 

41 

5,7910 

0.076 

11 

0,1933 

0,0025 

42 

6,1055 

0.080 

10 

0.2093 

0,0027 

43 

6,4346 

0,085 

9 

0,2267 

0,0030 

44 

6,7790 

0,089 

8 

0.2455 

0,0032 

45 

7,1391 

0,094 

7 

0.2658 

0,0035 

46 

7,5158 

0,099 

' 6 

0,2876 

0,0038 

47 

7,9093 

0,004 

5 

0.3113 

0,0041 

48 

8,3204 

0,009 

4 

0.3368 

0.0044 

49 

8,7499 

0,115 

3 

0,3644 

0,0048 

50 

9.1982  . 

0,121 

2 

0,3941 

0.0052 

51 

9,6661 

0,127 

1 

0,4263 

0,0056 

52 

10,1543 

0,134 

0 

0.4600 

0,0061 

53 

10,6636 

0,140 

+ 1 

0,4940 

0,0065 

54 

11,1945 

0,147 

2 

0.5302 

0,0070 

55 

11,7478 

0,155 

3 

0,5687 

0,0075 

56 

12.3244 

0,163 

4 

0,6097 

0,0080 

57 

12,9251 

0,170 

5 

0,6534 

0,0086 

58 

13.5505 

0.178 

6 

0.6998 

0,0092 

59 

14,2015 

0,187 

7 

0,7492 

0,0099 

60 

14.8791 

0,196 

8 

0,8017 

0,0107 

61 

15,5839 

0,205 

9 

0,8574 

0,011 

62 

16,3170 

0.216 . 

10 

0,9165  • 

0,012 

63 

17,0791 

0,225 

11 

0,9792 

0,018 

64 

17,8714 

0,235 

12 

1,0457 

0,024 

65 

18,6945 

0,246 

13 

1.1162 

0,015 

66 

19,5496 

0,257 

14 

1,1908 

0,016 

67 

20,4376 

0,267 

15 

1,2699 

0.017 

68 

21,3596 

0,281 

16 

1,3536 

0,018 

69 

22,3165 

0,294 

17 

1,4421 

0,019 

70 

23.3093 

0,306 

18 

1,5357 

0,020 

71 

24,3393 

0,320 

19 

1,6346 

0.022 

72 

1 25,4073  t 

0,334 

20 

1,7391 

0,023 

78 

26,5147  ‘ f 

0,349 
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Tempe- 


D amp f Spannung 


Tempe- 


Dampfspannnng 


ratur. 


in 


in 


ratur. 


in 


in 


Ccntimeter 

Atmosphären 

+ 74* 

27,6624 

0,364 

75 

28,8517 

0,380 

76 

30,0838 

0,396 

77 

31,3600 

0,414 

78 

32,6811 

0,430 

79 

34,0488 

0,448 

80 

35,4643 

0,466 

81 

36,9287 

0,486 

82 

38,44,35 

0,506 

83 

40,0101 

0,526 

84 

41,6298 

0,548 

85 

43,3041 

0,570 

86 

45,0344 

0,593 

87 

46,8221 

0,616 

88 

48,6687 

0,640 

89 

50,5759 

0,665 

90 

52,5450 

0,691 

91 

54,5778 

0,719 

92 

56,6757 

0,746 

93 

58,8406 

0,774 

94 

61,0740 

0,804 

95 

63,3778 

0,834 

96 

65,7535 

0,865 

97 

68,2029 

0,897 

98 

70,7280 

0,931 

99 

73,3305 

0,965 

100 

76,0000 

1,000 

101 

78,5790 

1,036 

102 

81,6010 

1,074 

103 

84,5280 

1,112 

104 

87,5410 

1,152 

105 

90,6410 

1,193 

106 

93,8310 

1,235 

107 

97,1140 

1,278 

108 

100,4910 

1,322 

109 

103,965 

1,368 

110 

107,537 

1,415 

111 

111,209 

1,463 

112 

114,983 

1,513 

113 

118,861  " 

1,564 

114 

122,847 

1,616 

115 

126,941 

1,670 

116 

131,147 

1,726 

117 

ia5,466 

1,782 

118 

139,902 

1,841 

119 

144,455 

1,901 

120 

149,128 

1,%2 

121 

153,925 

2,025 

122 

158,847 

2,091 

123 

163,896 

2,157 

124 

169,076 

2,225 

125 

174,388 

2,295 

126 

179,8a5 

2,366 

127 

185,420 

2,430 

128 

191,147 

2,516 

Centiroeter 

Atmosphären 

+129<» 

197,015 

2,592 

130 

203,028 

2,671 

131 

209,194 

2,753 

132 

215,503 

2,836 

133 

221,969 

2,921 

134 

228,592 

3,008 

135 

235,373 

3,097 

136 

242,316 

3,188 

137 

249,423 

3,282 

138 

256,700 

3,378 

139 

264,144 

3,476 

140 

274,763 

3,576 

141 

279,557 

3,678 

142 

287,530 

3,783 

143 

295,686 

3,890 

144 

304,026 

4,000 

145 

312,555 

4,113 

146 

321,274 

4,227 

147 

330,187 

4,344 

148 

339,298 

4,464 

l49 

348,609 

4,587 

150 

358,123 

4,712 

151 

367,843 

4,840 

152 

377,774 

4,971 

153 

387,918 

5,104 

154 

398,277 

5,240 

155 

408,856 

5,380 

156 

419,659 

5,522 

157 

430,688 

5,667 

158 

441,945 

5,815 

159 

453,436 

5,966 

160 

455,162 

6,120 

161 

477,128 

6,278 

162 

489,336 

6,439 

163 

501,791 

6,603 

164 

514,497 

6,770 

165 

527,454 

6,940 

166 

540,669 

7,114 

167 

554,143 

7,291 

168 

667,882 

7,472 

169 

581,890 

7,656 

170 

596,166 

7,844 

171 

610,719 

ao36 

172 

625,548 

8,231 

173 

640,660 

8,430 

174 

656,055 

8,632 

175 

671,743 

8,839 

176 

687,722 

9,049 

177 

703,997 

9,263 

178 

720,572 

9,481 

179 

737,452 

9,703 

180 

754,639 

9,929 

181 

772,137 

10,150 

182 

789,952 

10,394 

183 

808,084 

10,633 
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Tcmpc- 


Dampfspannung 


Tcmpc- 


Dampfspnnnung 


ratur. 


in 


ratur. 


in 


in 


Contimctcr 

Atmosphären 

Centimctcr 

Atmosphären 

+ 184» 

826,540 

10,876 

+208« 

1376,453 

18,111 

185 

845,323 

11,123 

209 

1404,252 

18,477 

186 

864,435 

11,374 

210 

1432,480 

18,848 

187 

883,882 

11,630 

211 

1461,132 

19,226 

188 

903,668 

11,885 

212 

1490,222 

19,608 

189 

923,795 

12,155 

213 

1519,748 

19,997 

190 

944,270 

12,425 

214 

1549,717 

20,391 

191 

965,093 

12,699 

215 

1580,133 

20,791 

192 

986,271 

12,977 

216 

1610,994 

21,197 

193 

1007,804 

13,261 

217 

1642,315 

21,690 

194 

1029,701 

13,549 

218 

1674,090 

22,027 

195 

1051,963 

13,842 

219 

1706,329 

22,452 

196 

1074,595 

14,139 

220  • 

- 1739,039 

22,882 

197 

1097,500 

14,441 

221 

1772,213 

23,319 

198 

1120,982 

14,749 

222 

1805,864 

23,761 

199 

1144,746 

15,062 

223 

1839,994 

' 24,210 

200 

1168,896 

15,380 

224 

1874,607 

24,666 

201 

1193,437 

15,703 

225 

1909,704 

25,128 

202 

1218,369 

16.031 

226 

1945,292 

25,596 

203 

1243,700 

16,364 

227 

1981,376 

• 26,071 

204 

1269,430 

16,703 

228  • 

2017,%! 

26,552 

205 

1295,566 

17,047 

229 

2055,048 

27,040 

206 

1322,112 

17,3% 

230 

2092,640 

. 27,535 

207 

1349,075 

17,751 

Tafel  für  die  Temperaturen  des  gesättigten  Wasserdampfes. 


Expan  sivkraf  t 

Tempe- 

ratur 

in 

Graden 

Expansivkraft 

Tempe- 

ratur 

in 

Graden 

in 

Atmosphären 

in 

Metern 

in 

Atmosphären 

in 

Metern 

4 

1 

0,76 

100,0 

15 

11,40 

*198,8 

2 

1,52 

120,6 

16 

• 12,16 

201,9 

3 

2,28 

133,9 

17 

' 12,92 

204,9 

4 

8,04  , 

144,0 

18 

13,68 

207,7 

5 

3,80 

152,2 

19 

14,44 

210,4 

6 

4,56 

159,2 

20 

15,20 

213,0 

7 

5,32 

165,3 

21 

15,96 

215,5 

8 

6,08 

170,8 

22 

16,72 

217,9 

9 

6,84 

175,8 

23 

17,38 

220,3 

10 

• 7,60 

180,3 

24 

18,14 

222,5 

11 

8,36 

184,5 

25 

19,00 

224,7 

12 

9,12 

188,4 

26 

19,76 

226,8 

13 

9,88 

192,1 

27 

20,52 

228,9 

14 

10,64 

195,5 

28 

21,28  - 

230,9 
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Was  die  Dichtigkeit  des  Dampfes  an-  nnd  die  Expansivkraft  des  Dampfes  aber 
betrifft,  so  findet  Gay-Lnssac  für  dcnscl-  mittels  des  eiogetheilten  Stabes  S be- 
ben bei  100**  und  0,76  Meter  Barometer-  stimmt. 

stand  0,5895  Gramm  als  das  Gewicht  Gewöhnlich  legt  man  das  Mariotte- 
eines  Liter  Dampfes,  das  ist  | der  Dich-  Gay-Lussac’schc  Gesetz  auch  den  D&m- 
tigkeit  der  atmosphärischen  Luft,  von  pfon  zu  Grande,  and  man  hat  bei  den 
der  ein  Liter  0,94M  Gramm  wiegt.  obigen  Angaben  von  Gay-Lassac  die  Dich- 
Gay-Lassac  hat  diese  Zahlen  durch  tigkeit,  d.  h.  das  Gewicht  eines  Liter 
folgendes  Experiment  gefunden.  Ein  Dampf: 
dünnes,  vorher  gewogenes  Glaskügelchen  0,7857  p 

wurde  mit  Wasser  gefüllt  und  zage-  “ T4-ÖÖÖ367~< 

schmolzen.  Es  wurde  dann  abermals  . 

gewogen,  und  so  das  Gewicht,  des  darin  wo  p den  Druck  in  Kilogrammen  für 
enthaltenen  Wassers  ermittelt.  Diese  den  Quadratmeter  gibt.  Oder  wenn  man 
Kugel  wurde  dann  in  eine  eingetheilte  absolute  Temperatur  einführt,  die  wir 
Glasröhre  yl£  (Fig.  40)  gebracht,  welche  furtan  mit  T bezeichnen: 


Fig.  40. 


mit  Quecksilber  gefüllt  war,  nnd  in  einem 
ebenfalls  mit  Quecksilber  gefüllten  Gc- 
f&sse  C stand,  welches  durch  eine  Feue- 
rung F erhitzt  werden  konnte.  Die 
Röhre  AB  war  noch  von  einem  Glascy- 
linder  DE  umgeben,  und  der  Zwischen- 
raum mit  Wasser  gefüllt.  Die  Vorrich- 
tung wurde  dann  so  weit  erwärmt,  dass 
das  Kügelchen  K gesprengt  wurde,  und' 
das  darin  enthaltene  Wasser  Dampfform 
annahm,  unter  Erhaltung  einer  constan- 
ten  Temperatur.  Die  letztere  wurde  nun 
an  einem  Thermometer  T,  das  Volumen 


= Kilogramme. 

Ist  der  Dampf  im  Maximum  der  Span- 
nung, so  lässt  sich  aus  den  oben  gege- 
benen Formeln  und  der  hier  gegebenen 
i eliminiren.  Statt  dessen  gibt  Kavier 
eine  Käberungsformel. 

Ist  y die  Dichtigkeit  des  Wasser- 
dampfes,  die  des  Wassers  bei  Null  Grad 
als  Einheit  genommen,  so  ist : 

^^ßTp' 

und  nach  Fambour  bei  niedern  Spannun- 
gen von  I bis  34  Atmosphären : 

« = 20,000000,  /J  = 1200, 

und  bei  höhern  Spannungen: 

« = 21,232000,  fl  = 3020. 

Bei  sehr  niedrigen  Spannungen  sind  die 
genauem  Formeln  zu  nehmen. 

Es  entsteht  nun  aber  die  Frage , in 
wiefern  das  Mariotte  - Gay-Lussac’sche 
Gesetz  richtig  ist,  oder  doch  der  Wahr- 
heit sich  nähert. 

Möge  sich  in  einem  Cylinder,  dessen 
Querschnitt  gleich  der  Einheit  ist  , die 
Gewichtsmengc  Wasser  M befinden,  des- 
sen Temperatur  i sei , derart , dass  der 
Cylinder  gefüllt  ist.  Möge  ferner  V das 
Volumen  der  Gewichtseinheit  sein.  Un- 
ter dem  Kolbendrnck  p werde  jetzt 
Dampf  erzeugt,  dessen  Gewicht  m und 
wo  das  Volumen  für  die  Gewichtseinheit 
V sei,  wobei  eine  Wärmemenge  Q ver- 
braucht wird.  Die  verrichtete  Arbeit 
ist  hierbei : 

mp(v-V), 
wozu  die  Wärmemenge: 

Amp(v—  V) 

gehört.  Wenn  hierbei  keine  Tempera- 
turerhöhung erfolgt,  so  ist  die  übrige 
Wärme : 

Q-Amp(v--y), 


by  Goo^ 
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diejenige,  welche  zur  Ucberwindung  der 
Cob&sion  des  Wasserdampfes  dient.  Wenn 
wir  dieselbe  auf  die  Gewichtseinheit  be- 
zogen gleich  (f  setzen,  und  q die  f&r 
die  Erzeugung  der  Gewichtseinheit  Dampf 
nöthige  Wärme  ist,  so  ergibt  sich: 

q = Ap  (c-F)-l-p. 

Das  Gesammtvolumen  von  Dampf  und 
Wasser  aber  ist: 

u>  = (M—m)  V-}-mv  = 

Wenn  die  Zuführung  der  Wärme*  unter 
constantem  Druck  und  constanter  Tem- 
peratur geschieht,  so  ist : 

dQ  = qdm,  = K)  </m, 

also: 

^ e-  V 


pc=p 


also: 


Ä(i-f«0= 


wo: 


Da  man  nun  hat: 

Xdl+Cdv  , .... 
dQ  = — = Xdp+ydv, 

so  ist  hier,  da  p und  t constant  sind: 
dQ=Ydv  = -^^'‘ 


a = 607,  6 = 0,708 

ist,  also  wenn: 

c = 27d 

ist : 

.1/1(1+« I) (c+l)  ^-.4  >>(.+!)  1^, 

= p(a-bt). 

Da  das  Volumen  des  Wassers  gegen 
das  des  Wasserdampfcs  sehr  gering  ist, 
so  kann  man  F=0  setzen,  und  hat: 

AR^e= 


(^a  — bt)dt  _ (a  + bc)dl 


dj  ’ 
dp 


also: 


_ Y _ 


(1-f-nt)  (c-f-t)  (1  — cff)  (c-4-<) 

^ (aa  + b)  dt 

, (1  — ca)  (l-f-ert)’ 

woraus  durch  Integration  folgt: 

I g (c+0* 


V-  V 


d_t 

dp 


:ÄT% 

dt* 


l (i+«0  J 


also: 


1) 


Ap(v-y)=J^. 

dt 


Für  die  Wärme  q,  welche  dazu  gehört, 
um  Wasser  von  der  Temperatur  t in 
Dampf  zu  verwandeln , haben  wir  schon 
früher  gefunden  : 

7 = 606,5  - 0,695 1 - 0,00002 1 * 

-0,0000003  t*. 
Clausius  setzt  abgekürzt: 

9 = 607-0,708/. 

Durch  die  Gleichung: 
p = F(/) 

ist  noch  eine  der  Grössen  p oder  / zu 
eliminiren,  und  man  hat  dann  r als 
Function  von  t.  Soll  also  dasMariotte- 
Gay-Lussac’sche  Gesetz  gelten,  so  mnss 
man  haben: 

pc  = Ä(l  + a/), 

wo  R und  a Constanten  sind.  Man 
, würde  dann  nach  Gleichung  1)  haben: 


(1-fa/)” 

wo  E,  ni,  n leicht  zu  bestimmende  Con- 
stanten sind.  Es  ist  aber  diese  Formel 
mit  keiner  der  Näherungswerthe  von 
p = F{t)  in  genauen  Einklang  zu  brin- 
gen , so  dass  die  Anwendung  des  Ma- 
riofte’schen  Gesetzes  eben  nur  als  eine 
erste  Näherung  betrachtet  werden  kann. 
Indess  geben  diejenigen  Formeln,  welche 
man  an  die  Stelle  der  obigen  zu  setzen 
versucht  hat,  nicht  hinreichend  sichere 
Resultate  , um  dieselben  fürs  Erste  ent- 
behren zu  können. 

Bei  Anwendung  der  Formel  1)  gestal- 
tet sich  die  Rechnung  folgendcrmaassen. 
Setzen  wir : 

p=nT),  - 

indem  wir  absolute  Temperatur  einfüh- 
ren, sei  ferner: 

u-F=«, 

so  kommt: 

.. (w-«r)/*(r)  .. 

Tr(T)  * • 


• V 


wo: 


Wärme. 


216 


Wärme. 


m—nT=a—bt 

ist. 

Sei  jetzt  W die  in  der  Gewichtsein- 
heit Wasser,  / die  in  der  Gewichtsein- 
heit Dampf  enthaltene  Wärme , setzen 
wir  das  Gesammtgewicht: 

so  bat  man  für  die  in  Wasser  und 
Dampf  enthaltene  Gesammtwärme : 

Die  Terbrancbte  Wärme  q thcilt  sich 
in  diejenige,  welche  zur  Ueberwindung 
des  Druckes  dient  Apii,  und  in  diejenige 
p,  welche  die  Cohäsion  des  Wassers 
ü^rwindet. 

Bei  der  Auffassung,  der  wir  uns  frü- 
her bedienten , mussten  wir  dies  ganze 
Quantum  q als  latente  Wärme  bezeich- 
nen, nach  der  jetzigen,  aber  fassen  wir 
Q allein  als  latente  Wärme  auf. 

Sei  jetzt  die  Temperatur  nicht  con- 
stant,  so  worden  sich  m,  W und  g än- 
dern. Mögen  dieselben  von  m,, 
zu  den  Werthen  wi,,  W,,  p.  Obergehen, 
so  ist : 

»V i)+»»,Pj— »IjPj, 

also : 

dU=f4dW+d(mg). 

Nnn  ist: 

dW 

dt 


die  specifischc  Wärme  des  Wassers,  also 
da  auch : 


gzzq-Ayu, 

erhält  man: 

dU  — fi  cdt-\~d{mq)  — Ad(mpu\ 
und  da  man  nach  1)  hatte: 


w dt 


so  ergibt  sich: 


dt 


dV-\-Apd{mu):z  fjLc{dt)  + d(mq)  — mq  — 


Sei  h die  Höhe  des  vom  Kolben  dnreh- 
messenen  Raumes,  so  ist; 

h = tnV-\-mv—/nV-\-mu. 
dh  = </(mu). 

Die  linke  Seite  der  letzten  Gleichung 
stellt  also  die  Summe  der  inneren  Wär- 
mezunahmo  vermehrt  um  die  in  Arbeit 
verwandelte  dar ; dies  ist  aber  der  ganze 
Wärmezufluss  aQ,  also: 

dt 

2)  ^Q  = ficdt+d(mq)—mq-^. 


ln  der  atmosphärischen  Loft  ist  fort- 
während Wasserdampf  enthalten , und 
schon  aus  diesem  Grunde  die  Spann- 
kraft und  die  Dichtigkeit  derselben  ver- 
änderlich. 

Der  Feuchtigkoitsgrad  der  Loft  heisst 
das  Verhältniss  der  Dichtigkeit  des  vor- 
handenen Dampfes  zu  der  desjenigen, 
welcher  bei  der  stattfindenden  Tempera- 
tur gesättigt  ist. 

Ist  dies  Verhältniss  gleich  1,  so  lässt 
cs  sich  finden,  wenn  man  die  Tempera- 
tur kennt,  für  welche  der  vorhandene 
Dampf  im  Maximum  ist  Denn  ist  I 
die  stattfindende  Temperatur,  und: 

y und  y^  die  Dichtigkeiten,  so  hat  man: 

1 = ^=^-^. 

Y P 

Ist  <f  die  Dichtigkeit  der  Luft,  P der 
Druck  der  Luft  in  Atmosphären , t die 
Temperatur,  y und  p Dichtigkeit  und 
Druck  des  Dampfes,  so  hat  man , wenn 
die  Luft  mit  Wasserdampf  gesättigt  ist : 

._1,3P  _ 5 1,3p 

1 + al’  8 1-fot’ 

da  Wasserdampf  | der  Luftdichtigkeit 
hat.  Also  wenn  die  Gesammtdichtigkeit 
r,  der  Gesammtdmck  6 ist: 

l,3(6-ip) 

~ 1-hai  ' 

Findet  aber  kein  Maximum  der  Dichtig- 
keit statt,  sind  y^  und  p,  die  vorhan- 
dene Dichtigkeit  und  der  Druck  des 
Dampfes,  y und  p die  für  den-bei  der 
stattfindenden  Temperatur  gesättigten 
Dampf,  so  hat  man: 

8 l+a</ 

iPi 

l-j-at  l-^-at^ 

oder  da: 


r=i,3 


ist: 


Yt=y^= 


1,3  p 
1+at 


_l,3(b-jXp) 
~ 1 + ««  * 


Um  aber  p^  , also  auch  X zu  finden, 
muss  man  die  Temperatur  t^  kennen, 
bei  welcher  dieser  Dampf  im  Maximum 
ist,  also  sich  zu  condensiren  aniUngt. 
Diese  Temperatur  heisst  der  Tbaupunkt. 

Man  bestimmt  ihn  durch  das  Hygro- 
meter. Das  einfachste  Instrument  die- 
ser Art  ist  das  von  Daniels.  Eine  ge- 
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Fig.  41. 


bogene  Uöhre  ABC  (Fig.  41)  läuft  in 
zwei  Glaskugeln  ans;  in  die  eine  A ist 
ein  Goldring  eingebrannt,  an  dessen  Be- 
schlagen man  das  Condensiren  erkennt. 
Sie  ist  mit  Scbwefeläther  gefüllt  und 
enthält  ein  Thermometer.  Die  andere 
Kugel  C ist  mit  einem  Leinwandlappen 
umgeben.  Die  ganie  Rohre  ist  luftleer. 

Auf  die  Leinwand  träufelt  man  so 
lange  Schwefeläther,  bis  durch  dessen 
Verdunsten  hinreichende  Kälte  erzeugt 
ist,  und  somit  in  C soviel  Aetherdämpfe 
condensirt  sind , dass  sie  die  neu  in  A 
entstehende  Wärme  genug  binden , um 
den  Goldreif  beschlagen  zu  lassen ; das 
Thermometer  in  A gibt  dann  den  Tbau- 
punkt  an. 

Auf  dieselben  Prinzipien  gründet  sich 
das  empfindlichere  Regnanlt’sche  Hygro- 
meter. 

Ein  anderes  Instrument,  das  Psychro- 
meter, gibt  August  nach  Hnttons  Vor- 
gänge an.  Ein  Thermometer,  dessen 
Kugel  mit  Leinwand  umwickelt  ist, 
welche  in  ein  Wasserschälchen  taucht, 
bleibt  fortwährend  nass.  Durch  die  Ab- 
kühlung nimmt  die  Temperatur  bis  zu 
einem  gewissen  Grade  (Verdunstungs- 
kälte) ab,  wo  sie  stehen  bleibt,  und  hier- 
aus lässt  sich  der  Tbanpunkt  berechnen. 


Nämlich  ein  kleiner,  die  Kugel  umge- 
bender Raum  ist  mit  Dunst  gesättigt, 
ein  Theil  desselben  ist  in  der  Luft  vor- 
handen gewesen,  ein  anderer  der  Um- 
hüllung entnommen.  Sei  l die  Luft- 
temperatur, A die  Verdunstungskälte,  und 
für  den  Raum , aus  welchem  zum  Ver- 
dunsten des  Wassers  Wärme  aus  der 
Luft  genommen  wird,  das  Gewicht  der 
Luft  g,  das  des  darin  ursprünglich  ent- 
haltenen Dunstes  7,  * das  Gewicht  des 
neu  entstandenen  Dunstes,  c die  Wär- 
mccapacität  der  Luit,  y die  des  Dunstes 
(auf  constanten  Druck  bezogen).  Die 
ganze  hergegebene  Wärmemenge  ist 
dann : 

Ist  A die  latente  Wärme  des  Wasser- 
dunstes bei  0 Grad , und  nimmt  man 
an,  dass  A— die  bei  (,  Grad  sei,  wie 
dies  freilich  nach  dem  Obigen  nur  nä- 
herungsweise der  Fall  ist,  so  muss  sein. 

• 

(<-<»)=»  (A-<i)- 

Sei  p der  Druck  des  in  der  Luft  vor- 
handenen Dunstes,  0^  der  Druck  des 
gesättigten  Dunstes  Wi  Temperatur  I,, 
6 der  Barometerstand,  so  ist  b—p  der 
Druck  der  trockenen  Luft,  der- 
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jenige  Druck  . unter  welchem  der  neue 
Dunst  entsteht  (der  Luftdruck  verhin- 
dert, wie  oben  gezeigt,  dessen  Entstehen 
nicht);  ist  ferner  a das  Verhäitniss  der 
Dichtigkeit  des  Dunstes  zu  dem  der  Luft 
bei  gleicher  Spannung  und  Temperatur, 
so  ist: 


Wärmelehre  gemacht  werden.  — Wenn 
die  specifische  Wärme  hei  constantem 
Druck  immer  gleich  c,  bei  constantem 
Volumen  gleich  c,  ist,  so  erhalten  wir: 


X = 


dt 

•'P 


Y=i 


dt 

de’ 


ag__b-p  ^_ngp 
q p ’ 6-p’ 


also  nach  Formel  II): 


ebenso : 


/ .dtdt 


. _ "(Pi-p)y 

und  nach  Formel  1): 

b-p  • 

Werden  diese  Werthe  in  die  obige  Glei- 

dpV  dt)  ' 

dp/ 

chung  gesetzt,  und: 

dt  dt 

t-t^  = d 

äQ=C,^  dp+c  ^ dv 

= c» 

geschrieben,  so  kommt: 
d[c  (b-p)  + ay  p2  = n (Pi~p) - 1 ,), 
woraus  sich  die  Dichtigkeit  des  in  der 
Luft  vorhandenen  Dunstes  ergibt: 

a (l—t  ,)pg  — cb  d 

a(i-t,)-i-(ny-c)d' 

Setzt  man: 

1 = 631, 

so  kann  man,  da  X sehr  gross  ist,  das 
zweite  Glied  des  Nenners  wcglassen. 
Dies  gibt: 

ebd 

P-Pi 


= cdt- 


AT 

dp 

AT 


If 

dv 


dp. 


oder  auch : 


Man  findet: 


o(I- 


— = 0,0007. 

ttk 


Ist  die  Thermometerkugel  mit  einer 
Eisrinde  umgeben , so  ist  zu  k noch  75 
zuzofügen,  und  es  wird: 

4 = 0,0006. 
aA 

Der  Thanpnnkt  r ist  diejenige  Tempe- 
ratur, für  die  p = F(,i)  ist. 

Indem  man  dies  Instrument  mit  den 
Angaben  des  Danierschen  Hygrometers 
vergleicht,  erhält  man  nach  August  eine 
etwas  andere  Formel: 

0,558  W 

11)  Ueber  feste  nnd  flüssige 
Körper. 

Es  sollen  noch  einige  Folgerungen 
für  die  nicht  gasförmigen  Körper  aus 
den  Grandbegriffen  der  mechanischen 


Kann  man  mit  diesen  Formeln  verbin- 
den die  bekannte,  jedoch  jedenfalls  nur 
näbernngsweiso  richtige  Äir  feste  und 
flüssige  Körper: 

»=»o(l+«0^ 

wo  Vq  das  Volumen  bei  0 Grad  ist,  so 
hat  man: 

dv  ttv^ 

Ist  y das  Gewicht  der  Ranmeinheit  Was- 
ser, y^  dasjenige  der  Baumeinheit  des 
Körpers,  so  bat  man  das  specifische  Ge- 
wicht: 

t = ^ t>  z=—  = —,  — = 

y'  “ yo  ty  dv  «' 

Werde  jetzt  keine  Wärme  zugeführt, 
aber  der  Druck  geändert,  dann  ist: 

d«=o. 

d t cty 


dv 


Diese  Formel  gilt  nicht  für  Wasser,  wo 
man  nach  Rcgnanlt  setzt: 

« = (1— «t-f/9  <*  — </<'). 

und  es  ist  von  0 bis  25  Grad : 
a = 0,000061045, 

/»  = 0,000007783, 

<f  = 0,00000003734 
von  25  bis  50  Grad: 

« = 0,00005145, 

/»  = 0,000007587, 

<1  = 0,000000035408, 

also: 
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dt_  1 

^v~v^{-u+2ßi-z<ft*y 

dt  = AT'^  (-u  + 2ßt-3 
c 

Man  setzt  für  Wasser : 

c=l,  ro  = O.OOI, 

also : 

rf/  = 0,2437  T(-a-{-2ßi-3Jt')d/>, 

wo  der  Druck  in  Atmosphären  gegeben 
ist.  Diese  Formeln  finden  statt  bei  Con- 
pressionen  ohne  Ab>  oder  Zuführung 
von  Wärme.  Auch  ist  dann: 


wo: 

*=13,598, 


y = 1000,  a = 0,00018153, 

1 


13596 


also: 


ai 

dp  c "Sv 
du“  dt  * 

dp 


uv 


und  da: 


V. 


dp 


At 


war: 


du 

d A> 


O 

dt 


AT 


wo : 


ist,  und  p in  Atmosphären  gegeben  ist. 
Soll  der  Druck  in  Kilogramm  gegeben 
sein,  so  ist  durch  10334  zu  dividiren. 
Aimd  und  Colladon  geben  nun: 

—p  vdp, 

wo  zu  setzen  ist,  wenn  p in  Kilogramm 
gegeben  ist: 

für  Quecksilber: 
yu=  0,0000043  nach  Aimd, 
u = 0,0000033  nach  Colladon, 
für  Wasser: 

^ = 0,000502  nach  Aimd. 
p - 0,000486  nach  Colladon. 

Es  folgt  dann: 

. - 10334  Ar 

. 7^- 

Wir  batten  für  Quecksilber; 

ti  — ty 

du  “ a’ 


für  0®  ist.  Bei  12,6®  ist  aber: 

,,  , 1,002287 

' = '*<1+"‘)=^9T- 

Aimd  findet  hierfür: 

c = 0,033332,  A = 1,1237,  Cj=  0,02965, 

dagegen  Colladon : 

c,  = 0,02906. 

Hitnmt  man  den  Mittelwerth  beider 
Wertbc  von  c,,  so  kommt: 

it  = l,1352,  c-ci  =0,00397. 

Setzt  man  für  Wasser  von  0 Grad: 

=0,001, 

so  erhält  man  für  t = 12,6® : 
dl  _ 1 

du  " 0,000000115672’ 

P = 0,0010004, 
und  für  f = 0: 

d/_  1 

du  “ 0,000000061045' 

Die  Temperatur  wächst  also  hier,  wenn 
das  Volumen  abnimmt,  wie  dies  vom 
Wasser  bekannt  ist.  Es  ist  ferner: 

A = 1,00185,  c,  =0,9981  nach  Aimd, 
c , = 0,9995  nach  Colladon, 
für  den  Mittelwerth  also: 

Ä = 1,0012,  c-c,=  0,0012. 

Man  muss  annehmen,  dass  die  beim 
Schmelzen  des  Eises  verbrauchte  Wärme 
auch  von  dem  Drucke  abhängig  ist. 
Nach  Regnault  ist  die  beim  Schmelzen 
des  Eises  unter  dem  atmosphärischen 
Drucke  verbrauchte  Wärme: 

r = 79,06, 

nach  Provestoi: 

r = 79,01. 

Die  Schmelztemperatur  kann  nur  vom 
Drucke  abhängen. 

Sei  c,  die  specifische  Wärme  des  Eises 
bei  constantem  Drucke  p,  die  Wärme 
desselben,  t^  die  Temperatur,  bei  wei- 
cher das  Eis  schmilzt,  so  ist  die  ver- 
brauchte Wärme: 

Q = r 'c,  dt+r. 

Io 

Ist  u das  Volumen  der  Gewichtseinheit 
Wasser  bei  t^  Grad , tc  die  des  Eises, 
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M die  Gewichtsmenge,  also  Mto  das  Vo- 
lumen des  Eises,  and  wenn  m die  Ge- 
wichtsmengo  des  cnstchcndcn  Wassers 
ist,  das  Gesammtvolumen : 

mr-|-(W— m)», 

die  zur  Arbeit  verbrauchte  Wärme: 
m A/»(e  — ic)=  W, 

die  in  der  Gewichtseinheit  Wasser  ent- 
haltene Wärme: 

/=  Q—Ap(v  — tc). 

Wenn  die  Schmelztemperatur  gleich  vor- 
handen ist,  so  ist: 

p = r— Ap(e— ir) 

die  latente  Wärme,  worunter  wir  hier 
die  verstehen , welche  nicht  zu  äusserer 
Arbeit  verbraucht  wird.  Ist  ein  Kilo- 
gramm Eis  vorhanden , also  jV  = 1 , so 
ist  das  Gesammtvolumon : 

V = MJ-f  m(c— -ir). 

Wenn  wir: 


Co  =0.5040. 

Kann  man  diese  Grösse  als  constant  an- 
nehmen. so  kommt : 

Q = 0,504(/,-O+r. 

Ist: 

t,  = -10«,  <,=0% 

so  erhält  man  hieraus  : 

Q= 84,075. 

Setzt  man  noch: 

10334,  « = -0,000087, 
wie  oben,  so  kommt: 

A;?«= —0,00212. 

Es  wird  also  beim  Schmelzen  des  Eises 
Arbeit  in  Wärme  verwandelt,  d.  h.  die 
specifische  Wärme  des  Wassers  ist  so 
gross  gegen  die  des  Eises,  dass  trotz 
der  unveränderten  Temperatur  der  Ueber- 
schuss  der  im  Wasser  enthaltenen  Wärme 
die  latente  Wärme  übersteigt.  Die 
Wasserwärme  ist: 


r— ic  = u 


setzen,  und  die  Wärme  bei  constantem 
Drucke  zugeführt  denken , so  bleibt  die 
Temperatur  constant,  also  «,  to  und  u 
sind  ebenfalls  constant: 


dV  = udm. 

Die  zngefUhrte  Wärme  beträgt: 

dQ  = rdm=~  dV. 
u 

Wegen : 

dp=z0,  dl  = 0, 

geben  die  Hauptgleichungen: 

r f 

“ Tt~  ÄiTT’ 


A T 

dQ=^dv,  y= 

dt  ' u 


dp 


A 

dt 


Man  hat  nun  beim  atmosphärischen 
Drucke : 


r = 273,  (<i=0).  e = 0,001, 
«c  = 0,001087,  r = 79,06, 

also : 


«=-0,000087,  ^=-136,33, 

0 t 

^=-0,007324. 

dp 

Beim  Wachsen  des  Druckes  findet  also 
ein  Sinken  des  Gefrierpunktes  t statt. 
Dies  scheint  die  Erfahrung  zu  bestätigen. 
Pierson  setzt: 


/=  Q-f-0,00212, 

oder : 

/=  -0,504:to +79,035 -1-0,00212 

= 206,629 -0,5047,, 

unter  7,  die  absolute  Temperatur,  wel- 
che entspricht,  verstanden. 

Für  /,  = — 10  ist; 

7=  84,077. 

Es  war: 

Q = 84,075. 

also  der  Zuwahhs  gegen  die  abgegebene 
Wärme  sehr  gering.  p«  = 0399  in  Me- 
terkilogramm. Durch Bechnung  kommt: 

p = r—Apu  - 79,037. 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  die  in  diesem 
Abschnitte  gegebenen  Formeln  ebenso 
wie  die  Formel  U)  noch  nicht  als  völlig 
zweifellos  zu  betrachten  sind.  Bei  un- 
streitig richtigen  Grundideen  ist  die 
mechanische  Wärmelehre  eine  noch  im 
Entstehen  beg^riffene  Wissenschaft,  und 
vielleicht  manches  Ungenaue  den  bis 
jetzt  gefundenen  Resultaten  beigemischt. 

12)  Einiges  Allgemeine  über 
die  Wechselwirkung  zwischen 
Wärme  und  Arbeit. 

Es  folgt  ans  diesen  Betrachtungen, 
dass  die  Wärme  bei  ihrem  Ueberströ- 
men  vom  wärmeren  Körper  zum  kälteren 
Arbeit  verrichtet,  und  dass  nur  durch 
Verlust  von  Arbeit,  d.  h.  durch  Ver- 
wandlung derselben  in  Wärme  zugleich 
Wärme  vom  kälteren  zum  wärmeren 
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Körper  zurückströmt.  — Aber  man  hat 
auch  Grund  anzunebmcn,  dass  nicht 
allein  aus  der  lebendigen  Kraft,  welche 
in  der  Warme  enthalten  ist,  Arbeit  ent- 
stehen kann,  sondern  dass  alle  Arbeit 
mittelbar  auf  die  Wärme,  d.  h.  also  auf 
die  Sonnenstrahlen,  denen  alle  unsere 
Wärme  entnommen  ist,  zurückznführen 
ist.  Wir  wollen  dies  an  den  gewöhn- 
lichen Arbeitskräften,  die  in  der  Natur 
Vorkommen,  durchführen,  und  zugleich 
auch  den  Satz  rechtfertigen,  dass  alle 
Wärme  der  Sonne  entnommen  sei. 

Was  nämlich  die  Erzeugung  anbe- 
trifift,  so  ist  sie  entweder  aus  Arbeit 
entstanden,  und  somit  die  zweite  Be- 
hauptung auf  die  erste  zurückgeführt, 
dies  ist  bei  der  Reibung  und  dem 
Drucke  der  Fall,  oder  sie  entsteht  bei 
chemischen  Verbindungen. 

Die  wichtigste  dieser  Verbindungen 
ist  nun  die  bei  der  Verbrennung  von 
Kohle  entstehende  Kohlensäure.  Um- 
gekehrt aber  ist  ja  die  Kohle  durch  den 
organischen  Prozess  beim  Wachsen  der 
Pdanzen  entstanden  durch  die  Zersetzung 
der  in  der  Luft  enthaltenen  Kohlensäure, 
und  diese  Arbeit  verrichtet  bekanntlich 
die  chemische  Kraft  der  Sonnenstrahlen. 
So  ist  denn  in  den  Kohlen  Arbeit  der 
Sonne  aufgespeichert,  welche  durch  Ver- 
brennung wieder  in  die  ursprüngliche 
Gestalt  der  Wärme  zurückkehrt.  Um 
andere  Verbindungen  entstehen  zu  lassen, 
muss  man  ebenfalls  auf  die  Zersetzung 
znrückgehen,  und  diese  erfolgt  entweder 
direct  durch  Arbeit,  wie  z.  B.  die  Bil- 
dung  des  Phosphor  ans  den  Knochen, 
oder  führt  unmittelbar  auf  die  Sonne 
zurück. 

Wir  untersuchen  jetzt  die  Arbeits- 
kräfte. Die  hauptsächlichsten  sind: 

1)  Die  Wärme  unmittelbar  in  den 
Dampfmaschinen  und  in  allen  calorisehen 
im  weiteren  Sinne. 

2)  Wasserkräfte. 

3)  Der  Wind  bei  den  Windmühlen  und 
beim  Segeln  der  Schiffe. 

4)  Thier-  und  Menschenkräfte. 

Die  erste  Kraft  ist  den  Kohlen  ent- 
nommen, also  bereits  auf  die  Sonne  zu- 
rückgeführt. 

Wasserkräfte  entstehen  durch  das 
Herabfallen  des  Wassers.  Diese  Kraft 
wird  erzeugt,  indem  Wasser  wieder  von 
dein  tieferen  sum  höheren  Orte  empor- 
»teigt,  denn  sonst  würde  ja  alles  Wasser 
zuletzt  in  gleicher  Höhe  sein,  also  keine 
Strömung  möglich  sein.  Das  Wasser 
aber  steigt  in  die  Höhe  in  Dampfform 
und  fällt  als  Regen  in  die  höhern  Stellen 
der  Quellen  und  Flüsse  zurück.  Die 


Verwandlung  in  Dampfform  ist  also  die 
^^elle  der  Arbeit , und  diese  geschieht 
offenbar  mittels  der  aus  der  Sonne  ent- 
nommenen, beim  Verdunsten  gebundenen 
Wärme. 

Die  Kraft  des  Windes  entsteht  durch 
Strömung  der  wärinern  Luft  vom  Aequa- 
tor  zu  den  Polen.  Diese  Wärme  aber 
gibt  die  Sonne  her. 

Thier  und  Menschen  erlangen  endlich 
ihre  Arbeitsfähigkeit  durch  die  Nahrung, 
namentlich  durch  die  nicht  stickstoffhal- 
tigen, aber  kohlenrcichen  Theile  dersel- 
ben, welche  beim  Athmen  in  Kohlen- 
säure verwandelt  thierische  Wärme  er- 
zeugen , die  als  Arbeitsmaterial  dient 
Diese  Nahrung  ist  mittelbar  (wenn  sie 
thierisch  ist)  oder  unmittelbar  dem  Pflan- 
zenreich entnommen,  dessen  Wachsthum 
eine  Arbeit  der  Sonne  ist,  und  sich 
hauptsächlich  auf  die  Bildung  von  Kohle 
aus  Kohlensäure,  ganz  wie  oben  gezeigt 
wurde,  zurOi  kführen  lässt. 

So  ist  denn  das  Material  der  Arbeit 
die  in  den  Actherschwingungen  cnthal- 
^ne  lebendige  Kraft,  und  wenn  man  die 
Geschwindigkeit  dieser  Schwingungen 
bedenkt,  so  kann  man  trotz  der  gerin- 
gen Masse  des  Aethers  an  deren  unge- 
heuren Betrag  nicht  zweifeln. 

Mit  der  mechanischen  Wärmelehre 
haben  sich  hauptsächlich  beschäftigt : 
Clausius,  Holzmann,  Helmholz,  Regnault, 
Joulbs , Rankinc.  Lehrbücher  darüber 
sind  die  von  Zeuner  und  Duprö. 

Wärme  — Yerbreitong  derselben 
(mathematische  Physik). 


1)  Entwickelung  der  Grund- 
gleichungen. 

Die  Frage , wie  sich  die  Wärme  nach 
und  nach  in  einem  Körper  von  gegebe- 
ner Form  und  Anfangszustand  verbreite, 
hat^  Untersuchungen  von  Seiten  Fonr- 
rier  s , Poisson’s , Lamö’s  und  anderer 
Mathematiker  veranlasst,  die  ein  ganz 
neues  Gebiet  der  Analysis  eröffnet  ha- 
ben. Es  wird  daher  nöthig  sein,  die- 
selben ihren  Grundzügen  nach  hier  wie- 
derzugeben. 

Nehmen  wir  an,  dass  ein  Körper  an- 
fänglich in  einem  gewissen  Temperatur- 
zustande sich  beflndc ; cs  soll  angegeben 
werden,  wie  derselbe  sich  von  Moment 
zu  Moment  ändere. 

Wir  setzen  voraus,  dass  diese  Aende- 
rung  allein  durch  die  Leitung  geschieht, 
d.  h.  durch  die  Absorption,  welche  zwi- 
schen zwei  sehr  nahe  liegenden  Punkten 
sUttfindet.  Wenn  der  Körper  fest  ist 
oder  flüssig,  und  die  Temperatnrnnter- 
schiede  nicht  sehr  gross,  so  kann  man 
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dies  anncbmen.  LnftfOrmige  Köq>cr  än- 
dern dagegen  durch  Absorption  ihre 
Temperatur  nur  langsam.  Auch  kann, 
wenn  wir  uns  auf  feste  und  flQssige 
Körper  beschränken,  und  keine  r.u  grossen 
Temperaturunterschiede  betrachten , an- 
genommen werden,  dass  die  Dimensionen 
constant  sind,  ebenso  wie  die  specifische 
Wärme  in  Bezug  auf  die  Temperatur. 

Wir  geben  von  dem  Gesetz  aus,  dass 
die  Wärmeabgabe  eines  Punktes  an  einen 
andern  der  Tcmperatnrdiflferenz  propor- 
tional sei,  wenn  dieser  Wärmennterschied 
unendlich  klein  ist. 

Wir  denken  uns  den  Körper  durch 
drei  Systeme  orthogonaler  Flächen  in 
unendlich  kleine  rechtwinklige  Parnilel- 
epipeda  gethcilt,  deren  Dimensionen 
sein  sollen  61,  Jm,  cTn,  die  Dichtigkeit 
w,  die  Temperatnr  «,  die  specifische 
Wärme  c,  so  wird  der  Zuwachs  der 
Wärmemenge  in  einem  Zeittheile  dt  in- 
nerhalb eines  solchen  Parallelepipcdons 
sein ; 

0|| 

CU  ^ dt  Jl  dm  tfn. 

‘dt 

Andererseits  können  wir  diesen  Zuwachs 
finden,  wenn  wir  die  durch  die  sechs 
Seitenwände  des  Parallclepipedons  ein- 


nnd  ansstrOmende  Wärme  betrachten. 
Wir  können  annehmen,  dass  dieser  Wär- 
mewcchsel  innerhalb  einer  Schicht  von 
der  Dicke  « stattfinde,  welche  gegen  die 
Dimensionen  des  Parallclepipedons  sehr 
klein  ist.  Betrachten  wir  z.  B.  die  durch 
die  eine  Grenzfläche  dm  dn  ansströmende 
Wärme.  Dieselbe  findet  zwischen  Punk- 
ten statt , welche  bezüglich  die  Tempe- 
du 

ratnr  w und  haben,  wo  tf  nicht 

grösser  als  « ist,  und  da  die  ausströ* 
mendc  Wärme  der  Differenz  proportio- 
nal ist,  so  hat  man  dafür,  wenn  die 
Wärmemenge  auf  die  Flächeneinheit  be- 
zogen wird  : 

du 

''*57’ 

wo  k von  der  Dichtigkeit  und  sonstigen 
Beschaffenheit,  also  von  der  Lage  des 
Punktes,  wenn  man  die  Formänderung 
nicht  vernachlässigen  wollte  auch  von 
der  Zeit , abhängt  Wegen  des  Inhalts 
der  Grenzfläche  ist  dieser  Ausdruck  mit 
dmdn  zu  multipliciren.  Durch  die  ent- 
gegengesetzte Grenzfläche  dm  cfn,  deren 
Entfernung  von  der  erstem  M ist,  strömt 
nun  hinein  die  Menge : 


fi  k dt  dm  dn  ^ ^ 

so  dass  die  verbleibende  Wärmemenge  ist: 

Flirrt 

Für  je  zwei  von  den  übrigen  ner  Grenzflächen  findet  nun  dasselbe  statt.  Wenn 
man  nun  die  auf  die  andern  Dimensionen  bezogenen  Coeffleienten,  welche  k ent- 
sprechen, mit  Aj  und  A,  bezeichnet,  so  bat  man  durch  Addition  der  entstehenden 
Ausdrücke : 

I)  rf«.  fn  = Pi  <f«  J,)  Jl+p-  (t,  p.  it  <;,) 

+ s:  <*•  s ''*■ 

Bei  allen  Körpern,  die  nicht  crystallinischen  Gefüges  sind,  oder  dem  regelmässigen 
Systeme  angehören,  verbreitet  sich  die  Wärme  nach  allen  Seiten  auf  gleiche 
Weise.  Es  ist  also  : 

A = A, 

Ist  der  Körper  homogen,  so  sind  c und  k constant,  wenn  man  die  Formändemng, 
wie  hier  geschehen  soll,  vernachlässigt. 

Indess  ist  noch  etwas  über  die  Bedontung  der  unendlich  kleinen  Grössen  di, 
dm,  dn  und  der  partiellen  Diffcrenzialquotienten  zu  sagen: 

Die  drei  Systeme  orthogonaler  Flächen  lassen  sich  ausdrücken  durch  Gleichun- 
gen zw’ischen  rechtwinkligen  Coordinaten  von  der  Form  : 

/■(x,  y,  z,  o)=0,  f,  (*,  y,  s,  i)  = 0,  ft  (x,  y,  *,  c)  = 0, 

wo  a,  b,  c Parameter  sind,  die  sich  von  Fläche  zu  Fläche  ändern.  Für  jeden 
Punkt  lassen  sich  also  die  zugehörigen  Werthe  von  l,  m,  n,  d.  h.  der  Bogenlän- 
gen für  die  Schnittlinien,  als  Functionen  von  a,  b,  c bestimmen.  Schreitet  man 
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non  z.  B.  auf  einer  Linie  I fort,  so  ändert  sich  nur  a,  auf  tn  nur  6,  auf  ii  nur 
r,  so  dass  man  hat: 

dl.  . dm  ..  . dn 


JIzz—  da,  Jm  = -~  db,  tfti  — —dc, 


und : 


dl 


da 

du 

da 

~dT 

da 


du 

dm 


db 

db 

dm 

W 


dn 


KU 

de 

"5T 

de 


also  wenn  wir  noch  setzen : 


li-/ 

da~ 


dm 

d6=’"‘’ 


dn 

de 


= n 


I» 


so  wird  Gleichung  I): 

, . ' , d«  d /km.n,  du\  d /t.l.n.  du\  d (h.  l.m,  dii\ 

I.)  ».  - 

Setzen  wir  z.  B.  an  die  Stelle  der  orthogonalen  Flächen  rechtwinklige  Coordina- 

len,  und  nehmen  wir  an,  dass  k = k.=k^  constant,  nnd  — = A’  sei,  so  kommt, 

c 

da  l = x,  m—y,  n = z zu  setzen  ist,  wo  x,  y,  z die  Parameter  sind: 

/,  =m,  =n,  = 1, 

also: 


Ib) 


du  /d*tt 

r,=  *’ 


d*«  d*u 
d^  dz» 


)• 


Setzen  wir  aber  Polarcoordinatcn  voraus,  d.  h.  nehmen  wir  als  Orthogonalflächen: 

1)  eine  Schaar  concentrischer  Kiigelflächen, 

2)  eine  Schaar  von  Rotationskegelfläcben  mit  gemeinschaftlicher  Axe,  deren 
Scheitel  in  den  Mittelpunkt  der  Kugeln  lUllt, 

3)  eine  Schaar  von  Ebenen,  welche  alle  durch  die  Kegelaxe  gehen. 

Die  Parameter  sind  dann: 

1)  der  Radius  r einer  Kugel, 

2)  der  halbe  Scheitelwinkel  9 einer  Kegelflächc, 

3)  der  Winkel  y einer  Ebene  mit  irgend  einer  Anfangsebene, 
und  man  hat: 

/ = r,  m = r9,  n = ry  sind,  fi  = l»  w»i  = f»  «,=rsind. 

k 

Die  Gleichung  la)  wird  also,  wenn  man  wieder  Ä»  = — einfOhrt: 

c 


ri  a / 

1 1 ^ 1 

1 d»«-| 

Lr»  drV  dr) 

' r»  sin  ^ 

V d»/ 

' r>  sin  d >/  » J 

Hierfür  kann  man,  wie  leicht  zu  sehen,  auch  schreiben: 

dru_  ^ ^sin  d ^ d»ni"| 

dt  ~ L d r*  *^r»sind  dd  "^r»sinÄ»  dy»J* 

Obgleich  man  immer  rechtwinklige  Coordinaten  nehmen  könnte,  so  ist  doch 
eine  Transformation  derart,  dass  in  der  einen  Schaar  von  Flächen  die  Grenzfläche  des 
Körpers  mit  enthalten  sei,  ans  dem  Grunde  geboten,  weil  sonst  die  Grenzbedingnngen 
Schwierigkeiten  machen  würden.  Ans  diesem  Grunde  ist  die  Gleichung  I a)  von 
grosser  Wichtigkeit.  Wir  übergehen  die  Transformation  durch  elliptische  Coordi* 
naten,  welche  ebenfalls  Anwendung  flndet. 

Wir  wollen  nun  die  Frage  beantworten,  welche  Wärmemenge  durch  irgend 
eine  gegebene  Ebene  einströmt. 

Denken  wir  uns  zu  dem  Ende  eine  dreiseitige  und  rechtwinklige  Pyramide, 
die  J/,  cfn»,  dn  zu  Kantön  habe.  Drei  Seitenflächen  sind  dann  bezüglich: 
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Jtn  Jn 
“2“’ 


dlifn  61  lfm 

“2"’ 


die  vierte  <r  mOge  mit  diesen  dreien  Winkel  machen,  deren  Cosinns  bezüglich  <r, 
/9,  y sind,  so  dass  man  hat: 

2(ra~  dm  6n,  2a  ß=  dndi,  2ffy  = di dm, 

und  die  durch  jede  der  Flächen  einströmende  Wärme  ist  dann  nach  dem  Obigen, 
wenn  —K  sich  auf  die  vierte  Grenzfläche  so  bezieht,  wie  k,  k‘,  auf  die  drei 
andern : 


und 


Ad«  A,  dii  A,  - 

-Ä  p 


Da  man  zu  der  vierten  Grenzfläche  sich  ebenfalls  zwei  Orthogonale  denken  muss, 
so  ist  g hier  irgend  eine  auf  der  vierten  Grenzfläche  senkrechte  Linie,  auf  deren 
Gestalt  es  hier  nicht  ankommt,  da  unendlich  klein  ist. 

Da  nun  die  in  das  Parallelepipedon  einströmende  Wärme  jedenfalls  mit 
dl  dm  dn  proportional,  aber  die  hier  gefundenen  Grössen  mit  dl  dm  oder  dldn  ... 
proportional,  gegen  dl  dm  dn  unendlich  gross  sind,  so  ist  ihre  Summe,  die  der 
einströmenden,  gleich  ist,  gegen  dldm  verschwindend  klein,  also  wenn  man  dl, 
dm,  dn  durch  ihre  Werthe  ersetzt: 


A) 


du  , du  , da  du 


Die  Bedeutung  der  Differenzialquotienten  ist  wie  oben  zu  erklären. 

Wir  wollen  jetzt  aber  auch  den  Wärmezufluss  auf  der  Oberfläche  unter- 
suchen. — Man  könnte  die  Temperatur  der  Oberfläche  direct  geben,  also  anneh- 
men, dass: 

« = ti,  t)  = f(a,  b,  c,  0 

auf  dieser  Fläche  sei.  Andererseits  aber  kann  man  annchmen,  uod  dies  wird 
das  Allgemeinere  sein,  dass  der  Körper  sich  in  einem  Gase  befinde,  und  hier  so- 
wohl durch  den  Wärmewechscl  mit  den  beröhrenden  Thcilcn  des  Gases,  als  auch 
von  einer  oder  verschiedenen  Wärmequellen  strahlende  Wärme  erhielte.  Ist 
{ die  Temperatur  des  Gases,  so  wird  ganz  wie  oben  der  Zufluss  durch  die  Ober- 
fläche des  Körpers,  auf  die  Flächeneinheit  bezogen,  mit  C— « proportional  zu 
setzen  sein.  Ist  A die  Temperatur  einer  Wärmequelle,  so  ist  der  Zufluss  von 
hier  ans  A—u,  also  der  Gesammtzufluss : 

wo  e und  e^  dem  Zustande  des  Gases  und  der  Wärmequelle  entsprechende  Coeffi- 
denten  sind.  Statt  dessen  kann  man  aber  setzen: 


P (*'-«). 


wo: 


et  e.  A 
PP 

ist.  Die  Grössen  A sind  im  Allgemeinen  constant,  C ist  von  der  Lage  des  Punk- 
tes der  Oberfläche,  den  wir  betrachten,  abhängig.  Wir  nehmen  an,  dass  die  Ober- 
fläche einer  Schaar  Orthogonalflächcn  angchöre,  und  zwar  derjenigen,  welche  auf 
/ senkrecht  steht,  dann  ist  C und  somit  r nur  von  m und  n abhängig,  ganz  so 
wie  die  Temperatur  auf  der  Oberfläche  selbst.  Andererseits  ist  die  von  der  Ober- 
fläche ans  sich  ins  Innere  bewegende  Wärmemenge  nach  dem  Obigen  gleich 
^11 

(auf  die  Flächeneinheit  bezogen),  und  da  Continuität  stattfindet,  so  bat  man: 

du 
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W&re  die  Oberfl&chc  keine  aus  der  Schaar,  so  müsste  man  / mit  p,  k und 
K vertauschen,  und  erhielte  : 


A'  r \ 


oder  wegen  Gleichung  A): 


ou 


f{,-u)=kaj-i+k,ß 


oder; 
II  a) 


, . ka  du  , k.ßdu  , k.y  du 

'’'‘’-“>=7:äs+;rrs:  + ii7ä7- 


Es  ist  zu  erwähnen,  dass  die  Gleichung  II)  auch  für  den  Full  gültig  ist,  wo 
der  Zustand  der  Oberfläche  direct  gegeben  ist.  In  diesem  Falle  setzt  man  näm 

lieh  — = 0. 

'^m  aber  den  W&rmeznstand  völlig  zu  bestimmen,  muss  derselbe  im  Anfänge 
gegeben  sein.  Es  kommt  also  zu  den  Gleichungen  I)  und  II)  noch  eine  dritte 
hinzu: 


« = Fj(/,  m,  fl)  oder  =F(a,  A,  c)  für  /=:0. 

Soll  aber  in  einem  Körper  Wftrmcgleichgcwicht  stattfinden,  so  ist  zu  setzen 
du 

— = 0,  und  in  diesem  Falle  gibt  z.  B.  Gleichung  Ib): 


d*M  d*u  d*u 

fix*  dy*  ds>  ~ 


Nach  einem  von  Dirichlet  gegebenen  Satze  (vergleiche  den  Schluss  des  Artikels:  Qua- 
draturen , — ZurückfUhrung  der  partiellen  Differenzialgleichungen  auf  — ) reicht 
diese  Gleichung  zur  Definition  der  Function  u aus,  wenn  u auf  der  Oberfläche 
gegeben  ist,  und  wie  hier  Cuntinnität  stattfindet.  Der  Zustand  des  W&rmegloich- 
gewichtes  ist  also  vom  anfänglichen  Wärmcznstande  unabhängig. 

Eine  höchst  merkwürdige  Eigenschaft  des  Systems  von  I),  II)  und  III)  ist, 
dass  sich  die  Integration  in  einer  ganz  gleichen  Weise  für  alle  Körper  bewerk- 
stelligen lässt. 

Wir  wollen  der  Einfachheit  wegen  'setzen  in  I a)  : 


A) 

also : 


k m , n 

‘ — * 

k\l^n 

- — «i, 

A-,/. 

Ik 

— »» 

m, 

«1 

( du'' 

\ 1 ^ 

/ du] 

i d i 

r d«\ 

V Taj 

N"  db 

V‘  db\ 

d-c)' 

.kt 


g,  *,  «,,«,  sind  Functionen  von  a,  b,  c.  Setzen  wir  nun  u = e so  ergabt 
sich: 

do.\  s / do.\  ^ / de 

1) 


daV  da/'^dfcV»  di/'^dc  V*  de/' 


Bestimmt  man  hieraus  auf  irgend  eine  Art  p^,  so  kann  man  den  Werth  von  u 
in  die  Gleichung  II a)  einsetzen,  in  welcher  jetzt  immer  o = 0 sein  möge,  also: 

dpj 

2) 


„„  4.*?  a.  Ml  4.  fei 

/,  da  m^  ,dft  Cj  de* 

Die  reellen  Wurzeln  A dieser  Gleichung,  welche  im  Allgemeinen  transcendent  ist, 
geben  dann  partikulare  Wertbe  für  «,  und  da  Gleichung  1)  linear  ist,  kann  man 
setzen : 


3) 


16 
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Die  CoefiGcienten  aber  sind  noch  so  zn  bestimmen,  dass  auch  Gleichung 
tt  = F(a,  b,  c)  für  < = 0 erfüllt  wird. 

Seien  p.,  (»  zwei  Wurzeln  der  Gleichung  2),  multiplicircn  wir  Gleichung  1) 

A ^ 

mit  Q da  db  de  und  integriron  über  den  ganzen  Körper.  Wir  wollen  zunächst 

das  erste  Glied  rechts  in  1)  betrachten  und  nur  nach  a integriren  in  den  Gren- 
zen und  a^^,  Es  kommt: 

J g da  y da  f * g da  J g du  da 

**0  ^ '•’O 

/ 

ln  dem  entwickelten  Thcile  bedeutet  das  Zeichen  I , dass  man  in  den  Atis- 

' «• 

dmck  darunter  setzen  ^oll  erst  a=a,,  dann  a = Oü,  und  die  Differenz  nehmen, 
rt,  und  beziehen  sich  auf  Punkto  der  Oberfläche.  In  einem  von  diesen  Punk- 
ten ist  die  nach  aussen  gerichtete  Normale  nach  der  cntgegengc.setzten  Richtung 
gewandt  als  in  dem  andern,  und  da  in  dem  Sinne  derselben  die  Ausstrahlung 
stattfiudet,  so  ist  dieselbe  und  somit  auch  ihre  Projectionen  auf  die  Schnittlinien 
tf/,  dm,  dn  in  einem  Punkte  positiv,  im  andern  negativ  zu  nehmen.  Gleiches 

dm  dn 

findet  mit  dom  Ausdrucke  s = ft  — statt , so  dass  die  beiden  a 


9 und  <1^  ent- 


da 


sprechenden  Glieder  zu  addiren  sind,  wenn  man  den  entsprechenden  s dasselbe 
Zeichen  gibt.  Integrirt  man  auch  nach  b und  c,  so  ist  dann  der  entwickelte  Aus- 
druck mit  gleichcu  Zeichen  über  die  ganze  Oberfläche  zu  erstrecken,  und  man  hat : 


ß. 


da 


da  db  de 


=/(., 


da 


0 


— ff  I db  de 

da 


da 


da  db  dc^ 


Das  erste  und  dritte  Integral  gedtt  auf  den  ganzen  Körper,  das  zweite  auf  die 
Oberfläche.  Dasselbe  lässt  sich  noch  umformen. 

Die  drei  Schaaren  orthogonaler  Flächen  theilcn  die  Oberfläche  offenbar  auch 
in  drei  unendlich  kleine  Vierecke.  Sei  eins  derselben  da,  so  sind  die  Projectio- 
nen davon  auf  die  Orthogonalflächen  bezüglich  dm  dn,  dldn,  üldm,  also: 

^ h 

s db  de  = -^  dm  dnz=-j-  ada. 

M »I 

Verfährt  man  in  gleicher  Weise  mit  dem  zweiten  und  dritten  Gliede  rechts  in  1), 
so  kommt  schliesslich,  wenn  man  1)  in  der  oben  augogebenen  Weise  integrirt  > 

p dadb  de=  Cda  |"p  ^ 

^ J L \ t)rt  m,  di  n,  de/ 

^ 

ft  \/|  da  »»,  db  Hj  de  /J 

t A K (•  ^) + ^ ('.  ^) + ^ ('.  *]■  ■ 

Das  erste  Glied  rechts  verschwindet  wegen  2),  denn  diese  Gleichung  gibt  dafür; 
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/•r<’p(.i!i  -Pi  P^)- 

das  zweite  Glied  wird  wegen  1)  gleich  : 

H J's  Ql  Q^  da  dlt  de-, 

man  hat  also: 

(^-^)  fs  Ql  Q^  da  db  dc=  0, 

wo  die  Integrale  sich  Ober  den  ganzen  Körper  erstrecken.  Dies  ist  aber  nur 
möglich,  wenn  1 = f*  ist,  oder  wenn: 


B) 


ß Pi  p. 


da  db  de  = 0, 


Diese  wichtige  Formel,  die  immer  gilt,  wenn  k und  /n  nicht  gleich  sind,  lässt 
sich  nun  zur  Bestimmung  der  Cocfficienten  anwenden.  Setzt  man  in  2)  t = 0 

und  vergleicht  mit  3),  so  kommt: 

F{a,  6,  0 = ^'"^  Ql’ 

Wir  multipliciren  mit  ^ (>  und  integriren  über  den  ganzen  Körper.  Es  kommt: 

J g F (a,  b,  c)  da  db  dc  = ^ ri^  g p^  p^  da  db  de. 

Von  der  Summe  rechts  aber  verschwinden  alle  Glieder  bis  auf  das  eine,  wo 
k — fA  ist,  also ; 

J'gF{a,  b,  c)p^  da  db  de 


4) 


n =■ 
F 


da  db  de 


womit  die  Coefficienten  derart  bestimmt  sind,  dass  die  Gleichungen  I),  U)  und 
III)  errullt  werden.  — Die  Formel  B)  zeigt  noch,  dass  es  keinen  complexen 
Werth  von  A geben  kann.  Denn  sei  A = ni-i-ni,  so  wird  ihm  entsprechen  ein 
/j  — m — ni,  ein  p.  = iV-fiVi  und  ein  p =3/— A'i.  Dies  in  B)  eingesetzt  gibt: 

’g(M^  + N*)dadbde  = 0, 


f 


was  unmöglich,  da  das  Argument  positiv  ist. 

Diese  Prinzipien  sollen  nun  für  verschiedene  Aufgaben  angewandt  werden. 
Der  Fall,  wo  c nicht  gleich  Null  ist,  wird  zugleich  dabei  erörtert  werden. 
Zunächst  aber  erwähnen  w’ir  hier  noch  den  einfachsten  Fall. 

Der  Körper  sei  homogen  unendlich  nach  allen  Richtungen,  und  mögen  alle 
Punkte,  die  in  derselben  Ebene  liegen,  welche  einer  gegebenen  parallel  sind, 
auch  anfänglich  gleiche  Temperatur  haben,  was  dann  offenbar  immer  statt- 
findet. — Ist  die  gegebene  Ebene  die  der  ys,  so  ist  u von  y und  z unabhän- 
gig, also: 

ti  = f{x)  für  t = 0. 

Setzt  man  ganz  nach'  unsern  Prinzipien  « = e^*p,  so  wird 

(1*  p 

Ap  = A’^,  Q = A cos  fiX+B s\n  fiX, 


ou  d*M 


wo  zu  setzen  ist: 
und  man  hat  auch; 
wenn  man: 


g-xeOBfi  (x  — «), 
Axicob fta,^  R = sin^o 


■H 


setzt. 


15* 
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Hieraus  folgt : 

^ — Ä*  u*  t , . 

uz=J[e  ^ C08^u(x  — rt), 

und  dies  in  2)  eingesetzt: 

C08fA(x—a)  = f(x), 

da  unter  der  Summe  auch  ein  Integral  verstanden  werden  kann,  und  man  hat : 

1 

« = — / / cos  ft  {x  - a)f(a)  da  dfizzf{x) 

^ Q J _oQ 

für  alle  Werthe  von  x (vergleiche  den  Artikel:  Quadraturen,  Abschnitt  48),  so 
ist  zu  setzen: 


u= 


— 00 


cos  f*{x  — «)  f[a)  da 


d . 
f* 


Die  Integration  nach  /n  ist  auszuführen. 

, + co 


M = 


1 


2h  V(n/) 


/: 


Es  ergibt  sich 

_ (f  ““)* 

A L •. 

f{a)e 


4A»  t 


da. 


00 


oder  wenn  man 


setzt : 


w 


e”^V^  + 2o/JV'0rf/J. 


2)  Wärm  e verbreit  un  g in  einer  Kugel,  die  in  gleichen  concen- 
trischen  Schalen  gleich  erwärmt  ist. 

Ist  eine  Kugel  mit  Radius  R gegeben,  und  vorausgesetzt,  dass  die  Erwärmung 
anfänglich  in  jeder  concentrischen  Kugelschale  die  gleiche  sei,  was  dann  fQr  jede 
Zeit  stattfindet , so  ist  in  Gleichung  1 c)  des  vorigen  Abschnitts  ^ und  con- 
stant  zu  nehmeu,  also : 

^ dr«  , . d*ru 

l)  -rr  = A*-;-— . 


Die  Gleichung  2)  aber  wird: 


p(v—u)  für  r = Ä. 


V ist  eine  Function  von  t allein,  wenn  an  der  Oberfläche  das  Gas  constante  Tem' 
peratur  hat;  diese  Gleichung  kann  auch  geschrieben  werden: 


2) 


>7 


WO  zu  setzen  ist: 

kR  ’ pR~k' 

Sei  zunächst  die  äussere  Temperatur  r constant.  In  diesem  Falle  kann  man 
setzen  c = 0,  da  der  Anfangspunkt  der  Scala  doch  gleichgültig  ist.  • 

Wegen  der  Continuilät  von  t kommt  aber  hier  noch  die  Bedingung  hinzu, 
dass  im  Mittelpunkte  also  für  r = 0 auch  ni=0  sein  muss.  — 1)  wird  zunächst 
erfüllt  durch  ; 

— A*  u"*  t 

ruz=e  “ (sin r -f- n cos  ^ r) 

und  cs  ist  «t=0  zu  setzen  wegen  der  zuletzt  ausgesprochenen  Bedingung,  also: 

— A*  ii*  l 

ru~e  ^ sm  u r. 

Für  r = A muss  wegen  2)  sein,  da  K=0  ist: 

cos  ^ A 9 sin A = 0. 
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Dies  ist  eine  transcendente  Glcichnng,  ans  der  u zu  berechnen  ist.  Sie  kann 
anch  geschrieben  werden: 


I)  tg^Ä-f-^  = 0,  tgy,-f^(^=0, 

wenn : 

gesetzt  wird.  Offenbar  entspricht  jeder  positiven  Wurzel  /a  eine  gleiche  negative. 

Sei  also  ft  immer  positiv.  Für  positives  g kann  g.  offenbar  nur  in  den 
graden  Quadranten  liegen , für  negatives  in  den  ungraden.  Sei  g positiv.  In 
jedem  dieser  Quadranten  ist  tgff  +gtf  zu  Anfang  — oo,  zu  Ende  gleich  gn^  also 

inzwischen  wirklich  Noll  geworden.  Da  aber  der  Diffcrenzialquotient  

immer  positiv  ist,  so  geschieht  dies  nur  einmal.  Also  jeder  grade  Quadrant  ent- 
halt eine  Wurzel  unserer  Gleichung.  Nach  den  oben  gegebenen  allgemeinen 
Prinzipien  kommen  keine  complexen  Wurzeln  vor.  Dieser  Beweis  verliert  hier 
allerdings  seine  Kraft  für  rein  imaginäre  Wurzeln ; dass  diese  aber  fehlen , lasst 
sich  direct  erweisen.  Denn  wEre  y rrpt,  so  müsste  sein: 

sinpi-j-^pi  cos  pt  = 0, 

oder : 


Q* 


9* 


4! . . . =0, 


es  müsste  also 1-  1 negativ  sein.  Man  hat” aber: 

9 


also  ist  dies  nicht  möglich. 
Setzen  wir  nun : 

II) 


— A*  14*  t . 

n«=:.Jn  e ^ sm  u r, 
u ^ 


wo  sich  die  Summe  auf  alle  ft  erstreckt.  Damit  nun  auch  sei : 
3)  • r = f(r)  für  IrO, 

also : 

ru=rf(r), 

gibt  die  Formel  4)  des  vorigen  Abschnittes: 

I rf(r)  sin  f*rdr 

^ 0 

n = ' 
f* 


pR 

I (sin  /u  r)>  dr 
^ 0 


Der  Nenner  dieses  Ausdruckes  ist  nun  gleich: 

R sin  2/4  R 
¥ ^4/4~’ 

und  da  man  hat: 


2uq 


sin2/iil  = 2 sin/4Äcos/4Ä=  — 
n =2  rVCOsin/irMr'. 

Sei  { die  Entfernung  eines  Punktes  von  der  Oberfläche,  also  r = Ä— 
erhalt  man : 


so 
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sin  ur  = cos  u R (tg u R cosuf— sini/f)=  — — — ^ 

■ ‘ 9 ' 

Wenn  R ins  Unendliche  wächst,. erh&lt  man  einen  Körper,  der  sich  nach  einer 
Seite  von  der  Ebene  ans,  für  welche  ^ = 0 ist,  ins  Unendliche  erstreckt.  — Setzen 
wir  in  diesem  Falle: 

nr)z=f(R-i)  = F(0> 

und  berücksichtigen,  dass  ^ = 0,  9 = y "ird,  so  verwandelt  sieh  zunächst  die  Glei- 
chung II)  in: 

y = fiR  = sn, 

g ist  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl.  Man  erhält  dann: 

F(i0(98in/«i'+^co8^n‘^'. 


während  Gleichung  II)  wird : 


1 -~h*  u*  t 

u = — e ^ sm  «r, 


R f,!‘ 


oder  wenn  —zidfi  gesetzt  wird : 


1 -k*u*t  . , 

M = — I ne  ^ sin  ur  du, 

^ J 0 f*  . 


oder  wenn  man  für  sin seinen  Werth: 

sin  /uR  cos /n  $ — cos  fiR  sin 


setzt : 


IV)  „ = 1 r 'Z-(p^0-co.^r+,.in,{') 

” 0 0 f*  "t9 

( fi  cos  u f +9  ywf) 

Wir  wollen  für  diesen  Fall  jetzt  auch  die  äussere  Temperatur  p als  beliebige 
Function  der  Zeit  betrachten,  also  y = y(t)  setzen.  Die  zu  erfüllenden  Gleichun- 
gen sind  dann : 


o’m  Ou 


-fy  [m  — y (<)]  = 0 für  ^=0,  und  u~F{^)  für  1 = 0. 


dt  " <){ 

Setzen  wir ; 

« = Uj-f  f/, 

und  bestimmen  «j  so,  dass  cs  den  Gleichungen  genügt  : 

-^  + 9«i  = 0 für  { = 0,  «,  = F(«-v.({)  für  < = 0. 

i>  ist  eine  zu  bestimmende  Function,  «,  ergibt  sich  dann  aus  IV),  wenn  man  für 
F({0  setzt:  « ^ 

U muss  dann  die  Gleichungen  erfüllen : 

du  du 

7?“*  dH"’  + ^ür  { = 0,  V = \f>iX)  für  1 = 0. 

Setzen  wir: 

U = S X sin  («<  + 0+X'  cos  (nt-ht), 

wo  X und  X^  Functionen  von  f sind,  so  wird  die  erste  Gleichung  B)  erfüllt, 
wenn  man  setzt:  ' 


/ 
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«X  = A*4;i, 


ds“ 


und  für  f = 0 muss  sein: 


■H+,x=o.  ^'+?(X'-^)=o. 

wenn  man  setzt: 

(f  (l)=  cos  (n  <+♦)• 

Die  Integration  der  Differcnzialgloichungen  gibt: 


X=  (ein  ly  1+0.00.41/1) 


--1/- 

_ » f 2 


X’=(cco.4y|-0..in|y|) 


--V- 

— , * f 2 


Es  sind  dies  nur  partielle  Integrale,  indessen  üben  die  beiden  andern  Theils&tze 
keinen  Einfluss  auf  die  Rechnung  aus. 

Wir  setzen  nun; 

1 ,/« 

2 

und  die  Constanten  bestimmen  sich  dann  wegen  der  Grenzbedingung  derart,^  dass 
man  hat: 


Q*  = ^ + ?_^+9>,  Qsino,  = lj/^,  Qco8o.=  ?+-^  |/- 


X = i-/le 

Q 


- J_  1/.“ 
h \ 2 


""  (x  yi+4 


A'=  c 

Q 


-li/iL 

. * r 2 


cos 


(t  /f +4 


-- 1/- 

A K 2 


cos 


(o(+(-L  1 

\ * 1 

1 2 ; 

U = 2^Ae 

Q 

Es  muss  aber: 

(t)  = 2’2lcos(afH-0 

sein.  Da  man  nun  nach  der  Fourrier’schen  Formel  hat: 

y(l)  = — / j coaat  coa  at' dt' da, 
n J 0 0 


so  ist  zu  setzen: 


und  man  erhält: 


A — — */  (O  cos  at'  dt'  da, 
n 


O /»OC 

V)  U--  I I 
7T  J 0 •/  0 


f COS 


1/  “ 

y 2 , 

yi-4 

cosj 

i-'T 

Warme. 


232 


Warme. 


Da  man  nun  für  f=0:  ti  = ^(|)  haben  mnss,  so  hat  man: 

--  ^ß- 

‘ \ 2 


9 «00  «00  g cos  at'(f(t')e 

VI)  ^^(0=4  r I 

^ 0 0 


cos 


da 


Setzen  wir  noch: 

2 r®  «“**/*'** 


2 /*  e “ 

{')  = — / - /<cos^^'  + y8in/i{*)(jMC08/4{4-98>n/u{)<f/U, 

0 f**  + g* 


so  wird: 

vn)  u=r'^  i')[F{^')-rp  (^')]di'+U. 

^ 0 

Der  Aasdruck  besteht  also  aus  zwei  zweifachen  nnd  einem  vierfachen  Integral. 
Das  letztere  lässt  sich  durch  Integration  nach  leicht  auf  ein  Dreifaches  bringen. 
Poisson  verwandelt  es  auch  in 'ein  Doppelinte^al,  was  wir  hier  übergehen. 

Es  soll  jedoch  noch  eine  zweite  ^tbode  gegeben  werden,  um  die  Aufgabe 
zu  lösen.  Beide  beschränken  sich  selbstverständlich  nicht  auf  diesen  Fall. 

Wir  setzen  wieder: 

M = + 

u,  mag  wieder  die  Gleichungen  A erfüllen,  jedoch  wollen  wir  darin  0({)=O 
setzen,  so  dass  u^  vollständig  durch  Gleichung  IV)  gegeben  ist. 

V erfüllt  die  Gleichungen  B),  deren  dritte  jetzt  die  Gestalt  hat  U = 0 für 
« = 0. 

Setzen  wir  zunächst  so  wird  U—C  offenbar  die  Gleichungen  A) 

erfüllen,  wenn  man  F(^)=—C  setzt,  also  aus  IV)  wird  sich  dann  ergeben: 

VIII)  0. 

wo : 

2 pCO  ^ — h*  ft*  t 

0 = 1-  — / / —— _04COS^{'4-vsin^{')(/<co8/4+9*'nj“^)<^i«‘*f' 

0*^  0 f*  +g' 

ist. 

Wenn  statt  der  Gleichung  U=0  für  /-=0  gegeben  ist:  f/  = 0 für  < = r,  wo 
r eine  beliebige  Constante,  so  ist  in  VIII)  l mit  t — r zu  vertauschen,  nnd 
man  hat: 

Villa)  V = t-i). 

Sei  nun: 

U=<f(t)  für  / = 0. 

Denken  wir  uns  die  Zeit  f in  n Theile  getheilt,  deren  jeder  gleich  9,  nnd  n 
sehr  gross,  also  9 sehr  klein,  so  kann  man  annehmen,  dass 

von  1 = 0 bis  t = 9; 

t/=t/o 

ist,  ' 

von  t = 9 bis  t = 2 9: 

n.  8.  w.,  allgemein  also: 

von  / = (»  — 1)5  bis  / = s5: 

U^l/„  + U,-h  . . . 

und  von  i = (n—l)9  bis  / = l: 

U=l/,-hU,  + U,+  . . . 


l 
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Dann  ist  offenbar  auch  : 
für  f = 0: 

für  t = 9: 

n.  8.  w. 

für  l = (»-l)  9: 

Damit  die  erste  Gleichung  B)  erfüllt  sei,  möge  jeder  der  Ausdrücke  U sie 
erfüllen. 

Die  dritte  ist  durch  unsere  Annahme  bereits  erfüllt , und  was  die  zweite  an- 
betrifft, so  setzen  wir: 

7 (0=  Co-fC’i -j-Cj-f"  • • • 
und  dieselbe  ist  erfüllt,  wenn  man  setzt : 

du  ^ 

— für  1 = 0. 

Die  Gleichung  Villa)  gibt  non  offenbar: 

und  was  die  Grössen  anbetrifft,  so  ist: 

7 (0)  = ^^0»  7 ('^)  = ^0  + G, , 

also: 


G.  = 0, 
17^  = 0, 


G.=7W-t(0) 

u.  6.  w.,  also  allgemein: 

C =7(si^)-7.[(»-l).7], 

also : 

G =7,(;r(f. 

+ V (n-l)9[x(i,  9)-x(^,  0)]  + 7(n^)^(|,  0). 

Mi^Berücksichtigung,  dass  die  Grösse  9 ins  Unendliche  abnimmt,  und  dass  in 
VIII)  für  t_0:  U-0,  also  /(|,  0)  = 0 ist,  erhält  man: 

/t 

x'(S, 

0 


wo: 


ist,  und  man  hat: 


/(f,  0= 


dt 


/(f,  0 = 


Cu  COS  ^{'  + 7 sin  ^{')  (ju  cos  sin  ^|) 


Besonders  zu  merken  ist  der  Fall,  wo  — =0  ist,  also  wo  statt  der  Bedin- 

7 

t^ng,  dass  Ausstrahlung  stattfindet,  die  Temperatur  auf  der  Oberfläche  als  Func- 
tion der  Zeit  gegeben  ist.  In  diesem  Falle  gibt  Gleichung  IV): 

2 Lt  1 # 

“ = ~ / / ^ sin/il'sin^l 

^ •/  Q ^ 0 

Es  lässt  sich  die  Integration  nach  ^ hier  durchfuhren.  Man  hat  nämlich: 
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und : 


2 sin  JA  y sin  = cos.u  cos^  (f +0». 

r®  -h^u't  , , yi  - ätt. 


also : 


IV  a) 


1 

0 


4A»  ( 
c — e 


4A*  / 


F{k')  rfr. 


Diese  Formel  gilt,  wenn  die  Temperatur  an  der  Oberfläche  Null  ist. 
Setzt  man  F{y)  = l,  so  kommt: 

1 /»CC  — — — 

0 = i-r— =,/  V 

2n  y n t.ß  0 

oder  wenn  wir  im  ersten  Theilc  setzen : 


4A*< 


— e 


4A*/ 


und  im  zweiten : 


2AK< 

l-H' 

2AV« 


= ß, 


= ß: 


2AVt 


also  auch: 


$ 

2AV/ 


e-^V 


/(.(.  0= 


I « 


-ül 

4A» 


2A  V;i 


und  somit  ist  in  diesem  Falle : 


V 


oder  auch  wenn; 


4A*(<-r) 

i dr, 

0-  r)^ 


2AV(<-r)"^ 

gesetzt  wird: 

2h\t 

und  es  ist: 

\ u=«,4-l7, 

wo  u(  durch  den  'Ausdruck  IV  n)  gegeben  ist. 

Wenn  t grOsser  wird,  so  verschwindet  also  ganz,  während  in  U die 
tere  Grenze  Null  wird,  und  man  kann  setzen: 

• 00 


un- 
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Diese  Formel  gibt  offenbar  annähernd  die  Erwärmungsverhältnisse  der  Erde 
an,  nur  ist  y (<)  als  periodische  Funetion  zu  bebtiramen.  Setzt  man  demgemäss: 

y (l)  = o^'t"  «I  cos  «t+a,  cos2«t+  . . . 

+ 6,  sin  «t+i,  sin2«/4-  • • • 

so  gibt  der  erste  Theil  der  Reihe,  wenn  man  denselben  in  U cinsetzt,  Ansdrüeke 
von  der  Form : 

Oj  [/l^  cos  sin  (s  a t)]. 


und  der  letzte  Theil: 
wo  zu  setzen  ist: 


b [-B  cos*« <4-^  sinsrtt], 
s '■  » 's  ■' 


also  wenn  wir  setzen: 


2 

^.oo  _ 

■ß* 

s«i* 

' 0 

cos 

4AV*’ 

2 

/ * 

' 0 

■ß*  • 

^ sin 

$((l* 

“F«. 

4A*/J*’ 

s ai* 

**: 

2 r 

^ + Ä *=  TT-  / 

» V«./  0 


, **  • 

oo  -ß  +-^ 


dß. 


Um  dies  Integral  zu  berechnen,  gehen  wir  von  der  allgemeinen  Cauch)'’schen 
Formel  aus: 


Z»®  I 

I b) 

•/  ft 


d \/j  (z,  b) 
dx 


r ‘ / V y)  . 

^ 7(0Oi»y)  — 

,6. 


7 0/'^.  *i)  - ^ vO/'ö.  y)  — ^ ‘^y=o. 


(Siehe  den  Artikel : Quadraturen,  45  A).  Setzen  wir  darin : 


y'  (-r.  y) = *+— '/  (“)  = « ” 


, Oj  = +O0,  «=-QO, 


so  fällt  das  zw'eite  und  vierte  Integral  wegen  des  Factors  e 
wird,  ganz  weg,  und  man  hat: 


der  unendlich 


^+oo 
•*  — oo 


/4-co 

' 


•CO 


so  dass  dieser  Ausdruck  von  b unabhängig  ist.  Es  darf  aber  b nicht  =0  ge- 
setzt werden,  denn  da  im  Laufe  der  Integration  z = 0 wird,  so  würde  Unbestimmt- 
heit eintreten.  Für  anderes  b ist  dies  nicht  der  Fall,  da  für  unendlich  kleines 
X dann  immer  die  Grösse  unter  dem  Integralzeichen  verschwindet,  also  dieser 
Theil  des  Integrationswcgcs  keinen  Einflnss  nusübt.  Dagegen  ist  zu  sehen,  dass 
für  wachsendes  b der  Ausdruck  unter  dem  Integralzeichen  sich  der  Null  nähert, 

denn  obgleich  als  Factor  vorkommt,  so  überwiegt  die  Exponentalgrösse 

X* 

•wie  leicht  zu  sehen  dermaassen,  dass  das  ganze  Integral  verschwindet.  Also  was 
anch  das  reelle  b ausser  Null  sei,  so  hat  man: 
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^4-00  - 

/ 

• * —GO 


i(l+oy 


dx 


=/: 


- “ (*■^”^7  6(1+0 


6(l+0\^ 


dx. 


00 


Sei  das  erste  Integral  gleich  K,  das  zweite  gleich  H',  so  ist: 


— 

db 


/ .Hl+tlV 


dx 


= -2(14-0  >"-2(14-0  -4(1+0  y, 


also: 


d.  h. : 


IT 

db 


+4(1+0  >"=0, 


Ilen'V^ 

6(1+0 


wo  die  Constante  C vermittelst  eines  speciellen  Worthes  von  b zu  bestimmen  ist. 
Es  ist  nun: 


/■+“  ( 
=./_  ' 


x+. 


-00 


Theilt  man  dies  Integral  in  zwei  andere : 

.00 


/ t/  ’ 

,ß  Q ^ — OO 


nnd  setzt  in  dem  letztem  —x  für  x,  so  wird  es  dem  erstem  gleich,  also: 


= 2Z,  Z-J' 


00 


ifx. 


Wir  nehmen  Z in  den  Grenzen  +e  nud  oo,  wo  < verschwindend  klein  ist.  Da 
der  Tbeil  nnter  « dann  verschwindet,  so  ist  dies  immer  möglich.  L&sst  man 

nnn  6 abnehmen,  aber  so,  dass  — unendlich  klein  ist,  so  wird  das  Integral: 

e 


t 


dx 


noch  continuirlich  bleiben,  wenn  6 verschwindend  klein  ist,  und  man  kann  also 
dafür  setzen : 


/ , ./  0 ^ 


da  der  Theil  des  letztem  Integrals  nnter  < verschwindet.  Man  hat  nun : 

2Z  = Ce~'*(^+*)*, 

und  es  ist,  da  somit  Continuität  stattfindet,  hier  gestattet,  6 = 0 zu  setzen.  Dann 
wird: 


also: 


/CO 
0 


C=Vn, 


woraus  sich  sogleich  ergibt,  wenn  man  6 = ^ setzt: 
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Es  folgt  hieraus : 


J Q ^ 

A +«  i = .-*V2(l-i), 

5^1  ’ 

A =c~*^^cosibV2,  Ä = e“^'^^sin*- V2. 

t * 


Setzen  wir  noch:  — = tgA  , so  wird: 

a * 

5 

y (<)  = C,  + C,  cos(at  — ro8  — ^?)+  • • •> 

wo  r„  . . . Constanten  sind,  und  : 

h }/  2 

u = C,  + C,e  co8(«t-^  |/|— 


+ C,  c 


-ll/L« 

A I'  2 


cos  (2o  <-l  |/y-A.)+  . . 


Ist  T die  Däner  der  Periode,  so  wird  man  haben: 

2n 

n = -=•.  ' 

T 

Der  mittlere  Werth  von  m ist  offenbar  C,.  Man  erhält  denselben  nämlich,  wenn 

man  u nach  t integrirt  in  den  Grenzen  der  Periode  0 und  ^ , und  durch  ^ 

dividirt.  Wegen  des  Exponentialfactors  kann  man  bei  grösseren  Tiefen  das  mit 
C,  multiplicirtc  Glied  vernachlässigen.  Ist  dann  s der  Betrag  der  gansen  Wärme- 
ändernng  in  der  Tiefe  so  hat  man: 

Ist  $'  die  Wärmeändemng  für  Tiefe  so  hat  man  : 


-iJn  -£|/i 


d.  h.  die  Osciilationen  ändern  sich  in  geometrischer  Proportion,  wenn  sich  die 
Tiefen  in  arithmetischer  ändern.  Dies  gibt  ein  Mittel,  die  Grösse  A exponentiell 
zu  finden.  Ist  nämlich: 


. — y-2-”' 


so  wird  die  eine  Stelle  dann  ein  Maximum  von  m haben , wenn  die  andere  ein 
Minimum  hat.  Indem  man  zwei  solche  Stellen  untersucht  und  ihre  Tiefen  misst, 
ist  also  A zu  finden. 

Wir  wollen  jetzt  noch  annehmen,  dass  eine  Hohlkugcl  mit  den  Radien  q und 
R gegeben  sei , und  dass  an  beiden  Grenzflächen  Ausstrahlung  stattfindet.  Zu 
den  Gleichungen  1),  2),  3)  kommt  dann  noch  die  für  die  innere  Grenzfläche 
hinzu.  Nehmen  wir  der  Einfachheit  wegen  an,  dass  das  Gas  im  Innern  die  Tem- 
peratur der  Grenzfläche  der  Kugel  selbst  habe,  oder  ein  leerer  Kaum  stattfinde, 

so  wird  eine  ZustrOmung  nicht  stattfinden,  also  ^ = 0 


4) 


dm  m . 

-T—  = — für  r=p, 
or  p 
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Setzen  wir  wieder  wie  oben : 


so  ist : 


ru:z  A 


sin  cos  u r). 


dm  —h*u*t  , 

= e (/i  cos/4  r— sin r), 


also  wegen  4)  : 


also : 

indem  man: 


sinu(i  + «co8^(i  = p^  cos  « p~«^(jsin  ^ q, 
_ — sin  /i  p g cos  u g 
cos  fdg-i-^g  sinfdg  ’ 

t 

rv-e  ^ ^ ^ [sin  jM  ('■  — ?)+/<  p cos  _a(r—p)], 


A — cos  fd  p+jW  p sin^p 

setzt.  Dieser  Ausdruck  in  2)  gesetzt  gibt,  wenn  « wieder  =0  ist : 


^ cos  u(fi  — </)— p sin^  {fi  — g)  + 9 s\n  fd(R  — g)  + g u geos  fd(R  — g)  = 0, 

oder : 

g — p 

Diese  transcendente  Gleichung  gibt  ähnlich  wie  oben  die  Werthe  von  fd.  Eis  ist 
dann  wie  oben: 


Um 


ruzzjtt  e ^ ^ * [sin  a (r  — p) -f  ^ pco8^(r  — p)]  = .Tm  e ^ V . 

fd  ^ ' id  ^ 

noch  der  Gleichung  3)  zu  genügen,  ist  dann  zu  setzen : 


ganz  ähnlich  wie  bei  der  Vollkugcl. 

Wir  erwähnen  noch  den  E'nll,  wo  die  Kugel  aus  zwei  conccntrischcn  Stücken, 
die  jedes  homogen,  aber  beide  von  ungleicher  Dichtigkeit  sind,  besteht. 

Siud  u,  u'  die  Temperaturen  der  beiden  Stücke,  so  gellen  für  u die  Glei- 
chungen 1),  2)  und  3),  für  u'  den  Gleichungen  1),  2)  und  4)  analoge,  und  da 
an  der  Trennungsfläche  . die  ciuströmende  Wärme  proportional  u — u'  ist,  so 
bat  man: 


.«')=0,  A-^+j{»-»')  = 0 


an  dieser  Fläche,  wo  p eine  Constante  ist.  Diese  Gleichungen  geben  eine  Be- 
ziehung zur  Bestimmung  der  Constanten  in  den  partiellen  Integralen.  Der  Fall 
kann  dann  in  derselben  Weise  wie  der  obige  behandelt  werden. 


3)  Wärmcverhrcitung  in  einem  Parallelepipcdon. 

Sei  ein  rechtwinkliges  Parallelepipcdon  gegeben , bei  welchem  Ausstrahlung 
stattfindc.  Wir  setzen  jedoch  die  äussere  Temperatur  gleich  Null.  Seien  drei 
anstossende  Seiten  Coordinaten-Axen,  die  Längen  dieser  Seiten  bezüglich  t,  m,  n. 

Die  Constante  ^ — R kann  dann  für  jede  der  sechs  Seitenflächen  eine  andere  sein. 
k 

Wir  bezeichnen  diese  Constanten  bezüglich  mit:  a,  6,  c,  C|;  so  wird  sein: 


1) 


/d*ii  d*ii  d*u\ 


2) 
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üu 


dx 

du 

dy 

dz 


= au 


— bu 


= c u 


3) 


(IrQcke : 
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für 

x = 0, 

du 

dx 

: — «4  M 

für 

x = /. 

für 

0 

II 

du 

dy~ 

-b,u 

für 

y-U 

für 

0 

II 

_ 

dl~ 

-c^u 

für 

u - 

f(x,  y 

. 2) 

für  < = 

:0. 

den 

Werth 

A i; 

9 

-A» 

e 1 

c 

u»/ 

1 

t 

und  für  u 

U 

U 

u 

u 

V 

u 

V 


= cos  k X cos  Ä'  y cos  k''  z. 


= sin  A X cos  /'  y cos  i."  z, 

= cos kx  sink'  y cos  k"  z, 
z=  cos  k X cos  k'  y sink'.'  i, 

— sinkx  sin  k'y  cos  k"  z, 

= sin  i X cos  k'y  sin  k"  z. 

= cos  k X sin  k*  y sin  k"  r, 

L\  nsin/lxsinÄ'ysinA"  2, 
so  ergibt  sich  durch  Einsetzen  in  1): 

Nun  kann  man  nehmen: 

u = {A  ^ U + A,  U U U ü ^ + U U e ^ \ 

Durch  Einsetzen  in  die  ersten  beiden  Gleichungen  2)  erhält  man  dann  durch 
Vergleiche  der  entsprechenden  Glieder: 

,4,A-^,a  = 0.  {A,  cos  kl  — A,  sin  A/)  A4-(-^  j sin^l  /+y4  cosA/)a,  =0, 

A — /ij  a = 0,  (^4  cos  il/— i4,  sinA  /)A-f  (><4  sin  cos  A/)<i,  =0, 

u.  s.  w. , indem  man  A^  bezüglich  mit  ^4,  yl,,  A^;  A^  mit  yl,  , A^,  A^  ver- 
tauscht. Man  erhält  so: 

A,  = jA,  A,=^A„  A,  = -jA„ 

(a+<i,)'A cosA  /-f-(a«,  — A*)sinA/  = 0. 

Indem  man  auch  die  andern  Gleichungen  2)  anwendet,  hat  man  drei  Beziehun- 
gen fiir  A,  A',  k",  und  von  den  acht  Giössen  A bleibt  nur  eine  A^  willkürlich, 
und  man  hat: 

^ A ..  A.  = ji..  yi.  = — A ..  A — 

kk"  " ' A'a 


A^ — ^ /I4,  /ij_  ^^A,f  A^—^^fA^,  A^  — ^^^Ai,  A^  — 


iW 


A -.^LLL-a 
• ■’AA'  A" 

indem  wir  A'^“^  für  A ^ setzen,  und : 

p=i/,+|  c.+A  ,;.+i±  c,+f,  c.+£l  u.+^,-,u,+^,  u. 

nehmen,  kann  man  allgemein  setzen; 

, ^ -/*•  u • i 

u = e * . 

(«) 

A,  A',  k"  sind  bestimmt  durch  die  transcendenten  Gleichungen: 

(o-f  a,)Acos  A/-h(o  «4  — A*)sinA/  = 0, 

(A-f  6 ,)  A'  cos  A'  m-f  (6  6 4 - A'»)  sin  k'm  - 0, 

(c-f  C4)A''cosA"n-H(cr4— A''*}6in  A''n  = 0. 
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Man  bcfchränkt  sich  auch  hier  auf  die  positiven  Wurzeln,  da  jeder  derselben 
eine  gleiche  negative  entspricht , und  ist  nach  unserer  allgemeinen  Methode 

so  zu  bestimmen,  dass  Gleichung  3)  erfüllt  wird. 

Man  erhält  offenbar: 

( \ g%ni  g%n  . 

4^  / / / P]dxdydi=l  / / P]fdxdydi. 

Die  Grossen  gehen  hier  auf  die  t te  Wurzel  der  transcendentcn  Glei- 

chungen. 

4)  War  me  V e r brci  t u n g in  einem  Cjlindcr. 

Sei  jetzt  ein  homogener  Gelinder  gegeben,  der  sich  der  Einfachheit  wegen 
parallel  der  Axe  ins  Unendliche  erstrecke.  Es  mOge  ferner  in  gleichen  Entfer- 
nungen von  der  Axo  gleiche  Temperatur  stattfinden. 

Als  Orthogonalflächcn  nehmen  wir  in  diesem  Falle: 

a)  die  concentrischcn  Cylindcrschalen,  die  mit  dem  gegebenen  gleiche  Axe 
haben,  deren  lUdius  r sei, 

b)  Ebenen,  welche  durch  die  Axe  gehen,  und  mit  einer  Anfangsebene  den 
Winkel  7 machen, 

c)  Ebenen  senkrecht  auf  der  Axe  in  der  Entfernung  n von  einem  Anfangs- 
punkte, 

die  Bogenlängen  l,  m,  n sind  dann: 

/ = r,  m~r&,  n = n, 

wo  r,  9,  n von  einander  unabhängig  sind.  In  den  Gleichungen  la)  des  Ab- 
schnitts 1)  ist  nun: 

rt  = r,  c = n,  ■ /i  = l,  »»i  = r,  rij  = l, 

also  wenn  noch: 

* = Jt,=K,  — = 

• c 

gesetzt  wird  : 

1) 


di“*  Ld7  V 


Für  unsern  Fall  aber  ist  der  Ausdruck  von  9 und  n unabhängig,  so  dass 
man  hat : 


la) 


Vergleichen  wir  diesen  Ausdruck  mit  den  Gleichungen  A)  in  Abschnitt  1),  so 
ist:  g-ry  $ = k*r,  i,  = «2=0  zu  setzen,  und  die  Gleichung  4}  dieses  Abschnitts 
wird : 


I) 


/ 


R 

»•  AOe  * 
0 ^ 


n =• 

P 


r 

•'  0 


dr 


wo  r der  Radius  des  Cylinders  und  q sich  durch  eine  Spccialauflösung  der 

P 

Gleichung  la)  ergibt,  welche  zugleich  die  Gleichung: 


2) 

erfüllt.  Setzen  wir  also: 


du 

^ = gu  = 0 für  u — R 


« = « e-*>**^, 
P ^ 


P' 


so  gibt  la): 
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a) 


Tri' ^)- 


Wir  setzen  jetzt,  am  das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung  zu  finden : 

b) 

dies  in  a)  eingesetzt  gibt: 

r-“’  = + fr+2^+'®’-  i'^  + t)- 

Denkt  man  sich  n nnd  ß nach  Potenzen  von  r entwickelt,  so  müssen  offenbar 
die  mit  Igr  maltiplicirten  Glieder  einzeln  verschwinden  , und  die  Gleichung  zer- 
fällt also  in  zwei  andere: 


c) 

und ; 

d) 

Setzt  man  hier: 


/9=s(a-fa,  r+a,  r*-f-  . . ^ a, 


so  gibt  Gleichung  d): 

f*'  +(*+l)(*+2)«,_^  g + (*+2)a^_^  2 = ®' 


oder: 
Nun  Ist: 
also: 

I 

also : 


Ög=l,  <*_,=0, 


— 0,  öj—  2i » <*»—0,  ***~2*4*  ’ * ’ 


fd*  r*  fd*  r* 


2*  "^2*4* 


fd*r* 


Setzt  man  noch: 
so  gibt  Gleichung  c): 


« = 6(l-fÄ,  r-t-6,  r*-f-  . . .), 


iU>4^+(s+2)> 


-+i 


2(*+2)  ^ 


* -f-  2 


2» 4’  . . . (s-i-2)»— 

wenn  s gerade  ist,  und: 

iU>4,+(.+2)U,^,=0, 

wenn  s ungrade  ist.  Wegen  6_^  = 0 erhält  man  aber  für  ungrade  $ hieraus: 


and  wegen  6g  =1: 


6,=0, 


r 

6* 


fd^  a 


. (*+2)*  • • •’ 

so  dass  n ebenfalls  gegeben  ist.  — Die  Bedingungen  unserer  Aufgabe  bestimmen 
aber,  dass  « für  r = 0 nicht  unendlich  werden  darf,  es  muss  also  ß und  somit 

a gleich  Null  sein.  In  diesem  Falle  wird  ^ = 0,  die  Gleichung  für  a der  eben 

dr 

{für  ß gefundenen  identisch,  und  man  kann  setzen : 


16 
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e) 


„ -i  ■ *•* 


wo  6 = 1 ist.  Man  hat  dann: 

II)  M = .Sfi  r e 


2»  4» 
-A*  u^t 


nnd  cs  kommt  noch  darauf  an,  tx  gemäss  der  Gleichung  2)  zu  bestimmen.  Sei 
zu  dem  Ende: 


0 

also : 


so  gibt  Gleichung  2): 

III) 

oder: 


V’W=i-2J  + 274;-  • ; 

utf/  {R^)-\-q  •/.  (Ä ,«)  = 0, 


wo  gesetzt  ist. 

Da  ^{i*)  eine  gerade  Function  ist,  so  entspricht  wieder  jedem  positivem  u 
ein  gleiches  negatives,  und  wir  haben  uns  auf  die  ersteren  Werthe  %u  beschränken. 
Die  Gleichung  II)  mit  Hülfe  von  I)  und  III)  löst  nun  die  Auf^gahe. 

Es  lässt  sich  aber  der  Nenner  in  I)  in  endlicher  Form  hnden. 

Es  ist  nämlich  nach  a) : 

f]  ^ l)= -h  + hfl  ’■ 

In  dem  entwickelten  Thciie  ist  r mit  R zu  vertauschen. 

Für  den  noch  unentwickelten  Theil  gibt  Gleichung  a),  d.  h. : 


, </*p  d.) 

-^•rp=r— 


folgenden  Ausdruck: 


= — / »H>(p</r-f-r£/p)=  — 

•'  0 

Setzt  man  diese  Werthe  oben  ein,  bezeichnet  den  Nenner  in  I)  mit  N und  be- 
rücksichtigt Gleichung  III),  so  kommt: 

N = ^ + R-^ 

da  aber,  wenn  man  in  a)  für  p setzt  y-,  sich  ergibt: 

'A' 
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nnd : 

R 

rQ  l{r)dr 

la) 

— V 

5)  W&rmcTerbreitung  in  einem  Stabe  mit  geringen  Qncr- 
di  men  Binnen. 

Wenn  die  Entfernung  eines  beliebigen  Punktes  in  einem  Stabe  von  einem 
Anfangspunkte  mit  x bezeichnet  wird,  und  die  Querdimensionen  sehr  klein  sind, 
und  man  denkt  sich  Ebenen  senkrecht  auf  die  Längcmlimension  hindurchgclegt, 
so  wird,  wenn  lo  der  Flächeninhalt  einer  solchen  Ebene  ist,  k die  frühere  Be- 

du 

deutung  hat,  durch  eine  solche  Ebene  einströmen  die  Wärmemenge  wä-t"» 
die  Differenz  der  cinströmenden  und' der  durch  die  entgegengesetzte  Ebene  eines 


Elements  ausströmenden  Wärme  sein 


dx 


dx.  Durch  Ausstrahlung  durch 


die  Seiten  verliert  ferner  das  Element  die  Wärmemenge  tp{u  — v)dx,  wo  v die 
äussere  Temperatur,  p ein  Coefficient,  der  von  der  Natur  des  Gases  abhängt, 
e der  Umfang  des  Querschnittes  ist.  Man  hat  also,  wenn  c die  frühere  Beden* 
tnng  hat: 


1) 


du 


c tu 


— (p(u  — v). 


dt  dx 

Nelimen  wir  tu,  k und  c wieder  constant  an,  und  setzen; 


— A , — y, 

C CU} 


so  wird : 

la) 


d*u 


du  _ 

— = A*  -r-:  — o(m  — w). 
t)  t dx*  ^ ' 


Setzt  man  die  äussere  Temperatur  constant,  also  v = 0 (was  immer  geschehen 
kann,  wenn  man  u mit  u — v vertauscht),  so  ist  die  Gleichung  1)  unserm  allge- 
meinen Verfahren  zugänglich. 

An  den  Grenzflächen  wollen  wir  ira  Allgcmetnen  annehmen,  dass  der  Werth 
von  p nicht  derselbe  sei  wie  im  übrigen  Thcilc  des  Stabes.  Die  hindurchdrin- 
gende Wärme  wird  daselbst  sein  bezüglich  tup,(u  — u)  und  — tup,  (m— r),  da  der 
Austausch  an  den  Grenzflächen  im  entgegengesetzten  Sinne  stattfindet,  und  man 
wird  ganz  wie  im  allgemeinen  Falle  haben: 


2) 

oder  wenn: 

ist: 

2 a) 


ou  OU 


p>-. 


k 


^ = 5^  = 9, (r-u). 


Wir  nehmen  auch  hier  e = 0. 

Setzen  wir  in  la):  v~Ut  ^ so  ergibt  sich: 


dU 


d»i 
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also: 

dl~  dl'' 


Es  kann  also  in  la)  9=0  gesetzt  werden,  wenn  man  nach  Vollendung  der 
Rechnnng  noch  mit  e~^  mnltiplicirt.  Also: 


Ib) 


d«  d*ii 

äl~*  d?»* 


♦ 

Die  Gleichungen  2 a)  bleiben  nngeändert.  Es  kommt  dazn  noch  zur  völligen 
Bestimmung  der  Temperatur: 

8)  v = f(x)  für  t=0. 

Sei  2/  die  Länge  des  Stabes,  und  der  Anfangspunkt  in  der  Mitte,  so  gilt 
die  erste  Gleichung  2a)  für  x-l,  die  zweite  für  x=— /. 

Setzen  wir  nun: 


(if  8in//X  + ÄC08/iX}, 


so  ist  die  Gleichung  Ib)  erfiillt.  Wegen  2a)  ist  zu  setzen: 


A/iCos/4  f— £/isin^  Asin^  Beos  ft  l, 

Aft  cosyu  /-f*  Bft  sin^  Asin^  l—q^  Bcosft  l. 

Diese  Gleichungen  bestimmen  eine  der  Constanten  A oder  B und  ausserdem  ft. 
Wir  erhalten : 

B{q  I cos^  /-f-/«  sin  ^ /)  = A cos  fti—qi  sin  ^ l), 

B(U  COB  ft  l-{- ft  sin/i  I)  = A (ftcoB  fti+q^  sin^  /), 

also : 

I)  (7i  ?!-/*'*)  lß2«/=^(?,4-?,), 

eine  transcendente  Gleichung  für  ft.  Setzt  man  den  Werth  von  B): 

^_A(jt  cos  ftl—q^  B\n ftl) 

~ q ^CQB  ftl  fiBXXl  ft  l 
in  den  von  U ein,  und  macht:  . 

A 

: : ^1=**  » 

q I cos  ft  I -j-  ft  Bin  ft  I 

so  'ist: 

/ 

w = 2'n  e (q^B\nft(x-l)-^  ft  cos  ft  (x  — l), 

und  die  Gleichung  3)  kann  wie  immer  erfüllt  werden. 

Batte  man  statt  des  Stahes  einen- geschlossenen  Ring,  so  würden  die  Glei* 
chnngen  2)  Wegfällen,  statt  dessen  aber  die  Bedingung  kommen,  dass  die  Wcrtbc 

von  u und  ^ gleich  sind  für  »=/  und  u=—l.  Dies  gibt: 
ox 


8in^/=0,  H — 

Die  Auflösung  wird  'ähnlich  wie  beim  unendlich  grossen  Körper.  Wir  übergehen 
die  weitere  Ausführung  dieser  Aufgaben,  welche  keinerlei  Schwierigkeiten  machen. 


1) 


6)  Ueber  War  megl  e i ch  ge  w ic  h t im  Cylindor  und  in  der  Kugel. 
Die  Gleichung  fürs  Wärmegleichgewicht  ist  in  rechtwinkligen  Coordinaten : 

d*M  d*«  ^***_rj 

dx*  dy*  dz* 


Wir  setzen  zunächst  einen  Cylinder  voraus,  wo  die  Cylinderaxe  zugleich  Axe  der 
T sein  soll.  Nehmen  Avir  an,  dass  die  Erwärmung  von  z unabhängig  sei,  also 
in  Schnitten  senkrecht  auf  der  Axe  gleich,  so  haben  wir: 
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dx*  * 


dtf'> 


1 8) 

Sei: 

* = rco8^,  y = r sind. 
Die  allgemeine  LOsnhg  von  1 a)  ist : 

»=f{^+y  0. 

also  auch: 


M = (x+yi)”=:r"co8  nd  +isinnd, 


oder ; 

man  kann  also  setzen: 


ft  M 

M = r cos  nd,  nnd  u = r sin  nd  ; 


I) 


M = ^ + Oi  5+0»»“*  cos  2d+  .. 

+ 6,rsin  d-f6,  r»sin  2d+  . . . 


Sei  R der  Radius  des  Cylinders,  so  wird  für  r = R die  Temperatur  eine  Func- 
tion von  d sein,  also : 


2) 

man  muss  also  haben : 


M=/*(d)  für  r=R] 


a. 


/‘(•’)  = -2*+"i  ^cos  d+a,  Ä-COS25+  . . 

+6i  Ä sind-j-6,  Ä’ sin  2d+  . . . 

Nach  der  Theorie  der  Fourrier'schen  Reihen  (vergleiche  den  Artikel:  Reihen) 
ist  diese  Gleichung  erfüllt,  wenn  man  setzt:  * ' 


II) 


/*2/t  2 pi&n 

a R=l  /■(»<)  cos *«  da,  b R =~  f /“(fr)  sin ia  da. 

• J 0 * « / 0 

Die  Gleichungen  I)  nnd  II)  lösen  das  Problem  völlig.  Man  hat  also: 

I ^2nr  /Ir  r*  \ 

“ = — J ^ r(«)  ä”  2(a-d)+  . . .j. 


2n 


Es  lässt  sich  die  Reibe  unter  dem  Integralzeichen  nach  bekannten  Methoden 
aber  leicht  snmmiren,  und  man  hat: 

.2a 

lU) 


1 

“=2s//W‘'"Fr 


Ä*-r* 


2rRcos  («— d)-f-r*' 


Sei  jetzt  der  Körper  eine  Kugel  und  die  Temperatur  im  Anfang  ganz  beliebig, 
so  hat  man  die  Gleichung  1) , und  wenn  r,  d,  tp  Polarcoordinaten  vom  Mittel- 
punkt der  Kugel  aus  genommen  sind,  R aber  der  Radios  der  Kogel  ist,  so  hat 
man  noch: 

2a)  « = y^(d,  y)  für  r=R. 

Eine  leicht  zu  verificirende  Specialauflösong  von  1)  ist: 

^ 1 
(/(*— «)*+(y— W*+(t— y)*  »■ 

Da  die  Gleichung  1)  linear  ist,  kann  man  aber  auch  setzen: 

• ,1 


« = ■ 


da  ’ 


ein  Ausdruck,  der  abgesehen  von  einem  constanten  Factor  gibt: 
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z—a 
~7i~  ’ 


68  ist  also  auch  eine  Auflösung,  da  auch : 

.,1  äi 


dergleichen  sind,  also; 


dß  ’ 


_ /(x— rt)+m(y— j9)-f  w (z-y)  1 


oder  wenn  man: 


l = 2a,  mzz2ß,  n = 2y 

setzt: 

x*4-j/*  + z’  — /S*— y* 

' [(•r-«)*-f-(y-/S)*  + (z- y)*]^ 

Wir  nehmen  ferner  an,  dass  a,  ß,  y die  Coordinaien  eines  Punktes  aufdcrRugcl- 
oberflüche  sind.  Sei  /1  = 1,  eine  Annahme,  die  der  Allgemeinheit  nichts  schadet, 
so  ist: 


«•+/J’+y*  = l- 

’ Setzen  wir  noch : 

x = rco8.>,  ^ = rsin^cosy,  z^rsin^siny, 
« = co8^',  y = sin  cos  y/,  »rrsin^'sin  y ', 

so  kommt: 


u = - 


l_r3 


(1— 2rcos  y+r*) 


r’li’ 


wo: 


cosy  = co8  9 cos  ^'  + 8in^  sin  5'cos  (y  — y') 
ist.  Man  kann  also  auch  setzen : 

1 «2t  «t  l_r= 

IV)  «=7rl  / 

^71 J Q ,ß  „ (1— 2r cosy-l-r*)^ 

Es  lässt  sich  aber  zeigen,  dass  dieser  Ausdruck  für  r=l  die  Gleichung  2a)  er- 
füllt, und  somit  die  Aufgabe  vollständig  löst 
Setzen  wir  nämlich : 

r=l-p, 

wo  g verschwindend  klein  ist,  so  verschwindet  der  Ausdruck  unter  dem  Integral- 
zeichen für  alle  Werthe  von  9^  und  y ',  wo  der  Nenner  nicht  Null  ist. 

Also  nur  der  Theil  des  Integrals  kommt  in  Betracht,  wo  9*  = 9-\-k^ 
y/  = y -j-A,  k und  l aber  verschwindend  klein  sind.  Man  erhält  somit  für  r=l—p, 
wie  leicht  zu  sehen,  wenn  man  die  höheren  Potenzen  von  g und  k nicht -berück- 
sichtigt : 

« = ^ rf -,^/^(9  + k^f/-hk)dkcik. 

Das  Integral  ist  auf  alle  Werthe  von  k und  A auszudehnen,  welche  unendlich 
klein  sind.  Indess  da  für  alle  k und  k,  die  nicht  unendlich  klein  sind,  wegen 
des  verschwindenden  g das  Argument  Null  ist,  kann  man  beide  Integrale  in  den 
Grenzen  — co  und  -foo  nehmen. 

Ist  nun  für  die  gegebenen  Werthe  von  9 und  y.  die  Function  ^ contiuuirlich, 
so  hat  man  also: 

V)  + 2p  dk  dk 

f f j. 


« = - 


4n 


•/  — 


-00  (p»-f**+;i’Bin5*)» 
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Das  Integral  gibt,  wie  leicht  zn  sehen,  4;r,  also  cs  ist  für  verschwindendes  ^ oder 
für  r = l in  der  That : 


y), 

was  zu  beweisen  war.  Ist  aber  ^ für  den  entsprechenden  Werth  von  9 discon- 
tinuirlich,  und : 


y),  7), 

also  für  verschwindendes  t von  einander  verschieden,  so  kommt: 

1 f /'O  rt-f*ÖO  ^00 

m = 7)  / / +•/'(-’+#,  7)  / / 

^ •/  — QO*^  —00  0 — ooj 

wo  die  Integrale  das  obige  Argument  enthalten.  In  diesem  Falle  ergibt  sich 
dann  sehr  leicht,  wenn  man  die  Integrale  berechnet; 


— '/)  -h  -r  fy  7) 

_ 

also  die  arithmetische  Mitte  beider  Werthe.  Aehnliches  gilt  für  7. 

Man  kann  aber  auch  den  Werth  von  u oder  i/>  (^,  y)  leicht  in  eine  Beihe 
entwickeln.  Sei  nämlich : 

i=Ar)  = P,  + P,r4-P,r>+  . • 

(1  — 2r  cos  / + r*)^ 

wo  die  Grössen  /*,,  P^  . . . also  Functionen  von  !>  und  7 sind,  so  hat  man: 
n — co  „ . 1 — r* 


n = o 
also: 

V) 
and: 

VI) 


^ (2n  + l)  P^r”-\-2r£nP^r^~  ' =f(r)  + 2r  = 


(1— 2rcos  r*)^ 

“=  - —4"-^  »•”  f ain9'd»'r  P 

n = 0 •■'0  ‘'o 

./,(»,  = r Binyd9'  f^^'p  yOV- 

rt=0  ■ J 0 ''  0 


Die  .Glieder  dieser  Reihe  werden  Kugelfnnctionen  genannt.  lieber  ihre  höchst  wich- 
tigen Eigenschaften,  sowie  Ober  die  Convergenz  der  Reihe  VI)  siche  den  Artikel: 
Kugelfunctionen.  Hier  ist  nur  noch  Einiges  über  sie  zu  sagen,  was  znm  Ver- 
ständniss  des  Folgenden  nöthig  ist. 

Nach  Abschnitt  1)  Ic)  erfüllt  der  Aasdmek  m die  Gleichung: 

d*  ru  .1  ^ ‘ I 1 ^_A 

dr*  r*  sin ^ d \ d,7/  r*sin^*  d>/*  ~ 

Setzt  man  nun: 


n = oo  / N 

1 d / \ 1 

(“+‘* " <?«+5T»  55  (""  * ) -55+  STT-  -5p-  =0. 


*lso : 


so  wird 

4) 

und : 
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6) 


r = oo 
^(^,y)=  S Q 
r = 0 " 


also  jede  Fanction  von  und  v läfist  oinfi  n u 

°ou'r  * ""*r  H 

fano.io.en  au».  Auch  die  FaucUoncn  errail.;  Wb”  SVug  df  fud 

gemein.  MXd^.o  Ilg.“”fch%Ll  die“.e  Gl"/i  f 

hat,  QDd  uamentlich  ist  der  Satz  richtig:  ' daaelbet  geforderte  Form 

fifo 

wenn  n nicht  gleich  $ ist. 

gaa^r:fe^"griVtirw?rm‘t°i.‘t:""  *"*''■  *»f 

K.g.7Lfpo”i,e”o°„.'’  <•«  Whanegleichauge»  fhr  di. 

Die  zu  erfiillenden  Gleichungen  sind; 

1 '•""»Ir 

dt  V dr> 


1) 

2) 


' sin^ 


d» 


^ ■ 1 d*m\ 

' ~^r*sin^»  d«  * /’ 


drM  pR—  1 

J; — ru=pR(  für  r=Ä, 


dr 


R 


wo  p in  H)  des  Abschnitts  1)  gesetzt  ist,  und  R der  Kadius  der  Kugel  ist, 
endlich:  **  ^ 

«=f{r,  9,  <f)  för  < = 0. 

Da  m jedenfalls  eine  Function  von  » und  a ist  fwclche  noch  r nnri  a »„.u-i.n 
80  kann  man  u in  eine  Reihe  nach  Kugelfunctionen  entwickeln.  Sei^alto;  ^ 

^ = Q,  + Oi  + (?,+  . . 

80  erfüllt  jede  der  Grössen  die  Gleichung  4)  des  vorigen  Abschnittes.  Der 
Ausdruck  r«  wird  die  Gleichung  1)  erfiiUen,  wenn  dieselbe  erfüim  und  diese 

mit  4)  des  vorigen  Abschnitts  verglichen,  gibt  dann: 

' dr*  r*  / 


a) 

dt 

Wir  setzen  jetzt  wie  immer: 

b) 


Die  Gleichung  4)  wird  dann; 
5) 


(?„  = ^y  e 

n ^ 


— A*  ju*  / 


dr 


+ F=o. 


latagral  finden. 

zunacnst  n_ü,  so  ist  eine  Lösung: 


Wir  setzen  jetzt  allgemein; 

c) 

Dies  in  5)  eingesetzt  gibt: 


y = c^''\ 


y = e^^  S C 
p = 0 P 
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^^C2(m4-i>+l)^i  , +[(»»4-/»  + l)  (w+p+2)-«(n+l)] 

+ (2m^  iC,  + [m  (m  + l)-rt  (m+1)]  Ci)r”*“‘ 

+[«  1)  _ «(„+ 1)]  r”*”^=  0. 

Die  mit  gleichen  Potenzen  von  r multiplicirten  Glieder  mdssen  einzeln  verschwin- 
den. Es  ist  also  zun&chst  fQr  p = 0: 

m(m— l)  = rt(rt-f  1), 

also  entweder  m = n-f-l  oder  m — — 

Wir  gehen  von  dem  letztem  Werthe  ans.  Dann  ist: 

— 2»/u»C,  — 2n  = 0, 

also : 

Ci  =/4*  r,, 

und  allgemein : 

d)  2{p-n+\)ft  i =[«(n-fl)-0»-i»-f  1)  (p-«+2)] 

Diese  Gleichnng  gibt  aoch  C^^  wenn  man  p = — 1 setzt. 

Wenn  aber  p = n—\  gesetzt  wird,  so  kommt  ^'p_j_2 
genden  /)  = 0,  die  Gleichung  c)  hat  also ‘nur  n-j-l  Glieder,  und  es  ist: 


®i) 


p = 0 ^ 


För  d)  kann  man  auch  schreiben : 

_ 2(p-n-l)/ii 
p p-r 

und  wenn  man  C , durch  C „ ausdrückt  und  so  fortilhrt: 
p-l  p-i 


n 


dj 


WO  n der  Binomialcoefhcient  — £Ü)  Q^d  p'.  = l • 2 . . . p ist. 

p 1 • 2 . . . p 

Das  Integral  c,)  der  Gleichung  5)  enth&lt  allerdings  nur  eine  Constante. 
Setzen  wir  indess  — t für  t,  und  ändern  diese  Constante,  addiren  beide  Ausdrücke, 
so  kommt  das  vollständige  Integral  von  5).  Indem  wir  in  dem  entstehenden 
Ausdruck  die  geraden  und  ungeraden  p noch  sondern,  kommt  auf  diese  Weise 

,fo 

-Be  )r  (2»+l)I  (2«),,+  , • 

lat  die  obere  Grenze  keine  ganze  Zahl,  so  ist  dafür  die  grösste  darin  enthaltene 
ganze  Zahl  zu  setzen.  Sei  noch: 

A + Ä=a,  %{A-B)  = ß, 

so  erhält  man: 

c,)  F=(ailf— /9iV)  cos  -f- (aiV sin /ur, 

wo  also  ist: 
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fl 


\t  fl 


’ = T 


n — 1 


~r  ^ 

A=:2.ur‘  " V - (-4u‘)’> 


7 = 0 


(27+1)!(2«X 


7+1 


Es  kommt  nun  zunächst  die  Bedingung  dazu,  dass  für  r=0  auch  ru  = 0 ist. 
Diese  Bedingung  wird  erfüllt,  wenn  in  diesem  Falle  f'  = 0 ist. 

Setzen  wir  r unendlich  klein  und  vernachlässigen  die  Glieder,  welche  gegen 

r ” unendlich  gross  von  einer  niederen  Ordnung  sind,  so  ist:  F=«.W,  cs  muss 
also  rt  = 0 sein,  und  mau  hat: 


y~  fl  (/tf  sin  /u  r— jY  cos  u r). 


Dass  damit  die  Gleichung  K = 0 für  r = 0 auch  wirklich  erfüllt  sei,  ist  leicht 
zu  zeigen.  Die  Glieder,  welche  mit  negativen  Potenzen  von  r multiplicirt  sind, 
verschwinden  nämlich  in  Cj)  ganz,  wenn  man  sin/^r  und  cos fir  entwickelt. 
Uebrigens  ist  die  Gleichung  5)  ciuc  bekannte,  aus  der  Biecatischen  abzuleitcnde, 
und  daher  ihre  Auflösung  auch  in  der  Form  eines  bestimmten  Integrals  zu  finden, 
woraus  dann  die  Eigenschaft,  dass  bei  zweckmässiger  Bestimmung  der  einen 
Constanto  V für  r=0  verschwindet,  sogleich  bervorgeht. 

Um  der  Gleichung  2)  zu  genügen,  'setzen  wir  vor  der  Hand  wieder  C = 0, 


und  sei  der  Kürze  halber 
Grenze  bat: 

e) 


pR-1  _ 


n 


= 7.  Sie  wird  erfüllt,  wenn  man  au  dieser 


für  r = Ä, 


wo ; 


f)  7 = Jtf  sin^  r— iV  cos  ixr 

ist.  Dies  ist  wieder  eine  transcendente  Gleichung,  und  es  ist  leicht  zu  sehen, 
dass  jedem  positiven  u ein  gleiches  negatives  entspricht,  von  dem  hier  abzuseben 
ist.  Wir  können  nunmehr  setzen  . 


bj 


Q =^ß  (2 


-«»AM 


wo  die  Summe  auf  alle  Werthe  von  ,«  geht,  denen  Wertho  von  fl  und  q ent- 
sprechen. Es  sind  aber  noch  die  Coefficienten  fl^  ^ zu  bestimmen,  so  dass  Glei- 
chung 3)  erfüllt  ist. 

- Wie' auch  die  Function  f{r,  ,7,  y)  beschaffen  sei,  so  lässt  sich  dieselbe  nach 
Kugelfunctionen  entwickeln,  und  es  sei : 

g)  7)  = • • •» 

so  kann  mau  Gleichung  3)  ersetzen  durch: 

Q - Y für  t = 0. 

Ganz  wie  in  allen  früheren  Fällen  ist  wegen  Gleichung  4),  welche  die  vor- 
geschriebene Gestalt  hat,  auch  hier: 

f,R 

* 0 

so  lange  n = s ist. 

Setzt  man  also  wieder  behufs  der  Beihenentwickclnng: 


80  kommt: 


Y =2fl  0 , 

n /u^n,  /u* 
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h) 


g»R 

I Y o dr  = ß / Q * dr. 


womit  auch  Ä gegeben  ist. 

Die  Formel  n)  löst.aluo  die  Aufgabe,  wenn  man  die  Q darin  durch  bj)  aus- 
drückt, Gleichung  c,)  und  f)  berücksichtigt,  und  die  Werthe  fl  der  Gleichung 

n,  ft 

h)  entnimmt. 

Es  ist  aber  jetr.t  der  Fall  zu  betrachten,  wo  ( eine  gegebene  Function  von 
t,  V'  und  ist.  Zu  diesem  Zwecke  bedienen  wir  uns  der  Methode  des  Ab- 
schnitts 2).  Derselben  zufolge  setzen  wir; 

und  möge  m,  die  Gleichung  1)  und  2)  erfüllen,  wenn  f darin  gleich  0 ist,  ausser- 
dem die  Gleichung  3),  wenn  wir  darin  für  f setzen  f—f,,  wo  noch  zu  be- 
stimmen ist.  II  / ist  dann  gegeben  durch  die  eben  entwickelten  Formeln  für  w, 
wenn  man  überall  f vertauscht  mit  f—f,-  Dagegen  muss  u'  erfüllen  die  Glei- 
chung 1),  die  Gleichung  2),  worin  C beliebig  ist,  und  die  Gleichung  3),  worin 
für  f steht.  Wir  haben  aber  den  Vortheil,  dass  ganz  beliebig  bestimmt  werden 
kann.  Um  u'  zu  finden,  setzen  wir  nun  zunächst  wieder : 

m'=  Q \ 
n =:  U 

wo  wieder  Kugelfunctionen  vorstellt.  Das  Verfahren  ist  nun  zunächst  wie 
oben,  erfüllt  die  Gleichung  4),  und  indem  man  setzt: 

i)  Q ' = 2 V 

' ft  ' 

wo  ju  ein  anderes  als  vorhin  ist,  gelangt  man  zn  dem  c,)  analogen  Ausdruck: 
k)  = cos  u r)  = fl^^ 

wo  ^ also  eine  Function  von  r ist,  die  noch  von  n und  fx  abhängig  ist. 

Um  die  Gleichung  2)  zu  erfüllen,  entwickeln  wir  auch  ( nach  Kugelfunctionen, 
also : 

f = Zj-j* Z,-f-Z,-|-  . . . 

Der  Gleichung.  2)  ist  dann  genügt,  wenn  man  hat: 

dQ  ' 


n 


dr 


-q  Q ' = pRZ  für  r = Ä. 

ft  ft 


Wir  wollen  nun  zunächst  annehmen,  es  sei: 


1) 


Z = 2v  e 
n n 


-A*  u*  t 


so  kann  man  die  vorletetc  Gleichung  wegen  des  Werthes  von  vertauschen  mit : 

d V ' 

n»)  — +7  ^ '=pRV  . 

Wir  setzen  jetzt  Da  man  nun  hat,  was  auch  f sei: 

1 /•+«5 

fO)  = ~f  / cosm(f— r)/'(r)rfrrfMi, 

^ 0 ./  _QQ 


oder  was  dasselbe  ist: 


so  lässt  sich  die  Gleichung  1)  immer  veriheiren,  wenn  man : 

1 — nir» 
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setzt,  nnd  die  Sumine  auf  alle  dm  und 
dr  von  —ao  bis  +oo  erstreckt  denkt. 
Die  Gleichung  m)  reicht  dann  zur  Be- 
stimmung der  ebenfalls  unendlich  kleinen 
Grössen  ß aus , und  die  Summe  in  i) 
wird  dann  auch  ein  Doppelintegral.  Es 
ist  somit  die  Aufgabe  gclOst , und  es 
bleibt  nur  noch  übrig,  in  den  Werth  von 

zu  setzen  t = 0,  was  dann  den  Werth 
von  gibt. 

Bei  dem  letzten  Theil  der  Aufgabe  ist 
hier  nur  andeutungsweise  verfahren  wor- 
den. Das  Nähere  enthalt:  Poisson, 

Theorie  mathematique  de  la  chaleur. 

8)  Historisches. 

Die  Grundlagen  der  Theorie  der  Wär- 
meverbreitung  stammen  von  Fourricr 
{Theorie  analytique  de  la  chaleur).  Die 
mathematische  Ausführung  derselben, 
einer  der  schönsten  Thcile  der  Analysis, 
ist  als  Erweiterung  derjenigen  Methode 
zu  betrachten,  welche  Lagrange  in  sei- 
ner Theorie  der  schwingenden  Saite  ge- 
schaffen hat.  Poisson's  schon  angeführ- 
tes Werk  enthält  ausser  den  hier  ange- 
denteten  Theorien  eines  Stabes  und  der 
vollständigen  Theorie  der  Kugel  noch 
Anwendungen  auf  die  Temperatur  der 
Erde,  — Ausser  der  Anwendung  auf 
verschiedene  dreiseitige  Frismeu,  den 
vollständig  begrenzten  Cylinder,  ist  noch 
Lamd’s  Arbeit  über  das  Wärmegleich- 
gewicht  eines  Ellipsoids  (Journal  de 
Vecole  polytechnique,  cahier  22)  von  be- 
sonderer Wichtigkeit.  Es  sind  in  dieser 
Arbeit  die  sogenannten  Lame’schen 
Functionen  zuerst  angewandt,  welche 
mit  dem  Ellipsoid  in  ähnlicher  Weise 
Zusammenhängen,  wie  die  von  La  Place 
herrührenden  Kngclfunctioncn  mit  der 
Kugel. 

Wärme  - Terwerthnog  derselben  in 
technischer  Beziehung. 

1)  Einleitung. 

Es  ist  in  diesem  Artikel  die  Theorie 
der  wichtigsten  praktischen  Verwerthungs- 
mittcl  der  Wärme,  also  der  Dampfer- 
zeugungsapparatc  und  der  Dampfmaschine 
zu  geben. 

In  dieser  Einleitung  sollen  einige  an 
den  theoretischen  Theil  der  Wärmelehre 
sich  anknüpfende  Betrachtungen,  nament- 
lich Erfahrungsrcsultate , gegeben  wer- 
den. Diese  betreffen  die  Abkühlung 
und  die  Erzeugung  von  Wärme  aus  ge- 
gebenem Brennmaterial. 

A)  Abkühlung. 

Wir  geben  hier  statt  der  im  vorletz- 


ten Artikel . enthaltenen  Formel  für  die 
Abkühlungsgeschwindigkeit  (d.  h.  den 
Wärmeverlust  in  der  Zeiteinheit)  einige 
für  den  Gebrauch  bequemere  Nähorungs- 
formeln.  Bezeichnen  wir  dieselbe  mit 
r,  und  den  Tumperaturüberschuss  des 
abzukühlcnden  Gegenstandes  gegen  die 
umgebende  Luft  mit  t,  so  ist  nach 
Peclct : 

t = .4/(l-|-rt<). 

A und  a sind  Erfahrungscoefdeienten. 
Bei  Temperaturen  von  10  bis  260*  ist: 

1)  für  eine  Glasfläche:  « = 0,0065, 

2)  für  eine  Silberfläche:  « = 0,0051, 

3)  für  eine  Russflächc:  «=0,0066, 

und  bei  Temperaturen  von  0 bis  20®» 
für  dieselben  Flächen : 

1)  « = 0,0039, 

2)  « = 0,011, 

3)  « = 0,0043. 

Für  A erhält  man,  wenn  als  Zeiteinheit 
die  Stunde,  als  Ranmeinheit  das  Qua- 
dratmeter vorausgesetzt  wird,  wenn  fer- 
ner der  abzukühlende  Gegenstand  Was- 
ser ist,  in  w'clchem  Falle  es  wie  bei 
der  Bestimmung  von  « nur  auf  die  Be- 
schaffenheit des  Gefässes  ankommt: 


1)  für  polirte  Mctallflächen : 

^=4,38, 

2)  für  Glas  oder  Fimisswand: 

A = 6.40, 

3)  für  Blech  oder  Gusseisen : 

^ = 7,70, 

4)  für  mit  Russ  überzogene  Wände: 

A = 8,48. 


Denken  wir  uns  jetzt  ein  mit  warmem 
Wasser  gefülltes  Gefäss  mit  zwei  Män- 
teln in  einem  gewissen  Abstande  um- 
geben, und  die  Zwischenräume  mit  ab- 
gesperrter Luft  gefüllt. 

, Seien  F und  die  Oberflächen  der 
Gefässc,  t und  t,  die  Temperaturüber- 
schüsso  gegen  die  äussere  Luft,  so  kann 
man,  da  beide  Oberflächen  sich  gleich 
schnell  abkühlen,  setzen: 

also : 

Ft 

die  Abkühlung  aufs  Quadratmeter: 


u = il/i(l-fn<i) 

_ ^ 
“F+F. 


At 
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und  f&r  dio  ganze  Fläche  F| : 


F F 


Sollte  jedoch  der  Abstand  zwischen  Man- 
tel und  Kessel  nur  sehr  klein  sein,  so 
würde  hauptsächlich  durch  Ausstrahlung 
Wärme  an  den  Mantel  abgegeben , und 
dies  würde  vollständig  stattfinden,  wenn 
dieser  Raum  luftleer  wäre.  Dann  hat 


F,0: 


A A,FF, 


A F -{-A  ^ F , 

Diese  Formeln  sind  aber  für  schlechte 
Wärmeleiter  nicht  anwendbar. 

Für  diese  setzt  Fdclet: 

u = — ' FC, 

e 

wo  C die  Wärmemenge  ist,  welche 
stündlich  durch  einen  plattcnförmigcn 
Körper  vom  Stoffe  des  gegebenen  von 
1 Quadratmeter  Fläche  und  1 Meter 
Dicke  geht,  wenn  die  Temperaturdifife- 
renz  auf  beiden  Oberflächen  1®  beträgt, 
®‘dic  Wärme,  welche  stündlich  durch 
eine  Platte  von  der  Dicke  e und  der 
Seitenfläche  F geht , und  wo  die  Tem- 
peraturen beider  Seiten  l und  t,  sind. 

Die  Constnnte  C ist  für : 

Liaskalk  0,80, 

Ziegel  0,68, 

Gyps  • 0,73, 

Tannenholz  0,17, 

Eichenholz  0,32, 

Kork  0,093, 

gehacktes  Stroh  ' 0,070, 

Holzkohlenstanb  0,35, 

Koaksstaub  0,44, 

trockene  Erde  0,27, 

fein  zerthciltc  Baumwolle  0,135, 
stark  zusammengedrückte  0,170, 
fein  zertheilte  Wolle  0,063, 
stark  zusammengedrücktc  0,136, 

Wird  eine  Seitenfläche  bei  constanter 
Temperatur  erhalten,  die  andere  der  Luft 
ausgesetzt,  so  kann  man  annähernd  den 
Wärmeverlust  gleich  FAt^  nehmen, 
wenn  t und  l^  die  Uebcrschüsse  der 
Wärme  gegen  die  äussere  Luft  sind, 
wie  dies  in  der  Formel  für  r ja  gesche- 
hen'kann.  Es  ist  also: 

Fi4tj=— ‘ FC, 


Ct 


FACl 


die  Abkühlung  bei  F|  einen  Coeffiden- 
ten  A , . der  nicht  mit  A identisch  zn 
sein  braucht,  und  der  den  obigen  Zah- 
len zu  entnehmen  ist.  Es  ist  dann : 

AF{t-t,)  = A,F,t„ 
^~AF+A,F, 

und  es  ist: 

für  Liaskalk  und  Ziegel  A = 9, 
für  Gyps  und  Holz  . An 8. 

Ist  die  Dicke  e gering  und  das  Leitungs- 
Vermögen  gross,  so  ist  i4e=0  zu  setzen. 

Fv=:FACt. 

Bei  grösseren  Teroperaturdifferenzen  aber 
erhält  man  bessere  Resultate  durch  die 
Formel ; 

ACFt{l+at,) 

(!+«/ JAe+C’ 

wo : 

« = 0,0051 

für  polirte, 

« = 0,0066 

für  nicht  polirte  Flächen  ist. 

B)  Brennmaterial. 

Die  Wärmeerzeugung  geschieht  in  der 
Technik  fast  ausschliesslich  durch  Ver- 
brennen, d.  h.  durch  schnelles  Oxydiren 
der  Körper,  und  kommt  hier  hauptsäch- 
lich dio  Verbrennung  der  kohlenhaltigen 
Körper,  also  dio  Erzeugung  der  Kohlen- 
säure in  Anwendung.  Die  Menge  der 
erzeugten  Wärme  wird  gemessen  durch 
Beobachtung  der  Temperatnrzunahme 
eines  gewissen  Quantums  Wasser  bei 
gegebenem  Brennstoff.  So  findet  Du- 
long,  dass  1 Gramm  Wasserstoff  bei 
seiner  Verbrennung  34600  Gramm  Was- 
ser um  1“  erwärmt,  1 Gramm  Kohlen- 
stoff nur  7290  Gramm  Wasser,  1 Gramm 
Kohlenoxyd  2490,  dass  ferner  im  erste- 
ren  Falle  4,32  Gramm  Sauerstoff,  im 
zweiten  2,73,  ira  dritten  4,36  verbraucht 
werden. 

Beschränken  wir  uns  auf  die  Ver- 
wandlung der  Kohle  in  Kohlensäure,  und 
nehmen  wir  an,  dass  dieselbe  aus  27,36 
Gewichlstheilcn  Kohle  und  72.64  Koh- 
lensäure besteht,  so  zeigt  sich  allgemein, 
dass  bei  der  Verbrennung  von  1 Gramm 
72  64 

Kohle  ^’^=  2,65  Gramm  Sauerstoff 
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verbraucht  werden.  Dem  entsprechen 
aber  11.52  Gramm  atmosphärischer  Luft, 
da  dieselbe  23  Gewichtstheilc  Sauerstoff 
und  77  Stickstoff  enthält. 

Favre  und  Silbcrmann  haben  neuere 
Versuche  über  die  Verbrennungswärme 
angestcllt.  Sie  bedienten  sieh  dabei 
eines  Calorimcters , bestehend  in  einer 
metallenen  Verbrennungskammer  von 
5 Centimeter  Weite,  10  Centimeter  Höhe, 
die  in  ein  mit  Wasser  gefülltes  Gefäss 
taucht  und  mit  der  äusseren  Umgebung 
durch  drei  Röhren  in  Verbindung  steht; 
durch  eine  wurde  das  zu  verbrennende 
Gas,  durch  die  andere  der  dazu  nöthige 
Sauerstoff  zugeführt,  durch  die  dritte  die 
gasförmigen  Vcrbrcnnungsproduetc  ab- 
gefdhrt.  Dies  letzte  Rohr  ist  lang  und 
vielfach  gewunden,  um  seine  Wärme  an 
das  Kohlwasser  abzugeben.  Bei  Ver- 
brennung von  festen  Körpern  worden 
diese  vorher  in  die  Verbrenuungskammer 
gebracht  und  das  zweite  Kohr  geschlossen. 
Der  ganze  Apparat  befand  sich  über- 
dies in  einem  Wasserbade,  um  möglichst 
wenig  Wärmccommunication  mit  der 
Umgebung  zu  bewirken.  Auf  diese 
Weise  ergaben  sich  bei  Verbrennung 
von  1 Kilogramm  die  Wärmemenge  für; 


Holzkohle 

Graphit 

Kohlenoxydgas 

Wasserstuffgas 


8080  Calories, 
7797  - 

2403  — 

34462  — 


unter  einem  Kilogramm  die  Wärme- 
menge verstanden,  welche  1 Kilogramm 
Wasser  um  1®  erwärmt. 

Der  Unterschied  zwischen  den  Ver- 
suchen vun  Dulong  und  diesen  letztem 
in  Bezug  auf  Kohle  kummt  daher , dass 
ein  Theil  derselben  bei  mangelhafter 
Zuführung  von  atinosphäriscber  Luft  nicht 
zu  Kohlensäure,  sondern  zu  Kohlenoxyd- 
gas verbrannt  wird,  wobei  sich  eine  ge- 
ringere Wärme  entwickelt. 

Es  wurden  nach  genauem  Berechnun- 
gen für  die  Kohlensäure  72,73  Theilc 
Sauerstoff,  27,27  Kohlenstoff  angenom- 
men, für  das  Kohlenoxydgas  42,86  Thcile 
Kohlenstoff,  57,14  Thcile  Sauerstoff. 
Um  ein  Gramm  Kohle  in  Kuhlcnoxyd- 
gas  zu  verwandeln,  werden  daher 
57  14 

---—  = 1,333  Gramm  Sauerstoff,  oder 
42,86 

1.333 

-^^  = 5,8  Gramm  atmosphärischer  Luft 

verbraucht,  etwa  halb  so  viel  als  bei  der 
Verbrennung  zu  Kohlensäure. 

Nach  den  letzten  Versuchen  erzeugt 
die  Verbrennung  eines  Kilogramms  Koh- 


Icnoxydgas  2403  Calorics,  und  daher  der 
darin  enthaltene  Kohlenstoff,  welcher 
0,4286  Kilogramm  beträgt: 

9403 

=6607  Cloricr  , 

die  Wärme,  welche  bei  Verbrennung 
eines  Kilogramms  Kohle  zu  Kohlcn- 
oxydgas  entsteht,  muss  also : 

8080  — 5607  = 2473  Calotics 

betragen,  etwa  der  durch  vollständige 
Verbrennung  zu  Kohlensäure  gewonnenen. 

Die  Wärmemenge,  welche  bei  Ver- 
brennung von  Kohlcnwasserstoffverbin- 
duiigcn  entsteht,  lässt  sich  aus  denen 
durch  Kohle  und  durch  Wasserstoff  ge- 
wonnenen leicht  ermitteln. 

Das  Grubengas  enthält  25  8 Wasser- 
stoff. 75  8 Sauerstoff,  also  die  Verbren- 
nungswärme : 

i .34462-f  J .8080  = 14675,5. 

Das  ölbildende  Gas  enthält  | Wasser- 
stoff, 4 Kohlenstoff,  dem  cntspric^it  die 
Verbrenuungswärme : 

11849. 

Zu  Brennstoffen,  welche  bei  der  Er- 
zeugung von  Wasserdampf  dienen,  ge- 
braucht man  hauptsächlich  Steinkohlen, 
Braunkohlen,  Torf,  Holz  und  Coaks. 
Dieselben  enthalten  Kohle,  Wasserstoff 
und  Sauerstoff,  oft  noch  etwas  Stiekstoff, 
verschiedene  anorganische  Bestandtheile 
(Asche),  ausserdem  noch  Wasser.  Das 
letztere,  indem  es  Dainpfform  annimmt, 
schmälert  die  Heizkraft.  Frisches  Holz 
enthält  35  — 50  8,  in  der  Luft  getrocknet 
immer  noch  20  — 25  8 Wasser.  Um 
Wasser  in  Dumpf  zu  verwandeln,  wer- 
den aber  640  Calorics  verbraucht,  und 
da  ganz  trockenes  Holz  3600  Calorics 
gibt,  so  gibt  cs  in  der  Luft  getrocknet, 
also  bei  25  8 Wassergehalt  nur: 

3600 . \ = 2700  Calorics, 


wovon ; 


640.0,25=160 


an  das  Wasser  abgegeben  werden,  so 
dass  die  Heizkraft: 

2700  — 160=1540  Calorics 
beträgt. 

Der  in  den  Brennmaterialien  enthal- 
tene Sauerstoff  ist  mit  8 seines  Gewich- 
tes Wasserstoff  zu  Wasser  verbunden, 
derart,  dass  wenn  man  mit  H die  Was- 
serstoffmeuge,  mit  0 die  Sauerstoffmenge 
bezeichnet , nur  der  Theil  des  Wasser- 
stoffes // — Q-  zur  Verbrennung  gelangt 
8 

und  die  Wärme : 
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IK,  =34462 

erzeugt,  wozu  die  durch  die  Kohle  C 
erzeugte ; 

\V\  =8080C 

kommt,  also  die  (theoretische)  Ilcizkraft 
des  Brcnnronlerials  ist: 

= 34462  (//-|-)+8080  C. 

Hieraus  ergibt  sich  für  die  verschiede- 
nen Brennstoffe: 

AnthraciC,  welcher  91  S Kohle, 
3 * Wasserstoff,  3 J Sauerstoff,  3 ® Asche 
enthält : 

ir  = 8258, 

Steinkohle,  welche  80g  Kohle, 
5 g Wasserstoff,  10  g Sauerstoff  und  5 g 
Asche  enthält: 


den  Schornstein  abzuleitcnden  ^ Gasge- 
menges zu  ermitteln. 

Um  die  Kohlenstoffmcngc  O in  Koh- 
lensäure zu  verwandeln , ist  eine  Saucr- 
stoffmenge : 

0»  = 4C  = 2,67C 

nr>thig,  die  daraus  entstehende  Menge 
Kohlensäure  beträgt  also: 

C-|-j5  6’ = 3,67  C. 

Die  frei  bleibende  Wasserstoffmenge: 


erfordert  zur  Verbrennung: 

0,  =8  (//---)  =8//-0, 
und  gibt  das  Wasserquantum: 
9(//-|)=9ff-|.0; 


H =7756, 

Braunkohle,  welche  60  g Kohle, 
5 g Wasserstoff,  25  g Sauerstoff,  JO  g 
Asche  enthält: 

IV  = 5494, 

Torf,  welcher  52g  Kohle,  5 g W’^asscr- 
stoff,  33g  Sauerstoff',  10g  Asche  ent- 
hält : 

U =4503, 

Holz,  welches  durchschnittlich  49  g 
Kohle,  6'ö  Wasserstoff,  44g  Sauerstoff', 
1 g Asche  enthält: 

»»■  = 4131. 

Soll  das  Brennmaterial  zuerst  ver- 
kohlt werden,  so  wird  nicht  allein  Wasser- 
stoff und  Sauerstoff  entfernt,  sondern  es 
geht  durch  chemische  Verbindung  auch 
ein  Thcil  der  Kohle  verloren.  Daher 
gibt  1 Pfund  lufttrockenes  Holz  mit 
20  g Wasser  und  40  g Kohlenstoff  nur 
0,18  bis  0,25  Pfund  Holzkohlen , und 
1 Pfund  Steinkohle  nur  0,45  bis  0,6 
Pfund  Coaks,  aber  Holzkohle  und  Coaks 
sind  auch  nicht  reine  Kohle,  und  geben 
daher  nur  7000  bis  7500  Calorics.  Es 
ist  daher,  wenn  es  nur  auf  die  Heiz- 
kraft ankommt,  die  Verkohlung  nicht 
gerathen. 

Beim  Verbrennen  auf  Heerdcn , wo 
dasselbe  nie  ganz  vollsläudig  erfolgt, 
und  wo  die  Verbrennungsproducte  Wärme 
mit  fortnehmen,  auch  die  Wände  davon 
consumiren,  ist  nach  W.  Brix  höchstens 
1^  der  theoretischen  Ucizkraft  zu  er- 
reichen. 

Es  ist  noch  die  zur  Verbrennung  nö- 
tliige  Lnftmcnge,  sowie  die  des  durch 


cs  ist  also  der  ganze  Sauerstoffbedarf: 
O = O J -f  O,  = 2,67  C-l-8  H- O, 

er  erfordert  das  atmosphäri- 

scher  Luft: 

L = UM  C-h34,63//-4330. 

Sind  C,  II  und  O in  Kilogramm  ausge- 
drückt, uml  will  man  die  Luftmenge  in 
Cubikmetern  haben , so  ist  in  Berück- 
sichtigung, dass  bei  10*  Wärme  und 
0,76  Meter  Baronie' erstand  1 Cubik- 
metcr  Luft  1,25  Kilogramm  wiegt,  mit 

r— - = j zu  multipliciren,  und  man  hat: 

/.  = 9,23  C-b  27,70// -3,46  0 

(Cubikmeter). 

Für  ein  Pfund  Brennstoff  ist  dies  mit 

32,346 

zu  multipliciren , wenn  die  Luft 

2,loo 

in  Cubikfuss  bestimmt  werden  soll ; es 
kommt : 

L = 139,6  C -f  419, 1 //  - 52,4  O (Cubik  fuss). 

Soll  aber  eine  schnelle  und  vollständige 
Verbrennung  erreicht  werden,  so  ist  die 
hinzuströmende  Lufemenge  zu  verdoppeln. 

Das  durch  den  Schornstein  abströ- 
mende Gasgemenge  besteht  ans  dem 
Stickstoff  der  zustrOmenden  Luft , der 
durch  die  Verbrennung  erlangten  Koh- 
lensäure und  aus  dem  hierbei  gebildeten 
Wasserdampf.  Die  Stickstoffmenge  ist: 

C>,=^(2,67C-i-8//-0) 

= 8,88  C+26,63  //-  3,33  O (Kilogramm), 
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oder  da  bei  10*  Warme  und  0,76  Meter  Barometerstand  die  Dichtigkeit  des 
Stickstöfifes  1,2141  Kilogramm  beträgt: 

Q , = 7,315  C4- +21,93  H -2,74  O Cubikmeter, 

also  für  das  Pfund  Brennstoff: 

P,  = 11070- 3474^-41, 50  Cubikfuss. 

Die  Dichtigkeit  der  Kohlensäure  ist  1,911  Gramm,  woraus  sich  ergibt: 

Q , = = 1,919  C Cubikmeter, 


und  für  das  Pfund  Brennstoff: 


= 29,03  C Cubikfuss. 

Ans  der  Wasserstoffmengc  H entsteht  die  Wassermenge  gH,  welcher,  da  ein 
Cubikmeter  0,78125  Kilogramm  wiegt,  die  Dampfmengc : 

Qt  = lljb2  H Cubikmeter, 

oder  fürs  Pfund  Brennstog: 

0,  = 174,3 /f  Cubikfuss 

entspricht.  Also  das  durch  die  Verbrennung  erlangte  Gas  beträgt: 

(^=0t  + (^*+P»  = 139,7  C+521 ,7 H -4,15 O Cubikfuss. 

Sein  Gewicht  ist  das  Gewicht  C des  Brennstoffes  vermehrt  um  das  der  sugeström- 
ten  Luft  L,  also  das  Gewicht  eines  Cubikfusses  davon,  oder  die  Dichtigkeit: 

12.54  0+34,63//- 4,33  0 
^ ~ 139,7  0+521,70  //-  41 ,50  0' 


Wird  aber  der  besseren  Verbrennung  w-egen  die  doppelte  Luftmenge  zugeführt,  so 
ist  für  das  abgerdbrte  Gasgemenge  noch  hinzuzufügen : 

L = 139,6  C+419,1  //-52,4  0, 

so  dass  man  erhält: 

Q — 279,4  C+940,8  H-10,9  O Cubikfuss, 

_ 24,09  0+69,26  //-8,66  O 
^ ~ 279,4  C+ ^,8  H - 10,9  0' 

Die  Werthe  Q und  y beziehen  sich  auf  die  mittlere  Temperatur,  10“.  der  zutre- 
tendeu  Luft;  ist  daher  t die  der  abströmenden,  so  ist  Q zu  multipliciren  mit; 

wo=  J=0, 00367, 

man  erhält  also: 

1+000367« 

1,0367 

also  wenn: 


« = 300« 


ist,  wie  dies  gewöhnlich  angenommen  wird,  so  ist  das  Quantum: 


2,027  C>, 


und  die  Dichtigkeit: 


2:^=0, 4934y. 

Die  folgende  Tafel  enthält  die  theoretische  Ueizkraft  der  gebräuchlichsten  Brenn- 
Stoffe,  sowie  die  zustrOmenden  Lufemengen  und  abstrOmenden  Gasmengen. 
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Brennitoff  _ 


Stark  gedOrrtea  Hol* 

Lufttrockenes  Holz  mit  20  § Wasser 
Holzkohle 

Stark  gedörrter  Torf 
Torf  mit  20  g Wasser 
Torfkohle 
Mittlere  Steinkohle 
Coaks  mit  15  J Asche 
Reiner  Coaks 


WiiuMBcnge  in 
Calorics 

Kalt«  Luft  für  “«®8e  ln  Cubik- 
1 Pfd- Brennstoff 
in  Cublkfus»  Qö  3QQ0 

3600 

102 

111 

233 

• 2800 

82 

93 

194 

7000 

248 

248 

519 

4800 

171 

178 

371 

3600 

137 

146 

305 

5860 

200 

200 

418 

7500 

274 

279 

584 

6000 

227 

227 

475 

7050 

250 

250 

520 

zu  ermitteln, 

t 

welcher  zur  Erzeugung  einer 

»K=  606,5+  0,305/. 

Sr»  vorwandeln,  ,i„d 

W = 606,5+0,305  / - 1 , Calorics, 

oder  wenn  man  genauer  für  die  Temperatur  des  Wassers  die  Wärmemenge- 

W'i  = *( +0,00002 /i ’ +0,0000003  / * 

nimmt : 

W=606,5  + 0,305/-(l+0,00002/j+0,0000003/ ,*)/  . 

Frlihw  bediente  man  sich  anderer  Formeln 

fUtentrund"i;i?‘'^- ""i^^^bour  an,  dass  die  Gesammtwärme  des  Dampfes 
100^  n ^ Temperatur  dieselbe  ist,  und  dass,  um  Wa^er  von 

zu  verwandeln  : ‘ ® «'"««•  Temperatur 

»»"  = 540+100-/,  =640-/^. 

»""'l'f“  'onstnnt 

IF=540+(-/,. 


Nach  Erfahrungsresultatcn  gibt; 

1 Pfund  Steinkohle 
1 M Coaks 

1 M Holzkohle 

1 >»  Holz 


2)  Dampfkessel. 

A)  Allgemeines. 

Ünter  Dampfkessel  (chaudiere  d va- 


5 bis  7 Pfund  Dampf,  • 

4' 

»»  »I  M 

2.5  „ 2.7  „ 

nig  Brennmaterial  erfordere,  und  Sicher- 
heit vor  dem  Zersprengen  vorhanden 
SCI.  Dampfkessel  werden  'gewüiinlich 
au«  Eisenblech  angefertigt,  viel  seltener 

ntio  I . i_  • 


peur  - steam  boiler)  wiT  ein  ^ u angeferfigt,  viel  seltener 

nes  Ge/äss  verstanden  worin T w T ^‘'Pforbleeh , nur  sehr  enge  rühren- 
erhilrt  und  in  Kessel  macht  man  aus  Guss- 

Bei  AnferLoni^  verwandelt  «ird.  eisen  oder  Messing.  Die  Verbindung 

Aufmerksam^flif  i Bleche  erfolgt  durch  starke  Niet- 

Auimertsamkeit  darauf  zu  richten,  dass  nägcl. 

er  zu  erzeugende  Dampf  möglichst  we-  Von  der  Form  der  Kessel  hängt  so 

17 
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wohl  ihre  Haltbarlceit  als  ihr  Verdam- 
pfungsvcrmögcn  ub.  Krstcre  ist  desto 
grösser,  je  regelmässiger  und  abgerun- 
deter die  Form  ist,  letztere,  je  grösser 
die  Oberfläche  des  Kessels  ist.  Beide 
Krfordernisso  widerstreiten  sich  also;  je 
nach  den  sonstigen  Bedingungen  hat 
man  der  einen  oder  der  andern  nachzu- 
geben. Bei  schwach  gespannten  Däm- 
pfen kann  die  Oberfläche  gross,  bei  stark 
gespannten  muss  sie  abgerundet  ^in. 
Röhrenförmige  oder  aus  mehreren  Kes- 
seln zusaromengesetzto  Dampferzeuger 
entsprechen  am  besten  beiden  Bedm- 
gungen. 

Die  Kesselformcn  sind : 

I Der  Wagen-  oder  Koffer- 
kesscl  Watt’s  (Fig.  42) , anwendbar 
bei  kleinen  Spannungen  (4  bis  6 Ffund 
ücbcrdruck  auf  den  Quadratzoll). 

Das  Feuer  geht  an  der  Unterfläche  A 
hin,  dann  nach  den  Seiten  BC^  CU  um 
den  Kessel  herum,  von  denen  cs  m den 


Fig.  42. 


Schornstein  tritt.  Der  Kessel  ist  von 
innen  durch  Eisenstäbe  verankert,  um 
das  Aufbiegen  der  concaven  Flächen  zu 
verhindern. 

II.  Walzcnkcsscl  mit  äusserer 
Feuerung  (Fig.  43)  bei  hochgespann- 


ten  Dämpfen  brauchbar.  Die  Endflächen 
B sind  gewöhnlich  kugelförmig.  Die 
Züge  sind  ebenso  wie  bei  den  Wagen- 
kesseln  zu  führen;  jedoch  wird  bet 
grossen  Kesseln  noch  eine  Bauchröhre 
durch  den  Kessel  gelegt,  durch  welche 
die  Feuerluft  zurückströmt,  che  sie  m 
die  Seitenzüge  tritt. 


Fig.  44. 


III.  Walzcnkcsscl  mit  Innerer 
Feuerung  (Fig.  44).  Feuerraum  und 
Rost  befindet  sich  in  der  Röhre  A , die 
durch  den  Kessel  gebt.  Die  Fcuerloft 
geht,  nachdem  sie  das  Innere  des  Kessels 
durchlaufen  hat,  in  die  Scitenziige  Ä, 
C,  also  von  aussen  in  den  Kessel. 

IV.  Kessel  mit  Siederöhren 
(Fig.  45).  Die  Siederöhre  C liegt  unter 
dem  Kessel  A,  mit  ihm  verbunden  durch 
die  Röhre  B.  Der  Kessel  wird  hier 
sehr  gescliont,  da  er  gar  nicht  ins  F euer 
kommt. 

Dampfkessel  mit  Vrowännern  sind 
ähnlich,  nur  ist  die  Feuerung  unter  dem 
Kessel  selbst. 

V.  Viclröh  rige  Kessel  (Fig.  46), 
namentlich  bei  Dampfwagen  "angewandt, 
wo  die  Dampferzeugung  sehr  schnell 
erfolgen  soll,  sie  erfordern  jedoch  viel 
Brennmaterial.  Die  Röhren  sind  ans 
Messing  oder  Schmiedeeisen,  bis  2^ 
Zoll  weit,  6 bis  12  Fuss  lang,  ihre  An- 
zahl ist  100  bis  200,  auch  noch  grösser^ 
Das  Wasser  umgibt  diese  Böhrep,  und 
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die  Fcaerlaft  strömt  durch  dieselben,  den  Rauchröhren,  CD  der  Ranchkasten, 
A ist  der  Feuerrenm  mit  Rost  R.  und  E die  Esse. 

OfenthUr  T,  B der  Wasserkasten  mit  VI.  Kessel  mit  loth rechten 


Fig.  46. 


Kammern  (Fig.  47)  fUr  Dampfschiffe,  tritt  dann  bei  F in  die  Esse.  Sie  werden 
Den  Torigen  ähnlich.  Die  Fenerlnft  legt  nur  bei  niedrigen  Dämpfen  angewandt, 
den  langen  Weg  ABCDE  zurück  und  da  ihre  Biegungen  sehr  stark  sind. 


Fig.  47. 


17* 
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B)  Dimensionen  der  Kessel. 

Die  Heitfl&che  des  Kessels,  d.  b. 
der  vom  Fener  oder  der  Fenerloft  be- 
rührte Thcil  der  Oberfläche  bestimmt 
hauptsächlich  sein  Dampfersengungsver- 
mügen.  Nach  den  Versuchen  von  Car^ 
sind  bei  eisernen  Kesseln  auf  jedes  Qua- 
dratmeter Heizfläche  19  Kilogramm  Dampf 
zu  rechnen,  d.  h.  auf  1 Quadratfuss 
preussiscb  4 Pfund  Dampf  oder  105  Cu- 
bikzoll  Wasser.  Geht  man  von  Pferde- 
kräften BUS , so  rechnet  Grouvelle  anf 
jede  Pferdekraft  1 Quadratmeter  oder 
10  Quadratfuss,  wenn  es  sich  um  Ma- 
schinen mit  hohem  Druck  aber  mit  Con- 
densation  handelt,  dagegen  1,4  Quadrat- 
meter bei  niederm  Dntck.  Diese  Zahlen 
sind  aber  nur  rohe  Annäherungen,  bei 
Rxpansionsmasrhinen  kann  die  Heizfläche 
kleiner  sein.  Bei  Dampfschiflfen  kommen 
auf  1 Quadratmeter  Heizfläche  30  — 35 
Kilogramm,  bei  Dampfwagen  100  — 130 
Kilogramm.  Uebrigens  wirkt  auch  die 
Dicke  der  Wände,  die  Lage  gegen  den 
Feuerstrom,  und  der  Temperaturunter- 
schied zwischen  Feuerranm  und  Kessel 
hierbei  ein. 

Noch,  unterscheidet  man  directe  und 
indirecte  Heizfläche.  Die  erstere  befindet 
sich  unmittelbar  Ober  dem  Feuer,  sie  bil- 
det den  kleineren  Theil;  die  indirecte 
wird  nur  von  der  erwärmten  Luft  be- 
strichen, empfängt  also  durch  Leitung 
ihre  Wärme,  die  directe  dagegen  haupt- 
sächlich durch  Strahlung,  sie  erhält  un- 
gefähr vier-  bis  fünfmal  so  viel  Wärme 
als  die  indirecte;  nach  Fairbai m soll  die 
erstere  ^4  der  ganzen  Heizfläche  sein, 
bei  Corwuller  Kesseln  ist  dies  Verhält- 
niss  aber  nur  ,*j,  bei  Dampfschiffkesscln 

Die  Grösse  der  Kessel  wird  durch 
die  der  Heizfläche  und  durch  das  Ver- 
hältniss  zwischen  Dampf-  und  Wasser- 
raum bedingt.  Der  Wasserraum  muss 
mindestens  den  Theil  des  Kessels  aus- 
füllen , der  vom  Fener  und  der  erhitzten 
Luft  in  den  Zügen  berührt  wird,  weil 
sonst  Zersprengen  möglich  wäre.  Der 
Sicherheit  wogen  wird  gewöhnlich  das 
Wasser  4 Zoll  über  den  Heizcanälen  ge- 
halten. Aber  auch  der  Dampfraum  darf 
nicht  zu  klein  sein,  dfimit  kein  Wasser 
vom  Dampfe  mechanisch  mitgerissen 
wird,  und  kein  Schwanken  in  der  Dampf- 
spannung entsteht.  Der  Dampfraum  ist 
gewöhnlich  zwölfmal  so  gross,  als  das 
mit  jedem  Kolbenhiebe  entführte  Dampf- 
voluracn.  Auf  jede  Pferdekraft  rechnet 
der  Artizan-Club  (in  seinem  Treatise  on 
the  Steam  Engine)  einen  Wasserraum 
von  5 Cubikfnss  englisch  (4,85  preussiscb) 


und  den  Dampfraum  3,2  englisch  (2,93 
preussiscb)  Cubikfuss,  so  dass  das  Ver- 
hältniss  beider  Bäume  etwa  0,4  ist. 
Tredgold  will  den  Dampfranm  so  gross, 
dass  die  Veränderlichkeit  in  der  Span- 
nung des  Dampfes  nicht  ^ überschrei- 
tet. Ist  also  V der  Dampfranm,  C der 
mit  gesättigtem  Dampfe  auszn füllende 
Cylinderraum,  f*  das  Verhältniss  der  Ab- 
flusszeit  zu  der  des  ganzen  Kolbcnspiels, 
also  1— /U  das  der  Sperrzeit  zur  Spiel- 
zeit, dann  wird  während  der  Sperrzeit 
sich  die  Dampfmenge  sammeln : 

K,  = (1-^)C, 
und  da  K,  V sein  soll: 
V=S0(l-f4)C. 

fji  ist  ungefähr  gleich  ^ bei  einfach  wir- 
kenden und  Expansionsmaschinen;  bei 
doppelt  wirkenden  ohne  Expansion,  wo 
/Lt  sehr  klein  ist,  kann  diese  Formel 
nicht  gebraucht  werden. 

Jetzt  lassen  sich  die  Dimensionen  der 
Kessel  ermitteln. 

I.  Für  den  Wagenkessel  sei  l die 

Länge,  b,  h die  mittlere  Breite  und 
Höhe,  bhl  ist  dann  ungefähr  der  Fas- 
sungsraum , 0,4  bhl  der  Dampfraura, 

0,6  bhl  der  Wasserraum,  0,6  A die  Höhe 
desselben  im  Mittel.  Die  Heizfläche  F 
soll  den  untern  Theil  bis  zu  dieser  Höhe 
einnebmen,  also: 

F = bl+2'0,6  iA-l-2*0,6  th, 

d.  b. : 

F=zbt+l^h(b+r). 
Gewöhnlich  ist  noch: 

Ä = /=!*, 

also: 

F=5,775A», 

A = 0,416  V5, 

6 = 0,312  V5, 

/= 1,040  V5. 

Der  Wasserspiegel  soll  übrigens  etwas 
höher  stehen,  und  durch  die  Auflagerung 
des  Kessels  geht  auch  ein  Theil  der 
Heizfläche  verloren.  Es  ist  diesen  Zah- 
len also  etwas  zuzuseticn. 

II.  Für  den  Walzenkessel  ohne  Siede- 
röhren und  mit  äusserer  Feuerung  sei 
wieder  der  Dampfranm  0,4  des  ganzen 
Baumes.  Dem  erstem  entspricht  ein 
Centriwinkel  von  133|^  Grad,  also  dena 
Wasserraume  226^^  Grad , der  dazu  ge- 
hörige Bogen  ist  3.953  für  den  Halb- 
messer 1,  also  wenn  r der  Halbmesser, 
l die  Länge  des  cylindrischen  Kessels 
ist,  so  beträgt  die  Heizfläche : 
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F,=  3,953  r/. 

Hierzu  kommt  jedoch  noch  der  kugel- 
förmige Theil.  Ist  k die  Höhe  des  be- 
* treffenden  Segments,  so  ergibt  sich 
dafür : 

f,  = 2,06,ir»  [l+(-i)’], 

also: 

F=zF  i+F, 

ist  die  ganze  Heizfläche.  Gewöhnlich 
nimmt  man : 

/=8r  bis  12  r, 
also  im  Mittel: 

/=10  r, 

dann  ist: 

F=43,33r*  [h-0,1  (7)*], 
and  der  Halbmesser: 


oder  einfacher: 

r = 0, 152  [ 1 - 0.05  (y)* ] V^' 

Bei  ebenen  Endflächen  ist  — =0,  bei 

r 

balbkugciförmigcn  ~ = 1*  Ans  den  obi- 
gen Gründen  sind  diese  Zahlen  etwas 
za  vergrössern. 

III.  Bei  Walzenkesscln  mit  Siederöhren 
wird  gewöhnlich  die  letztere-  ganz,  die 
erstere  halb  von  der  Fenerlnft  umspielt. 
Sind  also  r,  l und  r,,  Radius  und 
Länge  des  Kessels  und  bezüglich  der 
Siederöbren.  n die  Anzahl  der  letzteren, 
so  ist: 

F =n(r/-|-2n  r,  /J.  • 

Gewöhnlich  ist: 

fi=2,  r,=0,4r,  /=/,=rl0r, 

also: 

F=26»r% 
r= 0,1106  yP, 
r^=  0,04424  VF. 

Der  Dampfraom  ist  hier  0,38  des  Fas- 
snngsraumes. 

IV.  Bei  Kesseln  mit  innerer  Heizung 
ist  die  ganze  innere  Fläche  Heizfläche. 

Wenden  wir  ans  znr  Dicke  der  Kes- 
selwand. 

Sei  e die  Böhrenstärke,  p ist  der  üeber- 
dmek  von  innen  nach  aussen  in  At- 
mosphären. • 


In  Frankreich  ist  die  gesetzliche' Kes- 
selwanddicke  in  Millimetern: 

e=18pd-f-3, 

wo  e der  Durchmesser  in  Metern  ist. 
In  Freussen  ist  die  Formel  vorgeschrie- 
ben, wenn  Zolle  für  e und  d vorausge- 
setzt sind  : 

e = 0,0015p<f+0,l, 

oder  wenn  die  Verhältnisse  grössere  Ge- 
nauigkeit erfordern: 

« = (2,71828®'^^'  - 1)  r-f  0,1. 

Dem  Theil,  wo  r der  Radius  ist,  den 
das  Feuer  berührt,  wird  oft  noch  grössere 
Dicke  gegeben. 

Man  kann  aber  diese  Formeln  auch 
leicht  auf  theoretischem  Wege  ableiten. 

Der  Durchschnitt  des  Kessels  wird  als 
Poljgon  AB  DE  . . . (Fig.  48)  gedacht, 


Fig.  48. 


«uf  jeder  Kante  wirkt  dann  der  Ueber- 
schuss  der  Spannung  P radial.  Um  die 
auf  Zerreissen  der  Kesselwand  verrich- 
tete Kraft  zu  ermitteln,  zerlegen  wir  P 
nach  den  Seiten.  Ist  dann: 

BCA-BCD-a 

der  zugehörige  Centriwinkel,  so  kommt: 

Fcos  — 

S = — T— 

Sinn 

oder  da  P sehr  klein  ist: 

S=ü. 

a 

Kimmt  man  den  üeberdmek  p auf  den 
Zoll  des  Durchschnitts , und  ist  s die 
Polygonseite,  so  wird: 

F = sp, 


aber: 
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o • « 

f=2r  «in-^  = r«, 

£ 

and: 

S = pr. 

Der  Tragmodul  T ist  nun  proportio- 
nal dem  Radius,  und  umgekehrt  propor- 
tional der  Dicke,  also: 


r bexeichnet  hier  den  mittleren  Durch- 
messer des  Kessels.  Sei  p der  innere, 
so  ist: 


oder  annähernd: 


Aus  der  ersten  Formel  sind  die  beiden 
zuerst  genannten  entstanden,  indem  eine 
dom  Gewichte  des  Kessels  und  des  da- 
rin enthaltenen  Wassers  entsprechende 
kleine  Constante  hinzugef&gt  ist.  Für 
grössere  Blcchdickcn  wird  diese  Formel 
meist  falsch. 

Ist  dann  (Fig.  49)  AB=t  die  Kcssel- 
Fig.  49. 


stärke.  Damit  diese  sich  nicht  durch 
den  inneren  Druck  ändere,  ist  anzuneh- 
men, dass  jede  der  concentrischon  Scha- 
len, aus  welchen  sie  besteht,  sich  gleich- 
viel aasdehne.  Set  A diese  Ausdehnung, 
x — CO  der  Halbmesser  einer  Schale,  so 
ist  ihre  Spannung  auf  die  Einheit  des 
Durchschnittes : 


ktdx 

2nx 


(t  der  Elasticitätscoefficient.)  Also  für 
sämmtliche  concentrische  Schalen: 


r ist  der  innere,  p der  äussere  Halb- 
messer. Für  die  innere  Wand  ist  die 
Spannung  T also: 


d.  h. : 

S=rflg  -^  = »7», 

T 

p_ 

-^=2,718  ...  ^ . 

r 

Setzt  man  noch: 

p = »•+«, 

so  kommt: 

e = r(2,718..  .^-1), 

was  mit  der  letzten  Formel  flberein- 
stimmt.  Etwas  genauer  ergibt  sich: 


Lam^  und  Rankine  setzen  dagegen: 


Gusseiserne  Siederöhren  werden  nach 
französischer  Vorschrift  fünfmal  dicker 
gemacht  als  schmiedeeiserne  oder  kupferne. 
Die  preussische  Vorschrift  ist  durch  die 
Formeln  gegeben : 

c= (0,005 prf-Hi)  Zoll, 
oder  bei  genaueren  Bestimmungen : 

e=  (2,71828®’®^^- l)r-f 

Ueber  j Zoll  wird  die  Dicke  nicht 
gern  gesteigert,  man  wendet  also  lieber 
engere  Kessel  an.  Das  französische  Ge- 
setz lerbictot  Dicken  über  Centime- 
ter  = 7 Linien,  um  Ungleichheit  der 
Spannungen  zu  vermeiden. 

Cylindrische  Dampfkessel  werden  durch 
Segmente  einer  Kugel  oder  eines  Sphä- 
roides  begrenzt,  es  ist  also  auch  die 
Stärke  dieser  Wandtheile  zu  bestimmen. 

Man  kann  sich  dieselbe  als  Polyeder 
denken,  deren.  Begrenzungstheile  aus  je 
4 Dreiecken  bestehen,  die  in  einer  £k:ke 
R zusammenstossen  (Fig.  50).  Sei  eine 
solche  durch  ein  ebenes  Rechteck  AfiCD 
geschnitten,  AB=CD  = s,  ADzzBC^»^., 
p der  Druck  auf  die  Flächeneinheit,  so 
ist  der  auf  die  ganze  Ecke: 

P=f,  s,  p, 

und  derselbe  wird  zerlegt  in  zwei, 
und  P, , wovon  der  Spannoog  S, 
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zwischen  den  Dreiecken  ADE  und  BCE, 
5,  der  zwischen  ABE  und  CDE  Gleich- 
gewicht hält,  und  man  erhält  leicht: 

wo  rt^,  f»,  die  unendlich  kleinen  Supple- 
mente der  Winkel  sind,  welchen  die 
Dreieckpaaro  ADE  nnd  BCE,  sowie 
ABE  und  CDE  mit  einander  machen, 
also : 

P=s^  s,  p = «,S,  + ff,  S,. 


Sind  r^  und  r,  die  Halbmesser  der  durch 
GEK  und  FEH  gelegten  Kreise,  zweier 
auf  einander  senkrechten  KrÜramungs- 
kreise,  so  kommt; 


Ist  5 die  auf  die  Flächeneinheit  redu- 
cirte  Spannung,  so  ist  für  Wanddicke 
e^  nnd  Breite  x, : 

S^=:e,  $2  Sf 
nnd  fQr  Breite  t ^ : 

$j=:e,  5,  5, 

also: 


s^$,p  = e^s^s^S 


FQr  5 kann  der  Tragmodul  T gesetzt 
werden,  und  cs  folgt: 


p = T 


— + — ist  die  Summe  der  beiden 


Hanptkrümmnngen. 


Für  Spbäroide  von  der  Höhe  h kann 
man  annähernd: 


r» 


setzen,  und  erhält : 


fQr  die  Halbkugel,  wo  h = r ist: 


Endlich  handelt  cs  sich  um  die  Stärke 
der  Rauchrohre,  welche  den  Dumpf  von 
aussen  nach  innen  drückt. 

Denken  wir  uns  wieder  den  Durch- 
schnitt als  Polygon  (Fig.  51),  in  der 
Ecke  A wirke  Kraft  P von  aussen  nach 


. F?g.  51. 


innen,  nnd  zerlegen  sie  nach-  den  beiden 
angrenzenden  Seiten , so  kommt  wie 
oben : 


nnd  da: 


P-arlp,  S = rlp  = elT, 


ganz  wie  oben.  Der  Festigkeitsmodul 
des  Schmiedeeisens  gegen  das  Zerreissen 
ist  übrigens  beinahe  doppelt  so  gross, 
wie  der  gegen  das  Zerdrücken,  cs 
brauchte  also  die  Rauchrohre  nur  dio 
doppelte  Dicke  des  von  innen  gedrück- 
ten Kessels  zu  haben.  Jedoch  würde 
dies  nur  richtig  sein,  wenn  die  Kreis- 
form genau  wäre.  Die  Erfahrung  aber 
zeigt,  dass  sich  dergleichen  Röhren  leicht 
platt  drücken. 

Sei  nämlich  ABDE  (Fig.  52)  eine 
Rohre  mit  elliptischem  Querschnitt.  Der 
auf  jeden  Funkt  F wirkende  Druck  übt 
eine  Wirkung  auf  Zerbrechen  aus,  wel- 
che die  Festigkeit  in  A aufheben  muss. 
Seien  a und  & die  Halbsxen  der  Ellipse. 
Denke  man  sich  den  Druck  auf  die  vi«r 
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Fig.  52. 


Funkte  A,  B,  I),  K vcrtheilt,  und  suchen 
wir  den  in  A dem  Zerbrechen  cnlgcgcn- 
zustellendcn  Widerstand. 


Der  auf  den  Zoll  des  Querschnitts 
rcducirte  Druck  sei  p.  Da  derselbe  nor- 
mal wirkt,  so  ist  der  Druck  in  dem  be- 
liebigen Punkte  F auf  das  Element  ds 


Ist  e die  Kessclstärke  in  A^  so  ist  das 

/.e 

1 ede.  Da  aber 

0 

die  Abhängigkeit  von  r in  Bezug  auf  e 
niehl  bekannt  ist,  so  setzt  man  diesen 
Ausdruck  gleich  Pe*,  wo  T wieder  ein 
Errahrungscoefbeient  ist.  Mau  erhält 
also: 

2 ’ ‘'"V  2T 

Der  Druck  von  innen  nach  ausser  Avürde 
Gleiches  ergeben,  jedoch  tritt  hier  kein 
ZusamraendrUcken  ein , im  Gcgcntheil, 
die  Form  wird  der  Cylindergestalt  wie- 
der zugeführt. 

Fairbairn  findet,  dass  auch  die  Länge 
I der  Köbre  einen  Einfluss  habe,  und 
setzt  daher: 


gleich  p d* , und  zerrälU  nach  den  Kich- 
tungen  ylC  und  CB  in  die  Conaponenten : 


dx 


d.  h. : 

pdy  und  pdx. 

4 

Sei  r die  Spannung  in  A , x'  die  in 
B,  so  ist  die  erstcre  parallel  i4C,  die 
letztere  parallel  BC  gerichtet.  Da  man 
nun  annehracn  muss,  dass  alle  Drucke, 
welche  auf  den  Quadranten  AB  wirken, 
durch  diese  Spannungen  vernichtet  wer- 
den, so  ist: 

/tx  ^ 

pdy,  i'=  / pdx, 

0 -'0 

T = pa,  i'  = pö. 

In  Punkt  B wirkt  aber  auch  die  vom 
Quadranten  BD  herrührende  Spannung 
—p  b.  Es  handelt  sich  jetzt  um  den 
auf  Zerbrechen  wirkenden  Druck  in  Punkt 
A.  Denkt  man  sieh  diesen  Punkt  fest, 
so  kommen  die  Momente  der  in  dem 
Punkte  von  AB  wirkcn«len  Kräfte  in 
Betracht;  diese  Momente  sind  bezüglich: 

fpy 

also  ihre  Summe: 


/' 


py 


g\  (t 

p(a—x)dx 

0 

wozu  noch  das  Moment: 

—p  6* 


e'xp  Vpdt, 

wo  p eine  vom  Tragmodul  abhängige 
Grösse,  d der  Durchmesser  ist. 

In  Frankreich  ist  Vorschrift,  dass  die 
dem  äussern  Druck  ausgesetzten  Köhren 
doppelt  so  dick  sind,  als  die  dem  innem 
ausgesetzten. 

In  Preussen  gilt  gesetzlich  für  Ranch- 
röhren  von  Eisenblech  die  Form: 

c = (0,0067  dyp+ 0,05)  Zoll, 
für  Messingblech: 

e = (0,01dVp-|-0,07)  Zoll. 

Ebene  Kcsselwände  können  nur  einen 
weit  geringeren  Druck  als  gewölbte  aus- 
haltcn.  Daher  sind  sie  nur  bei  niederm 
Dampfdruck  anwendbar,  nnd  sind  bei 
grösserer  Ansdehnnng  zu  verankern  oder 
(Fig.  53)  mit  triangulären  Blcchzwickcln 

Fig.  53. 


, . _ . , ^ a,  b,  c,  d zu  verstärken.  Sei  ABCD 

der  m B wirkenden  Spannung  ^pb  eine  Blechtafel,  AB=l,  AD=zb,  von 
kommt,  also  das  Gesammtmoment:  einem  Rahmen  eingefasst,  auf  die  Flächen- 
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einheit  wirke  Druck  p.  Dies  Blech  zer- 
legen wir  in  Lkngenstreifen , und  neh- 
men an,  dass  der  Theil  des  Druckes 
auf  die  Spannung  dieser  Streifen  ver- 
wendet werde.  Ist  s die  Breite  eines 
solchen,  d die  Dicke,  so  Badet  man,  wenn 
man  die  Momente  gleich  setzt : 

z» 

e^T=l  ^ Pi  = Pt  g-, 

und  wenn  man  die  Tafel  auch  in  Brci- 
tenstreifen  zerlegt: 

. r 

Pi+Pi=P- 

Die  Durchbiegungen  dagegen  verhalten 
sich  (vergleiche  den  Artikel:  Festigkeit) 


bezüglich  wie  — ~ und  ^ 
dieselben  gleich  sind: 


und  da 


also : 


Z* 


A 


I 


p,  (Z*-f6*)  = Ä*;>, 

also'  nach  den  beiden  Voraussetzungen : 
2e*T—p^V  und  2c*  T=p^b* 
bezüglich : 


y z*+ 6*2r 

e^ljUL 

M*+** 


Z.. 

2T 

von  diesen  Werthen  ist  immer  der  grös- 
sere zu  nehmen. 

Für  quadratische  Bleche  ist: 


Z = &,  e=—y^. 

’ 2 I'  r 

Es  ergab  sich  für  cjlindrischo  Kessel: 

« = ^=(0,0015/>rZ-|-0,l)  Zoll, 

also  mit  Vernachlässigung  des  zweiten 
Gliedes : 

und  dies  in  unsere  Formel  gesetzt: 

e=0,03876l/iÜl 

yz^-ffc*- 

für  ebene  Kesselwände, 

e= 0,036  Vp  Zoll 
für  quadratische. 


Zoll 


Bei  Dampfwagen  und  Dampfschiffen 
kommen  Hochdruckmaschinen  mit  ebenen 
Kesselfläcben  vor.  Hier  müssen  Veranke- 
rungen angewendet  werden.  Die  parallel- 
epipedischen  Feuerkästen  der  Lokomo- 
tiven werden  aus  zwei  in  einander  stek- 
kenden  Blechbüchsen  zusammengesetzt, 
deren  Zwischenraum  mit  dem  Wasserraum 
des  Kessels  communicirt.  Diese  Einrich- 
tung ist  besonders  geeignet,  um  möglichst 
viel  Wärme  zur  Dampferzeugung  zu  ver- 
wenden. Dos  den  Zwischenraum  füllende 
Wasser  drückt  mit  derselben  Kraft  p 
wie  der  entgegenwirkende  Dampf  auf  die 
Wände  der  Kästen  ; dieselben  sind  also 
durch  Anker  oder  Stchbolzcn  zu  verbin- 
den. Der  innere  (eigentliche)  Feuorkasten 
besteht  aus  Kupferblech,  gewöhnlich  von 
^ Zoll  Dicke,  während  der  äussere  auch 
aus  Eisenblech  angefertigt  wird.  Der 
Zwischenraum  beträgt  3 bis  4 Zoll,  die 
eisernen  oder  kupfernen  Stehbolzen  4 bis 
5 Zoll  von  einander  entfernt,  und  haben 
\ Zoll  mittlerer  Dicke.  Die  Tragkraft 
eiserner  Platten  mit  eisernen  Bolzen  ist 
nach  Fairbairn  etwa  doppelt  so  gross, 
als  wenn  beides  von  Kupfer  ist;  auch 
ist  die  der  Bolzen  mit  Köpfen  (Fig.  54) 

Fig.  54. 


A,  Ä um  4 grösser  als  derjenige  ohne 
solche  Bf  o. 

Das  durch  Stehbolzen  unterstützte  Blech 
kann  man  sich  nun  in  Streifen  zerlegt 
denken,  welche  parallel  der  Diagonale 
der  von  jo  vier  Stchbolzen  gebildeten 
Quadrate  sind,  und  es  gilt  dann  wieder 
die  Formel: 


'=2} 


& ^ rö 


wo  statt  b die  Diagonale  aV2  zu  setzen 
ist,  wenn  a die  Seite  ist.  Also 


' y2^r 


und 


für  -^=0,015: 


« 
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«= 0,0387  aVp  Zoll. 

Diese  Formel  findet  auch  Brix. 

Der  Starke  der  Innern  Wände,  die  dem 
Fencr  zngekehrt  sind,  setzt  man  noch 
I zu. 

Die  Starke  d eines  Stchbolzen,  der  den 
Druck  a'*p  ausznhalten  bat,  ist  gegeben 
durch  die  Gleichung: 


also  die  Lange  des  dazu  nöthigen  Bolzen* 
Stückes : 

/,=2e, 

der  Abstand  der  Achsen  zweier  Bolzen 
von  einander: 

<i  = 5e, 

der  Abstand  derselben  vom  Blechrand 


nd^  T 

rtj  = 3e. 

4 -«P 

Die  Winkelverbindnng  .zweier  Bleche 

crfulgt  durch  ein  Winkclblech  D£F(Fig. 
56)  mit  zwei  Niet  reifen.  Die  mittlere 

also  wenn  /fir  T sein  Werth  gesetzt  wird  _ 
</= 0,0619  o \p. 

Brix  setzt : 

rf= (0,069  aVp+0, 125)  Zoll. 

Die  Decke  des  Fenerkastens  besteht 
aus  einer  einfachen  Platte , und  wird 
durch  eiserne  Tragstäbe  gestützt.  Ihre 
Starke  ist  nach  den  Formeln  der  relati« 
ven  Festigkeit  zu  bestimmen  (vergl.  Festig* 
keit). 

Die  ebene  und  kmmmflachige  Verbin* 
düng  der  Kesselbleche  dnrchNiete(Fig.55) 

Fig.  5.5. 


ist  noch  zu  bestimmen.  Ist  e die  Blech* 
stärke,  so  ist  die  des  Nietbolzen  C: 

d = 2e, 

der  balbkngelförmige  oder  Setzkopf  A : 

=8e, 

der  kegelförmige  oder  Schliesskopf  B: 

^,  = 4e, 

die  Höbe: 

*,  = }e. 


Fig.  56. 


Dicke  desselben  e ist  die  der  zu  verbin- 
denden Bleche,  in  der  Mitte  um  | grös* 
ser,  am  Ende  | kleiner.  Die  Breite 
EDz=EF: 

(6  = 1+4,  5«)  Zoll. 

Der  znm  Dampfkessel  gehörige  Ofen 
besteht: 

a)  ans  dem  Fenerraume, 

b)  den  Feuerkanälen, 

c)  dem  Schornstein. 

Im  Fenerranm  findet  die  Verbrennung, 
statt;  das  Verbrennnngsproduct' (Feuer* 
Inft),  Ranch  n.  s.  w.  werden  durch  die 
Kanäle  an  den  Kessel  geführt,  und  dann 
durch  die  Esse  entfernt. 

Den  Fenerranm  tbeilt  der  Rost  in  zwei 
Tbeile,  von  denen  der  untere  zur  Auf* 
nähme  der  Asche  dient.  Der  Rost  be- 
steht aus  Eisenstaben,  welche  schmale 
aber  nach  unten  sich  erweiternde  Spal- 
ten zum  Durchziehen  der  Luft  und  zum 
Durchfallen  der  Asche  enthalten.  Bei 
Steinkohlen  Teuerung  betragen  diese  Spal- 
ten etwa  .J  Zoll,  bei  Holz  und  Torf  | Zoll 
Breite,  und  nehmen  im  ersten  Falle  + 
im  zweiten  | der  Rostfiücbe  ein.  — Bei 
Schüttelrosten,  welche  jedoch  nur  zu  klei- 
nen Anlagen  dienen,  sind  die  Stäbe  cy* 
lindrisch  und  können  in  schwingende  Be- 
wegung gesetzt  werden  behufs  der  Ent- 
fernung der  Asche.  Die  Grösse  der 
Rostfiache  soll  nach  Cave  jj  der  Heiz* 
fiäche  des  Kessels  betragen.  Auch  wird 
anf  den  Verbrauch  von  14  Pfund  Stein- 
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kohle  für  die  Stunde,  oder  73  Pfund  Holz 
ein  Quadratfuss  liostiläche  berechnet. 

Bei  Dampfwagen  aber,  wo  ein  kUnst* 
lieber  Luftzug  stattflndet  und  Coaks  ver> 
brannt  wird,  ist  die  Rostfläcbe  bis 
der  Heizfläche. 

Bei  Steinkohlenfener  soll  die  Rostflöche 
13  bis  18  Zoll  unter  der  Kesselfläche 
liegen,  bei  Holzfeuer  18  bis  24  Zoll.  Der 
Aschenranm  muss  wenigstens  2j  Fuss 
tief  sein;  die  zur  Verbrennung  nCtbige 
Luft  tritt  durch  eine  Thür  in  den  Aschen* 
raum,  und  von  hier  durch  den  Rost  in 
den  Fenerraum.  Zur  Regulining  des 
Luftzuges  bringt  man  ein  Register  (Schie* 
ber)  an,  auch  kann  die  Luft  durch  einen 
unterirdischen  Gang  (Anzucht)  zngeführt 
werden.  Auch  der  Feuerraum  hat  eine 
Thür,  welche  nur  geöffnet  wird,  um  das 
Feuer  zu  schüren,  den  Rost  zu  reinigen 
und  Brennmaterial  einzufübren.  Die  Thür 
hat  oft  doppelte  Wände  und  ist  von  innen 
mit  Backsteinen  bekleidet,  um  Wärme 
zu  sparen. 

Da  als  Rauch  unverbrannte  Kohlcn- 
theile  weggeführt  werden,  also  Wärme 
vergeudet  wird , so  ist  eine  möglichst 
-rauchfreie  Verbrennung  zu  erzielen.  Dazu 
dient  sorgfältige  ünterhaltnng  des  Feuers, 
nicht  zu  grosse  Häufung  des  Brennma- 
terials, reichliche  Hinzuführnng  der  Luft. 

Ein  gutes  Mittel  sind  auch  die  Dop- 
pelheerde. Dieselben  sind  durch  eine 
Scheidewand  in  zwei  Theile  getheilt,  welche 
mit  demselben  Feuercanal  cominuniciren, 
das  Brennmaterial  wird  abwechselnd  in 
die  eine  und  die  andere  Abtheilung  ge- 
worfen, und  der  Rauch,  welcher  bei  dem 
Aufschütten  entsteht,  strOmt  mit  den 
durch  vollständige  Verbrennung  gebilde- 
ten Gasen  der  andern  Abtheilung,  ge- 
mischt mit  athmosphärischer  Luft  durch 
die  Züge,  wo  der  Rauch  vollständig  ver- 
brennt. 

Zweckmässig  sind  anch  Luftkanäle,  die 
nnmittelbar  hinter  der  Fenerbrücke  ein- 
münden.  Die  Luft  derselben  vermengt 
sich  beim  Eintritt  in  die  Züge  mit  dem 
Rauch  der  Feuergase,  und  derselbe  kommt 
zur  Verbrennung.  Der  Querschnitt  sol- 
cher Kanäle  soll  der  Rostfläche  be- 
tragen. Nach  Fairbairn  wird  hierbei  2^  g 
des  Brennmaterials  erspart. 

Auch  Treppenroste  werden  angewandt, 
welche  statt  der  Roststäbe  aus  8 Zoll 
breiten  Eisenplatten  bestehen,  die  stufen- 
förmig in  Absätzen  von  bis  2^  Zoll 
übereinander  angebracht  sind,  und  etwa 
2 Zoll  übereinander  üborgreifen.  Sie  die- 
nen, um  den  Zutritt  der  athmosphärischen 
Luft  zu  erleichtern,  wenn  das  Brennma- 


terial geringerer  Art  ist ; man  ersetzt  sie 
auch  durch  schiefe  Roste. 

Uni  das  Feuer  dem  Kessel  recht  nabe 
zu  führen , und  eine  innigere  Berührung 
der  Luft  zu  erzielen,  muss  eine  Feuer- 
brückc  an  der  Uebergangsstelle  aus  dem 
Fouerranm  in  die  Fenerkanäle  angebracht 
werden.  Es  ist  dies  eine  Mauer,  welche 
nur  noch  4 bis  6 Zoll  Zwischenraum  bis 
zum  Kesselboden  lässt.  Es  tritt  hier  also 
eine  Verengung  des  Feuorkanals,  und 
also  eine  nähere  Berührung  der  Luft  ein. 

Von  Feuerkanälen  ist  oft  nur  einer  vor- 
handen, welcher  ein  oder  mehrere  Male 
um  oder  durch  den  Kessel  geht,  oft  lei- 
ten mehrere  jeder  einzeln  den  ^uch  in 
den  Schornstein.  Letzteres  findet  nament- 
lich bei  Feuerungen  von  innen,  also  z.  B. 
bei  Dampfwagen  statt.  Ist  die  Länge  ge- 
ringer, so  muss  der  Querschnitt  grösser 
sein.  Soll  also  ein  Kanal  von  Länge  l 
und  Weite  d durch  i*  andere  von  Länge 
und  Weite  ef,  ersetzt  werden,  so  muss 
sein; 

ndl—nnd^l^^  nd*—nnd^*, 


Ist  nur  ein  Kanal  vorhanden,  so  be- 
steht er  aus  BlcchrObren,  bei  mehreren 
nimmt  man  feuerfeste  Steine,  und  gibt 
ihnen  ungefähr  achteckigen  Querschnitt. 
Dieser  hat  | bis  ^ mal  so  viel  Inhalt 
als  die  Rostfläche.  Die  Länge  der  Züge 
soll  nicht  über  90  Fass  betragen.  Am 
Ende  des  Kanals  ist  eine  Thür  oder  ein 
Schieber  zum  Keguliren  des  Feuers  und 
völligem  Schliessen  des  Ofens.  Die  ganze 
Fcuernngsanlage umgibt  eine  starke  Mauer 
(Rauchgeraäuer). 

Der  Schornstein  führt  hauptsäch- 
lich den  nöihigen  Luftwechsel  herbei, 
er  muss  hinreichend  hoch  und  weit  sein. 
Geht  dies  nicht  an , so  ist  künstlicher 
Luftzug  notbwendig.  Dies  geschieht  bei 
Dumpfwagen  durch  AusstrCmen  des  ver- 
brauchten Dampfes  durch  die  Esse,  sonst 
dienen  Luft-  oder  Wettermaschinen  zu 
diesem  Zwecke. 

Essen  werden  gewöhnlich  aus  Ziegeln 
oder  Eisenblech  angefertigt.  Im  ersten 
Fall  ist  ihre  äussere  Gesult  die  einer 
vier-  oder  achtseitigen  Pyramide,  im  letz- 
terem die  eines  abgestumpften  Kegels. 
Die  äussere  Böschung  beträgt  für  den 
Fuss  Höhe  0,015  bis  0,025,  oben  hat  die 
Mauer  die  gewöhnliche  Ziegelbreite  6 Zoll, 
unten  die  zwei-  bis  dreifache.  Die  Höhe 
ist  desto  geringer,  je  grösser  die  Weite 
ist.  Aber  auch  die  Temperatur  des  ein- 
tretendon  Bauchs  bestimmt  die  Dimen- 
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P=Pi 


oder: 


sionen;  je  niedriger  niunlicfa  letztere  ist, 
je  grösser  sind  letztere.  Die  gewöhn- 
liche Höhe  ist  60  bis  120  Fass,  zuweilen 
3 bis  400  Fass,  selten  niedriger  als  40 
Fass. 

Der  Schornstein  soll  gleichen  Quer- 
schnitt mit  den  Feuerkan&lon  haben  and 
besonders  gut  fundamentirt  sein.  Die 
Bewegung  des  Rauches  in  der  Esse  ist 
leicht  zu  bestimmen.  Sei  y die  Dichtig-  AQDäbernd: 

keit  der  äussern  Luft , h die  Höhe  AD 

des  Schornsteins  (Fig.  57)  sammt  Luft-  KO, 00367  Ct,—02^A 


'0,00367  (t.-l) 
1+0,00367  < 


2gh, 


Fig.  57. 


= 0,479j^A  0i~0  Fass. 


Was  die  Hindernisse  anbetrifft,  so  ist 
der  Dmckhöhererlust  wegen  der  l^ibung : 


wo  / die  Länge,  d die  Weite  des  Schorn- 
steins und  die  Berechnung  f = 0,0^  ergibt. 
Jedoch  setzt  Pöclct: 

0,0025  • 19,62=  0,049 

für  mit  Russ  überzogene  Schornsteine. 
Die  übrigen  Druckhöheverluste  sind  durch 
den  Erfahrungscocfficienten: 


zuführuDgskanal,  so  ist  der  Ucbcrschuss 
des  Druckes  auf  die  Einmündung  .4  über 
die  Ausmündung  6': 

q = hy. 

Demselben  entgegen  wirkt  der  Druck  9 1 
der  warmen  Luftsäule,  deren  Dichtig- 
keit y,  sein  möge,  und  daher  ist  der 


ft  = 12, 

nach  Pöclet  zu  bestimmen,  also: 

1=0.00367«, -02-0, Osig-, 2^. 

^13+0,05  =0,00367 (<1-0*. 


Druck,  welcher  die  Ausflussgeschwindig-  Uebrigens  ist  die  halbverbranntc  Luft  im 
kcit  des  Rauches  erzeugt:  Schornstein  1,044  mal  so  dicht  als  die 

q—qi  — h{y—Y^),  frische  Luft.  Dafür  ist  zu  setzen: 


und  wenn  diese  Geschwindigkeit  selbst  v 
ist : 

^9  r 7v 

(Vergl.  den  Artikel  Statik,  flüssige  Kör- 
per.) Hier  ist  jedoch  auf  die  Nebenbin- 
dernisse keine  Rücksicht  genommen. 

Sei  t die  mittlere  äussere,  die  mitt- 
1 ere  innere  Temperatur,  so  hat  man: 

__  0,00568p 
^~1 +0,00367  P 


1/^ 


000367  (t,-02pA 


044(13+0,05-^)’ 


c = 0,47  Fuss. 


13rf+0,05f 


Hiernach  lassen  sich  die  Dimensionen 
einer  Esse  bestimmen,  welche  ein  gewis- 
ses Lnft-  oder  Ranebquantnm  Q in  der 
Secunde  abführen  soll.  Sei  S der  Quer- 
schnitt, so  hat  man  in  Cnbikfossen: 


. _ 0,00568p, 

^*”1+0,00367/,’ 

wo  p und;;,  die  entsprechenden  Barome- 
terhöhen anzeigen,  als: 

00367t,  £ 
y,“'l+ 0,00367  t p,‘ 

Wegen  der^  massigen  Geschwindigkeit  des 
Ranches  sind  jedoch  p und  p^  ziemlich 
gleich,  und  daher  zu  setzen: 


Q=Sv= 0,47  Si/ , 

n3d+0,05/ 

und  in  Qnadratfusssen : 

^}l  (t,-t)W’ 
ist  der  Querschnitt  kreisförmig: 

S-- r. 


F 
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n r (<i-o* 


, G = ^b-e)ehy^, 
also  (las  Moment  derselben: 


•.  f 


T = ^^^=2  (i-f) 


unter  der  Wurscl  muss  hier  für  d ein 
angenäherter  Werth  gesetzt  werden. 

Bei  quadratischen  Essen  ist 

S = d\ 

$ 


2 - 2 

die  Gleichheit  beider  Momente  gibt: 


sc*  bh*  / e \ 
^~y  = 2(l-^)ehb*y,, 


</=  1,353  ^ Q * . 


Kimmt  man  im  Durchnitt: 

— 1=290«,  l = lOOd, 

so  kommt: 


A_£ 

A - 3 \ b/  c*y  ’ 

Diese  Formel  gilt  aber  nur  für  quadra- 
tischen Querschnitt;  bei  kreisförmigen 

macht  man  — um  die  Hälfte  grösser: 
b 


S = 2,13<? 


= 0,531 -A  Quadratfuss. 
290A  VA 


4-0-t 


e \ 2gey, 


) 


Sei  jetzt  K das  stündlich  verbrannte  Koh- 
lenstoffquantum, und  setzt  man  \’oraiis, 
dass  jedes  Pfund  davon  600  Cubikfuss 
abznlübrcndes  Gas  gibt,  so  ist: 

^_600A:  K 

>JT- 


“3  \ b)  e*y 


60*  “ 6’ 
5=0,885;^ 


’FÄ’ 

A = 0,00783  (-|)‘Fn8s. 


Ist  F die  Hanptfläche 


*=8Ö-  * = 


für  achteckige  nimmt  man  den  Mittel- 
werth : 

b ~~~3  \ b / e^y 

Es  ist  jetzt  der  Wirkungskreis  der 
Dampfkessel  zu  bestimmen.  Nach  Feclct 
ist  die  mittlere  Temperatur  1 1 in  der  Esse 
gleich  300**  zu  setzen;  diejenige  I,,  welche 
die  Luft  im  Brennheerde  bei  der  Ver- 
brennung annimmt,  ergibt  sich  aus  der 
Wärmemenge  IV  eines  Pfundes  Brenn- 
stoff, aus  der  Luftmenge  V (in  Cnbik- 
fuss),  welche  das  letztere  erfordert.  Ist 
die  Wärmucapacität  der  Luft  gleich  | (die 
des  Wassers  als  Einheit  genommen)  das 
Gewicht  eines  Cubikfusscs  y derselben 


so  bat  man  also  t 

A = 0,00783  (100)»  = 78,3  Fuss, 

in  der  That  beträgt  dieselbe  60  bis  120 
Fuss. 

Aber  auch  ans  den  nOthigen  Stabili- 
tätsbedingnngen  lässt  sich  eine  Formel 
für  die  EssenhOhe  herleiten. 

Habe  der  gegen  die  Esse  stossende 
Wind  die  Geschwindigkeit  c,  die  Dich- 
tigkeit y,  ist  A die  Höhe , b die  mittlere 
äussere  Breite  des  Schornsteins,  so  ist 
die  Stärke  des  Windstosses: 


gleich  0,0865,  so  hat  man : 


IV  = ±. 0,086  K(t.-a 


^ • 


^'1 

// 


t,=46.5-p-ft„ 


<0  ist  die  Temperatur  der  zntrotenden 
Luft.  Der  Wärmcveilust  durch  das  Fort- 
gehn der  Wärme  in  der  Esso  ist: 


**'>=M*'*'- 

*1  *W 


'■=17**^. 


(vergl.  den  Artikel  Windrad)  und  das 
Moment  dieser  Kraft  in  Bezug  auf  eine 
Kante  am  Fnsse  der  Esse* 


Iin  Mittleren  kann  man  IV  = 6000  Culo- 
rics,  V=  225  Cubikfuss,  1^=0*  nehmen, 
also: 


225 


PA  3c» &A* 
2.=  2g 


der  Wärmeverlnst  durch  den  Abzug  in 
die  Esse  ist  dann: 

300  ■ 

>»'i  = :S7i»»'  = 1450  Calorics, 


1240 


Ist  e die  mittlere  Dicke  der  Wände,  y^ 
die  Dichtigkeit  der  Matter,  so  ist  das 
Gewicht  der  Esse: 


also  etwa  | der  crzimgtcn  Wärme. 

Setzt  man  das  zur  Dampferzeugung  ver- 
wendete Wärmequantum  proportional  der 
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TemperatardiiTercnK,  so  kann  auch  die 
Temperatur  beim  Eintritt  in  die  Esse 
ermittelt  werden,  s sei  die  Temperatur 
an  irgend  einer  Stelle  des  Zuges,  Y die 
Grosse  der  Ucizfl&che  bis  zu  dieser  Stelle, 
k die  Wärmemenge,  weiche  für  den  Qua- 
dratfuss  Heizfläche  bei  Temperatur- 
difTerenz  in  der  Secundc  auf  das  Was- 
ser des  Kessels  übertragen  wird,  so  %vird 
bei  der  Temperaturdifforenz  i—t  dem 
Elemente  dV  milgetheilt  die  Menge: 

t(t-l)dr=:-u,yydz, 
wo  (ü  die  Würmecapacität  der  Luft  ist 
^ Vy  r dz  'oVy.  . . 

+ const. 

Für  y=o  ist  s = f,,  für  Y=F,  t = 
wo  F die  ganze  Hauptfläebe  ist,  also: 

nnd  die  Temperatur  beim  Eintritt  in  den 
Schornstein : 

kF 


l,  = l+(f,-0e 
die  -nach  dem  Schornstein 
Wirme : 


«Ky’ 

abgeführle 


kF 


w 


yr 


also  der  Wirkungsgrad,  d.  h.  das  Ver- 
hältniss  der  vom  Kessel  anfgenommenen 
Wärme  zur  Oesammtwärme : 

•>=^-w°7r-T.V-‘  )' 


oder  auch: 


und,  da  I,  — f,,  = 


W 

oiVy' 


Im  Mittleren  war  <,—/,  = 1200,  also: 


Setzt  man  noch; 

wy  = 10.086  = 0,0215, 

1:  = 0.0007, 

K = -22— 163/-. 

WO  unter  f die  Hauptfläche  verstanden 
ist,  welche  stündlich  1 Pfund  Dampf 
gibt,  so  ist: 

Oben  werden  auf  ein  Quadratfnss  Heiz- 
fläche 4 Pfund  Dampf  gerechnet.  Dies 
gibt: 

r=l,4 

also : 

i?= 0,9(1 =0,66. 

Macht  man  die  Heizfläche  aber  doppelt 
so  gross,  also: 

so  kommt: 

37=0,81. 

Nimmt  man  endlich  nur  die  halbe  Heiz- 
fläche, also  : 

< = i. 

so  wird: 

17=0,44. 

Zur  Gewinnung  einer  vortbeil haften 
Dampferzeugung  ist  also  eine'  grosse 
Heizfläche  nöthig. 

Ist  die  Temperatur  im  Dampfkessel' 
*=140„ 

so  ist  beim  Eintritt  im  Schornstein  im 
ersten  Falle : 

= 140-1-1060. 0,2645  = 420", 

im  zweiten: 

<1=239®, 
im  dritten  Falle: 

<»=685«. 

Es  kommen  nun  noch  gewisse  Nebejn- 
apparate  in  Betracht,  nämlich: 

a)  die  zur  Speisung  des  Kessels  mit 
Wasser  nöthigen, 

b)  die  zur  Ableitung  des  Dampfes, 

c)  die  zum  Reguliren  der  Dampferzeu- 
gung, 

d)  die  zur  Sicherung  des  Kessels  vor 
dem  Zerspringen. 

Die  Speisung  des  Kessels  muss 
möglichst  gleichmässig  gcschehn,  ferner 
mit  möglichst  reinem  und  warmen  Was- 
ser. Durch  Röhren  im  Schornstein  wärmt 
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man  daher  üaa  Wasser  oder  verwendet 
einen  Theil  des  Condensationswassers  zur 
Speisnng.  Bei  niederm  Druck  (}  bis  ^ 
über  die  Almosphäre)  so  führt  ein  ein- 
faches Ruhr  das  Wasser  in  den  Kessel, 
bei  höherem  wird  das  Speisewasser  durch 
eine  Pumpe  hineingedrQckt. 

Das  Speise  rohr  geht  durch  den  Kes- 
sel hindurch  und  endet  ^ Fuss  über  den 
Boden  desselben,  möglichst  entfernt  vom 
Fenerheerde.  Um  den  Zufluss  zu  regu- 
liren , wendet  'man  gewöhnlich  einen 
Schwimmer  an,  der  mit  dem  Wasserspie- 
gel steigt  und  sinkt  (Fig.  58).  Es  ist 
A der  Wasserbehälter,  BC  die  etwa  8 Fuss 
lange  Speiseröhre,  ü der  vom  Dampf, 
E der  vom  Wasser  gefüllte  Kesselraum, 
F der  aus  Kalk  oder  Sandstein  beste- 
hende Schwimmer,  der  ctw'ns  mehr  als 
zur  Hälfte  ins  Wasser  taucht,  ab  ein 
Hebel,  der  in  C sich  dreht,  den  Scliwim- 
mer  und  auf  der  andern  Seite  das  Ge- 
wicht G trägt,  welches  den  Schwimmer 
regnlirt , so  dass  es  vom  Wasser  ge- 
tragen im  Gleichgewicht  ist ; bei  d ist 
ein  Kegelvenlil  angebracht,  welches  die 
Speiseröhre  scbliesst;  sinkt  der  Schwiep- 


mer,  so  hebt  sich  das  Ventil,  cs  strCnit 
Wasser  in  die  Röhre,  beim  Steigen  des 
Schwimmers  wird  letztere  geschlossen. 
Bei  f ist  eine  Stopfbüchse  zur  Bewegung 
des  Kupferdrahtes  a angebracht.  Bei 
Hochdruckmaschincn  setzt  sich  dem  Ein- 
dringen des  Wasser  ein  bedeutender  Druck 
entgegen.  Man  nimmt  daher  eine  Druck- 
pumpe mit  Mönchskolben  (Spoisezunge 
zu  diesem  Zweck),  die  mit  einer  Speise- 
röhre in  Verbindung  steht  (Fig.  59). 
Bei  A wird  das  Wasser  durch  die  Pumpe 
hineingedrQckt,  bei  B ist  ein  Ventil,  durch 
welches  es  hindurch  gehen  muss,  um  in 
‘die  eigentliche  SpeisrObre  CD  zu  gelan- 
gen, bei  EF  setzt  dieselbe  auf  den  Kes- 
sel auf.  Durch  eine  Schraube  F in  dem 
Deckel  wird  der  Hub  des  Ventils  B re- 
gulirt;  das  letztere  schlägt  nämlich  beim 
Oeffnen  gegen  dieselbe  an,  so  dass  die 
Oefl'nung  vermehrt  oder  vermindert  wer- 
den kann.  Hier  muss  der  Heizer  die 
Speisevorrichtung  reguliren,  während  es 
bei  der  vorhin  beschriebenen  Vorrichtung 
der  Schwimmer  also  die  Maschine  selbst 
thnt. 

V^orritAtun^en  zum  Selbstreguliren  der 


ar 
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Fig.  59. 


Maschinen  von  bobom  Druck  sind  z.  B. 
bei  den  Heleschcl'scben  Dampfkesseln 
angebracht  (Fig.  60).  AB  ist  die  6 bis 
12  Zoll  weite,  10  bis  20  Zoll  lange  Siede* 
rOhrc,  cs  können  jedoch  auch  mehrere 
neben  einander  liegende  vorhanden  sein. 
Bei  B tritt  das  Speisewasscr  ein,  C ist 
eine  horizontale  Böhre,  worin  der  bei  A 
erzeugte  Dampf  gesammelt  wird.  Die 
warme  Luft  aus  dem  Feuerranme  um- 
gibt bei  ihrer  Bewegaog  die  Siederöhren 


in  dem  Kanal  EF  vollständig,  welcher 
letztere  unter  24*  geneigt  ist,  und  tritt 
bei  F in  den  Schornstein*  Der  Rost  E 
ist  nm  eine  horizontale  Axe  O drehbar, 
und  wird  durch  den  oberen  Arm  des 
Winkelbcbels  K gestützt,  b ist  eine  von 
den  Röhren,  welche  dos  Speisewasser  den 
einzelnen  Sioderöhren  zuföhren.  Dies 
wird  regulirt  durch  den  in  Blech  gegiss- 
ten Stein  S,  der  in  einem  gusseisernen  Ge- 
fässe  D über  dem  Speisewasscr  schwimmt. 
In  Gleichgewicht  g^alten  wird  er  durch 
das  Gegengewicht,  welches  mit  ihm  an 
den  Doppelbebel  bed  an  verschiedenen 
Seiten  angebracht  ist.  Der  Arm  ce  die- 
ses Hebels  ist  mit  dem  Sangeventil  der 
Speisegängc  in  Verbindung  gesetzt. 

Sinkt  das  Wasser  in  D,  so  sinkt  auch 
S,  nnd  durch  ce  wird  dann  das  Saugo- 
ventil  geöffnet  nnd  umgekehrt,  ganz  wie 
bei  der  Miedcrdruekmaschine.  Es  dient 
aber  derselbe  Hobel , eine  sehr  heftige 
Dampfentwickolung  zu  verhindern.  Wenn 
diese  nämlich  eine  gewisse  Grenze  über- 
schreitet, so  hebt  das  Armende  den  Arm 
DO  eines  um  g drehbaren,  mit  Gewicht 
h belasteten  Winkelhcbcls  Agi  empor, 
Stange  t/  wird  aufgezogen,  welche  mit- 
telst eines  länglichen  Gliedes  den  unte- 
ren Arm  des  Winkclhebcls  K erfasst, 
der  obere  Arm  dieses  Hebels  gleitet  un- 
ter dem  äusseren  Ende  des  Rostes  weg, 
dieser,  seiner  Stütze  beraubt,  fällt  her- 


Fig.  60. 
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Fig.  61. 


unter  und  schüttet  die  Kohlen  in  die 
Asche  hinein. 

Dieser  Apparat  soll  nur  eine  Heizfl&chc 
von  4 Quadratfuss  für  die  Fferdekraft 
erfordern,  die  Dampferzeugung  soll  schnell 
vorgehn  und  geringere  Wartung  nOthig 
machen;  indessen  steht  diesen  Vortheilen 
derNachtheil  gegenüber,  dass  die  Dämpfe 
bei  der  geringen  Wasserfläche  auch  viel 
unverdampftes  Wasser  mit  fortreissen. 

Um  Ober  den  Stand  des  Wassers  im 
Kessel  zu  jeder  Zeit  Auskunft  zu  haben, 
wendet  man  Schwimmer,  Probirhähne 
und  WasserstandsrOhren  an. 

Der  Schwimmer  auch  Schwimmni- 
veau ist  ein  doppelarmiger  Hebel  ABC 

. "V*  - , _ V 


(Fig.  61),  an  dessen  einer  Seite  sich  ein 
steinerner  oder  eiserner  Schwimmer  S, 
an  der  andern  ein  Gewicht  G befindet; 
die  Axe  C ist  entweder  schneidig  oder 
wird  durch  2 Stahlspitzen  (Fig.  62)  ge- 
bildet, welche  mittelst  einer  eingesetzten 


Fig.  62. 


Fig.  es. 
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Nuss  AB  erfassen.  Das  Lager  D ist 
auf  den  Speiseapparat  F gesetzt.  Zeiger 


Z l&uft  über  einer  festen  Scala  £,  nnd 
gibt  den  Sund  des  Schwimmers  und  folg- 
lich auch  des  Wasserspiegels  an,  H ist 
die  Stopfbüchse  für  den  Kupferdrath, 
welche  den  Schwimmer  trägt. 

Mit  diesen  oft  verbunden  wird  ..eine 
Warn-  oder  S i ch  e rheits  p fei  fe,  in 
weiche  der  Dampf  hineinbllst,  sobald 
der  Schwimmer  zu  tief  sinkt. 

Probirhähnc  geben  den  Wasser- 
stand nur  dann  richtig,  wenn  die  Wal- 
lungen des  Wassers  nicht  sehr  gross  sind, 
also  bei  grossen  Kesseln  und  niederm 
Druck.  Man  hat  stets  2 (selbst  3),  die 
eine  2 Zoll  unter  dem  anderen,  eben  so 
viel  über  der  mittleren  Wasaerhöhe.  Bei 
der  Oeffiiung  des  obern  muss  also  Dampf 
aus  dem  untern  Wasser  strömen.  Man 
hat  horizontale  Hähne , welche  an  der 
Stirnfläche  (Fig.  63),  vertikale,  welche 
an  der  Decke  des  Kessels  münden.  Zu 
den  vertikalen  (Fig.  64)  A nnd  B gehört 
noch  der  Holzschlüssel  C zum  Oeffnen. 


XX  ist  der  Wasserspiegel.  Zwcckroäs-  tallcncn  CommunikationsVöhren  B nnd  C 
siger  aber  ist  die  Was  se  r Stands  röhr  e verbunden,  von  denen  dienntore  im  Was- 
(Fig.  65).  Glasröhre  A ist  mit  den  mo-  ser- , die  obere  im  Dampfranm  mündet. 
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Zwei  Hebel  F and  G,  welche  darch  die 
Stange  //  Tcrbnnden  sind,  setzen  die 
Hähne  in  Bewegung  und  stellen  so  die 
Communikation  mit  dem  Kessel  her  oder 
heben  sie  auf.  Die  Köhre  EE , welche 
bei  L und  M in  den  Kessel  mündende 
HahnstQcke  verbindet,  tragt  noch  die 
Ansatzstücke  K für  3 Probeventilo. 

Diese  Röhren  aber  verstopfen  sich  leicht 
und  werden  trüber,  sie  werden  daher  oft 
ersetzt  durch  den  Wasserstandzeiger. 
Derselbe  AA  ist  hier  gegeben  in  hori- 

Fig.  66. 


zontalem  (Fig  66  und  vertikalem  Durch- 
schnitt (Fig.  67),  so  wie  in  seiner  vor- 

Fig.  67. 


einem  Messingkasten  AB,  der  mit  dem 
Wasser-  und  Dampfraum  comrounicirt, 
vorn  durch  2 dicke  Glastafcln  G be- 
grenzt ist. 

Die  Dampfspannung  wird  durch  Ma- 
nometer  angezeigt.  Die  Manome- 
ter sind  offen  und  verschlossen,  ganz 
wie  die  Lnftmanometer  eingerichtet, 'zei- 
gen also  die  Dampfspannung  durch  eine 
Quecksilbersäule  an.  Jedoch  nimmt  man 
häufiger  eiserne  als  Glasröhren,  im  erstem 
Falle  zeigt  dann  ein  Schwimmer  den 
Quecksilberstand.  Es  ist  AB  (Fig.  69) 
das  eiserne  Qaecksilbergcfäss  eines  Ge- 
fässmanometers , C die  Röhre,  wodurch 

Fig.  69. 


dem  Ansicht  (Fig.  68).  Er  besteht  aus 
Fig.  68. 


er  mit  dem  Kessel  communicirt , S der 
Schwimmer,  Z der  durch  eine  Leitrolle 
mit  ihm  verbundene  Zug,  welcher  auf 
einer  Scala  den  Quecksilberstand  angibt. 
ABC  (Fig.  70)  ist  ein  Hebemanometer, 
auf  der  einen  Seite  schliesst  er  an  das 
mit  Wasser  gefüllte  Gefäss  Aa  an,  und 
mündet  auf  der  andern  Seite  in  die  freie 
Luft.  Das  Quecksilber  füllt  den  Raum 
von  a bis  b , durch  Röhre  D wird  der 
Dampf  über  das  Wasser  in  Aa  geführt, 
und  dieses  treibt  durch  sein  Niedersinken 
das  Quecksilber  in  Schenkel  BC  in  die 
Höhe ; ein  kleiner  Metallschwimmer  ist 
durch  Leitrolle  B.  mit  Zeiger  Z in  Ver- 
bindung gesetzt,  welcher  auf  einer  Scala 

18* 
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den  Quecksilbcrstand  zeigt.  Diese  Stel- 
lung hängt  in  folgender  Weise  vom 
Dampfdruck  ab.  Sei  x die ‘Höhe,  um 
welche  der  Quecksilberspicgel  in  Schen- 
kel BC  steigt,  also  der  Zeiger  sinkt,  p 
der  Dampfdruck.  Da  das  Quecksilber 
in  Schenkel  AB  eben  so  viel  sinkt,  als 
in  BC  steigt,  so  ist  der  Niveauunterschied 
gleich  2x.  Ist  nun  der  Barometerstand, 
also  der  Luftdruck,  gleich  b,  so  wird  in 
Schenkel  AB  von  unten  nach  oben  der 
Druck  2x-\-b  wirken.  Der  Gegendruck 
besteht  aus  der  Höhe  der  Wassersäule 
h in  dem  weiten  Gefässe , welche  als 
constant  betrachtet  werden  kann,  nnd 
der  Höhe  x des  in  den  Schenkel  einge- 
dmngenen  Wassers,  beides  dividirt  durch 
das  spccilische  Gewicht  des  Quecksilbers 
(,  den  Dampfdruck  p ebenfalls  durch 
eine  Quecksilbersäule  gemessen,  so  dass 
man  hat: 

„ , , h4-x 

2x  + b=zp  -I , 

• * 


2f-l  ’ 


Man  hat  t = 13,6.  Drückt  man  p nnd 
b aber  in  Atmosphären,  also  6 = 1,  h 
und  r in  Zollen  aus,  so  kommt: 

.=  "^>+^=(15, 090,-1) 

-1-0,0382  6)  Zoll. 

Fig.  71. 
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Bezeichnet  man  also  als  Nullpankt  den- 
jenigen, der  0,0382  A über  Funkt  b der 
Röhre  sich  befindet,  so  entspricht  den 
Funkten  der  Scala: 

X = 0,  3,77,  7,545,  11,32,  15,09  Zoll, 
p=l,  i,  7,  I,  2 Atmosph. 
^ = 30,18,  45.27  Zoll, 
p = 3 4 Atmosph. 

Die  Füllung  mit  Quecksilber  und  das 
Naebgiessen  des  Wassers  erfolgt  durch 
die  mittels  Stöpsels  verscbliessbare  Oeff- 
nung  e im  Kopfe  des  ersten  Schenkels. 
Während  des  Eingiessens  von  Queck- 
silber wird  das  Loch  a,  während  des 
Eingiessens  von  Wasser  das  Loch  d 
geöffnet. 

Diese  Manometer  mit  Schwimmer  wen- 
det man  vorzüglich  bei  niederem  Druck 
an,  weil  hier  die  Manometerröhre  nur 
kurz  zu  sein  braucht.  Auch  bei  mittle- 
rem Druck  reichen  noch  58  bis  87  Zoll 


ans.  Bei  hohem  Druck  dagegen  ist  das 
Instrument  zu  modificiren. 

Eine  gewöhnliche  LuftmanometerrOhre 
BC  (Fig.  71)  wird  mit  einem  Reservoir 
£ verbunden , ans  welchem  erst  bei  hö- 
herer Spannung  die  Luft  heransgetrieben 
wird,  also  wenn  bei  3 Atmosphären  Druck 
das  Quecksilber  gerade  Ober  E steht,  so 
wird  es  bei  6 Atmosphären  die  Mitte 
M von  CE  cinnehmen,  auf  der  Einthei- 
Inng  EM  sind  dann  die  Spannungen  je 
nach  dem  Stande  des  Quecksilbers  ab- 
zulesen. 

Fig.  73. 
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Das  hjrpcrbolische  Manometer  von  De-  Soll  der  Dampfdruck  gemessen  werden, 
lavcyc  zieht  sich  nach  dem  Ende  immer  so  OiTnet  inan  den  Dampfhahn  und  beob- 
mchr  Busammcn,  und  läuft  in  eine  Ku-  achtet  den  Spiritusstand  in  der  RChre 
gel  aus.  Es  hat  die  Eigenschaft,  dass  KL  auf  einer  Scala,  welche  auf  experi- 
gleicho  Veränderungen  im  Dampfdrücke  mcntclicn  Wege  einzutheilen  ist. 
auch  gleiche  im  Quecksilberstande  er-  Auch  offene  Hehemanometcr 
geben.  werden  angewandt.  Damit  aber  die  Scala 

Ferner  ist  zu  merken  das  Hofmann*  nicht  zu  gross  wird , muss  dem  Theile 
sehe  Manometer.  Kupferröhre  AßC  AB  (Fig.  73),  an  welchem  der  Queck- 
(Fig.  72)  steht  mit  dem  Dampfkessel  silberstand  abgelesen  wird,  eine  grössere 
in  Verbindung.  CHD  ist  ein  HahnstQck,  Weite  gegeben  werden.  Der  Dampf 
BEFG  ein  zweimal  gebogenes  Kupfer-  drückt  von  E aus,  und  der  weitere  Theil 
rühr , KL  eine  oben  sich  etwas  veren-  bedudet  sich  unten.  Bei  anderen  Ein- 
gende , birnenförmig  auslaufende  Glas-  richtungen  kann  letzterer  sich  auch  oben 
röhre.  Die  Füllung  EFG  des  Instru-  befinden. 

nientes  geschieht  mit  Spiritus.  BCD  ist  Das  D ifferen  zi  almanometer  be- 
Wasser;  von  demselben  wird  der  Dampf-  steht  aus  einem  System  paralleler  ver- 
druck aufgenommen  und  mittels  der  bundener  Röhren  AB,  BC . . . (Fig.  74). 
Luftsäule  DE  auf  den  Spiritus  fortge-  Die  untere  Hälfte  bis  MN  ist  mit  Queck- 
pfinnzt,  von  diesem  aber  die  Luft  in  der  silber,  die  obere  mit  Wasser  gefüllt. 
Röhre  KL  zusammengedrückt.  Durch  Ende  K kann  mit  dem  Dampfe , Ende 
die  verschliessbare  Mündung  $ wird  der  L mit  der  Luft  in  Communication  ge- 
Spiritus  so  lange  eingefüllt,  bis  er  durch  setzt  werden,  dann  sinkt  das  Quecksil- 
cinc  feine  Oeffnung  M ausfiiesst,  die  ber  im  ersten,  dritten,  fünften  n.  s.  w;, 
nachher  ebenfalls  verschlossen  wird,  und  steigt  im  zweiten,  vierten  u.  s.  w. 


Fig.  74 
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Schenkel.  Sind  alle  Höhren  gleich  weit, 
80  steigt  das  Quecksilber  iin  zweiten 
Schenkel  so  hoch,  wie  cs  im  ersten  sinkt, 
also  die  Niveandifferens  ist  2x,  wenn  x 
die  Steighöhe  im  zweiten  Schenkel  ist; 
ebenso  ist  diese  Differenz  im  dritten, 
vierten  n.  s.  w.  Schenkel.  Dagegen  ist 
die  Wassersäule  im  zweiten  Schenkel  um 
2x  kürzer  als  im  ersten , im  vierten  nm 
2x  kürzer  als  im  dritten  u.  s.  w. 

Ist  wieder  t das  specihsche  Gewicht 
des  Quecksilbers,  so  wird  die  Höhe  einer 
Quecksilbersänle , welche  einer  Wasser- 
säule von  der  Höhe  2x  das  Gleichge- 
2x 

wicht  h&lt,  sein  — , also  durch  die  Ni- 


Bei  den  offenen  Manometern 
von  Galy-Cazulat  sind  in  einem 
Gcf&sse  ABC  (Fig.  75)  zwei  fest  ver- 
bundene Kolben  dd  und  ff  von  verschie- 
denen Darchmessem  zu  verschieben;  der 


big.  <o. 


veaodifferenz  der  Druck  hervorgebracht: 

» t 

Dieser  Druck  wird  durch  die  Nivoau- 
differenz  im  dritten  nnd  vierten  Schen- 
kel verdoppelt  u.  s.  w.  Ist  also  n die 
Anzahl  der  Schenkel , p die  Dampf- 
spannung im  ersten  Schenkel,  b der 
Luftdruck,  durch  eine  Quecksilbersäule 
gemessen , im  letzten  Schenkel , so  hat 
man: 


-Au."  2(t-l) 


x=;J£^=i,079  5;lz<,n, 

(*  — l)n  n 


eine  nimmt  den  Druck  des  bei  D zu- 
tretenden  Dampfes,  der  andere  den  der 
Flüssigkeitssäulo  CE  auf.  Seien  r und 
r,  die  Halbmesser  der  Kolben,  p der 


also,  wenn  p in  Atmosphären  gegeben, 
ö = l ist: 


x = 31,29^-^  Zoll. 


Dampfdruck , /»  die  Höhe  der  Flüssig- 
keitsslulc  CE,  d.  h.  der  Manometer- 
stand, y die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit, 
so  ist: 

r^p  = r^'‘hy. 


n 


Das  Ende  FL  ist  von  Glas,  und  mit  der 
Scala  jVS  versehen.  Der  Hut  L dient 
dazu , dass  bei  einem  Dampfstossc  das 
Quecksilber  nicht  ausgeschüttet,  sondern 
in  Gefäss  G gesammelt  werde. 


'=(-)’  -• 

\r,/  y 


Bei  dem  Joumeux’schen  Manometer 
sind,  um  die  Unsicherheit  wegen  der 
Kolbenrcibung  zu  vermeiden,  die  Kolben 
durch  Mctallscheiben  ersetzt.  , 


Fig  76. 
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Das  M otall mano  m eter  von 
Bonrdom  besteht  aus  einer  gebogenen 
Messingröhro  BEF  (Fig.  76)  mit  ellip-* 
tischem  Querschnitt,  deren  Gestalt  durch 
den  Druck  der  in  ihr  enthaltenen  Flüs- 
sigkeit geändert  wird.  Ende  B ist  offen 
und  steht  mit  der  Dampfröhrc  AB  in 
Verbindung,  Ende  F ist  verschlossen  und 
frei  beweglich.  Durch  die  stehende 
Welle  KL  ist  hiermit  ein  Zeiger  Z ver- 
bunden , der  auf  der  Scala  II  fortrückt, 
wenn  sich  die  Röhre  bewegt.  Hierbei 
geht  die  Breite  DF  (Fig.  77)  in  D^  F^ 


Fig.  78. 


Fig.  77. 
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über,  die  Seiten  DE  und  FG  in  D^E. 
nnd  FjC,,  Querschnitt  EG  in  E^G\ 
Krümmungshalbmesser  CA  und  CB  in 
C^  A nnd  C,  B. 

In  dem  Metallmanomcter  von  Schäfer 
und  Badenberg  ist  die  Röhre  durch  eine 


wellenförmige  Stahlplatte,  bei  dem  von 
Gabler  und  Veithaus  durch  ein  linsen- 
iörmig  verbundenes  Plattenpaar  (Fig.  78) 
ersetzt.  Der  Dampf  tritt  bei  D ein,  und 
direkt  die  Platte  zusammen,  dadurch 
wird  Stift  BC  aufwärts  geschoben  und 
setzt  einen  Zeiger  in  Bewegung.  Auch 
Thermometer  dienen  diesem  Zwecke,  da 
man  aus  der  Temperatur  den  Dampf- 
druck berechnen  kann.  Sie  sind  durch 
eine  Stopfbüchse  in  den  Kessel  zu 
hängen,  und  durch  eine  Mctallhülle  zu 
schützen. 

Die  Sicherheitsventile  sind  der 
wichtigste  Schutzapparat  der  Dampfkessel. 
Man  unterscheidet  äussere  Ventile,  wel- 
che sich  nach  aussen  öffnen , wenn  der 
Dampfdruck  eine  gewisse  Grenze  über- 
steigt, und  innere,  welche  sich  nach  in- 
nen öffnen , wenn  der  Druck  unter  eine 
gewisse  Grenze  fällt;  sie  lassen  dann 
Luft  in  den  Kessel  hinein,  bis  die  Span- 
nung im  Innern  des  Kessels  fast  dem 
Luftdrncke  glcichkoramt.  Wie  die  er- 
Steren  das  Zerrcissen  der  Kesselwändo 
von  innen,  so  sollen  die  Letzteren  das 
Zerdrücken  durch  den  Luftdruck  von 
aussen  verhindern.  Natürlich  treten  leta- 


Fig.  79. 
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tere  nnr  in  Thätigkeit,  wenn  sich  beim 
Ausgehen  der  Feuerung  die  Dämpfe 
condensiren. 

Die  Belastung  ist  entweder  unmittel- 
bar auf  den  Ventilen  angebracht,  und 
dies  findet  gewöhnlich  bei  niederm  Drucke 
statt,  oder  mittels  eines  Hebels  damit 
verbunden.  Seltener  kommen  Ventile 
mit  Federkraft  vor. 

Die  Sicherheitsventile  sind  nicht  conisch, 
sondern  haben  eine  ebene  Flattenform, 
auch  sitzen  sie  nur  auf  der  schmalen 
Stirnfläche  des  röhrenförmigen  Ventil- 
sitzes. Der  Grund  ist  der,  damit  sie  sich 
leichter  öffnen. 

Die  Breite  der  ringförmigen  Berüh- 
rungsfläche zwischen  Ventil  und  Sitz 
darf  nach  belgischem  Gesetze  nnr  2 Milli- 


meter betragen,  nach  französischem  soll 
sie  des  Durchmessers  der  inneren 
Ventilfläche  erhalten,  wenn  dieser  Durch- 
messer wenigstens  30  Millimeter  beträgt ; 
ist  er  kleiner,  so  soll  die  Breite  1 Milli- 
meter sein. 

Bei  dom  Ventil  mit  Hebelbelastung 
(Fig.  79)  ist  AA  das  Ventiigehäuse, 
welches  anf  den  Dampfkessel  geschraubt 
ist,  ßß  der  oben  etwas  erweiterte  Ven- 
tilsitz , CD  das  Ventil  selbst,  und  zwar 
C die  Platte,  D der  zum  geraden  Anf- 
und Niedergehen  nöthigo  Flügel,  EFH 
der  um  E drehbare  einarmige  Hebel,  der 
in  //  das  Gewicht  G trügt,  welches  ihn 
niederdrückt,  während  das  Ventil  in  F 
ihn  hebt. 

Ein  Ventil  mit  directer  Belastung  ist 


Fig.  80. 


A (Fig.  80).  G,  G sind  die  über  eine  hätise,  welches  dem  Heizer  nicht  zugäng- 
vierkantige  Stange  geschobenen  Gewichte,  lieh  sein  darf,  E ein  Hebel  zum  Probiren 
B das  auf  dem  Kessel  sitzende  Fuss-  des  Ventils,  F ein  zweites  Hebelventil, 
stück,  zugleich  der  Ventilsitz,  CC  das  welches  dem  Heizer  zugänglich  ist 
Dampfableitnngsrohr,  DD  das  Ventilge-  Ein  inneres  Ventil,  auch  Luftvcntil,  ist 


Fig.  81. 
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A (Fig.  81).  Gelenk  D verbindet  es  mit 
dem  am  C drehbaren  Hebel  DG,  Ge- 
wicht G drQckt  es  nur  schwach  von  un- 
ten nach  oben  an  den  Ventilsitz  B. 

Die  ftassern  Ventile  müssen  eine 
wisse  Grösse  haben,  am  einen  hinreichend 
grossen  Dampfabfluss  za  gestatten , we- 
nigstens muss  derselbe  die  in  gleicher 
Zeit  erzeugte  Dnmpfmcnge  übersteigen. 
Was  die  Belastung  anbetrifft,  sei  p die 
Dampfspannung,  b die  der  Atmosphäre, 
r der  innere  Halbmesser  des  Ventils,  P 
die  Belastung,  so  mass  sein : 


also  das  Verhältniss  zwischen  Ventil- 
and  Heizfläche: 


F, 


= 0.000013001/-— 


/l-b 0,00367  i 


In  Preussen  soll  dies  Verhältniss  nicht 
unter  jo'uu  sein.  In  Frankreich  gilt  für 
den  Ventildurchmcsser  die  Formel: 


d — %Q\  — Ccntimctcr, 

f p — 0,412 

also  da  f',  in  Quadratmetern  zu  ge- 
ben ist: 


P = nr^  (p  — b). 

Bei  dircctcr  Belastung  ist  dies  das  Gc' 
wicht  des  Ventils  mit  Belr.stung.  Be’ 
Ilebelbelastung  ist ; wenn  a der  Hebel- 
arm, G das  Gewicht  ist: 


pd-Qs 


G = 


wenn  d der  Hebelarm,  Qs  das  statische 
Moment  des  unbelasteten  Ventils  ist. 
Um  die  nöthige  Vcntilfläche  zu  Anden, 
gehea  wir  von  der  Annäherungsforrael 
für  die  Ausflussgeschwindigkeit  des 
Dampfes  aus : 


r = 1592  V'(l  +0,00367 1)  lg p Fass. 

p ist  hier  das  Verhältniss  des  Dampf- 
druckes zu  dem  der  äussern  Luft,  t die 
Temperatur  des  Dampfes.  Bezeichnen 
wir  den  Inhalt  der  Ventilfläche  mit  F, 
so  ist  die  Ausflussmenge,  unter  dem 
äussern  Luftdruck  gemessen,  in  der  Se- 
cunde : 


Q = Ftzzib92F  /(l+0,00367  /)  lg  p, 

dagegen  die  unter  dem  inneren  Drucke 
gemessene  Ausflussmenge , welche  dem 
in  derselben  Zeit  erzeugten  Dampfe  gleich 
ist: 


^ (?  1592  F , 

<?.  = y = -y—  V^0,003670  lg  p. 

Das  Gewicht  der  Dampfmenge  aber 
ist: 


g^q,y  = 


0,003557  • 15.09  p 
1 + 0,00367 1 ^ 


Eliminirt  man  aus  den  beiden  letzten 
Gleichungen  so  kommt: 

F=0,01170G 

Igp 

Wenn  man  auf  den"  Quudratfuss  Heiz- 
fläche für  die  Stunde  4 Pfund  Dampf 
rechnet,  so  ist  für  die  Heizfläche  F^  in 
der  Secunde: 


G = 


ih-Ii 

3C0O~9OÜ 


Pfund, 


_F^  _ 0^26  * n _ 0000531 
“ 4 (p-  0,412)  “ p- 0,412* 

Um  die  Sicherheit  zu  erhöhen,  werden 
zwei  Ventile  an  den  entgegengesetzten 
Kcssclendcn,  jedes  von  den  vorgcschric- 
benen  Dimensionen,  angebracht.  Fair- 
bairn  räth , den  V^ntilhcbcl  im  Innern 
des  Kessels  aufzuhängen,  um  das  Ven- 
til dem  Heizer  unzugänglich  zu  machen. 

Mau  hat  auch  leichtflüssige  Mctall- 
mischungen  (Blei,  Wismuth  und  Zink) 
vorgeschlagen,  welche  in  die  Kessel  wand 
eingesetzt  oder  als  Stöpsel  verwandt  bei 
höherer  Temperatur  schmelzen;  indess 
sind  diese  Vorrichtungen  zu  unbequem, 
um  allgemeinere  Anwendung  zu  Anden. 

Noch  gehören  endlich  zu  einem  Dampf- 
kessel : 

Das  Dampfrohr  zum  Fortlciten  des 
Dampfes  in  den  Cylinder. 

Das  Mann-  oder  Fahrloch  zum  Ein- 
steigen in  den  Kessel. 

Das  Ablassrohr  zum  Ablassen, 

das  Ausblaserohr  zum  Aasblasen  des 
Wassers. 

Das  Fahrloch  ist  eine  runde  Oefifnung 
von  16  bis  18  Zoll  Länge  und  13  Zoll 
Weite  im  Kcsscldeckcl.  Zum  Verschluss 
dient  eine  starke  Gusscisenplatte  AA 
(Fig.  82).  Im  Zwischenräume  j4B  zwi- 
schen ihr  und  dem  Kessel  liegt  ein  eiser- 
ner, mit  Hanf  und  Oelkitt  belegter  Ring. 
Zum  Handhaben  der  Platte  dient  Bügel 
EE,  zum  scharf  Andrücken  derselben 
der  an  C befestigte,  durch  Bügel  DD 
gehende  Schraubcnbolzen  CF  sammt  sei- 
ner Mutter  G. 

Die  Dampfkessel  für  stehende  Maschi- 
nen und  die  Lokomotivkcssel  werden 
wohl  auch  mit  einem  Dome  oder  einer 
Dampfhanbe  versehen , in  welche  das 
Mannsloch,  das  Speise-  und  Dampfrohr, 
die  Röhren  für  die  Sicherheitsventile 
u.  s.  w.  einmünden.  Dadurch  wird  näm- 
lich der  Kessel  mehr  gesehont.  Diese 
Haube  muss  nach  prcussischcr  Vorschrift 
durch  Eisenblech  zusammen-  und  auf 
den  Kessel  aufge nietet  sein. 
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Fig.  82. 


Das  Kohr  ziim  Ablassen  des  Wassers 
befindet  sieb  am  Boden  desselben  über 
den  Fenerrosten , nnd  wird  durch  einen 
conischen  Stahlzapfen  von  innen  ver- 
schlossen. 

Da  das  Speisewasser  nie  ganz  rein 
ist,  so  muss  der  Kessel  von  Zeit  zu  Zeit 
gereinigt  werden.  Dazu  dient  denn  auch 
das  Ausblaserohr,  welches  nahe  bis  zum 
Boden  reicht,  sich  dort  conisch  erwei- 
tert, und  nach  aussen  durch  einen  Hahn 
verschlossen  ist.  Oeffnet  man , wenn 
die  Feuerung  ausgegangen  und  die 
Spannung  des  Dampfes  nur  noch  missig 
ist,  den  Hahn , so  wird  das  trübe  Was- 
ser durch  den  t)ampf  fortgetrieben.  Aber 
nicht  bloss  Schlamm  ist  auf  diese  Weise 
zu  entfernen,  sondern  auch  Gips,  Koch- 
nnd  Glaubersalz,  welche  eine  feste  Rinde 
— den  Kesselstein  — bilden,  der  den 
Boden  des  Kessels  bedeckt.  Hierdurch 
wird  der  Durchgang  der  Wärme  er- 
schwert, und  auch  der  Kessel  an  den 
überzogenen  Stellen  sehr  leicht  glühend. 
Damit  diese  Masse  sich  nicht  unmittel- 
bar über  dem  Heerde  ansetzt,  führt  man 
das  Wasser  an  der  demselben  entgegen- 
gesetzten Stelle  ein,  und  legt  den  Kessel 
hier  1 bis  3 Zoll  tiefer  als  beim  Feuer- 
raum.  Auch  werden  besondere  Boden- 
oder Seitenbleche  eingesetzt.  Das  voll- 
ständige Entfernen  des  Kesselsteins  ge- 
lingt aber  nur  durch  Losschlagen  und 
durch  Säure  (Salzsäure). 

Jeder  Dampfkessel  ist  gewissen  Pro- 
ben zu  unterwerfen.  Vorgeschricben  ist 
die  hydrostatische  Probe.  Das  Sicher- 
heitsventil erhält  hierbei  doppelte  Be- 
lastung, und  es  darf  dann  das  Wasser 
nur  in  den  Fugen  in  Nebclform  hervor- 
treten. 

Jobard  schlägt  vor,  den  Kessel  ganz 


mit  Wasser  anzufüllcn,  und  so  lange  zu 
erhitzen,  bis  das  Manometer  2 — 3 At- 
mosphären über  den  normalen  Druck 
anzeigt.  Trotzdem  kommt  Zerspringen 
des  Kessels  zuweilen  vor , ohne  dass 
man  die  jedesmalige  Ursache  anzugeben 
im  Stande  ist. 

Im  Allgemeinen  rührt  dies  her: 

1)  von  übermässiger  Belastung,  oft 
vcibunden  mit  Erschütterungen, 

2)  vom  Wassermangel,  wobei  der  Kes- 
sel zu  glühen  anfängt,  der  Wasserdampf 
sich  zu  rasch  entwickelt  oder  gar  zer- 
setzt, 

3)  vom  Loslösen  des  Kesselsteins, 

4)  von  zu  schneller  Kinführung  dek 
Wassers  nach  vorausgegangenem  Wasser- 
mangel , wobei  ebenfalls  zu  schnelle 
Dampfentwickelung  wegen  des  Glühens 
des  Kesselbodens  eintritt, 

5)  durch  Einführung  zu  vieler  Luft 
mit  dem  Wasser,  wodurch  Knallgas  ent- 
steht. 

Selbstverständlich  kann  auch  mangel- 
hafte Constmetion  oder  Wartung  die 
Ursache  sein. 

Vergleiche  übrigens  den  zweiten  Band 
von  Weissbach's  Ingenieur-  nnd  Maschi- 
nenmechanik. 

3)  Dampfmaschinen. 

A)  Allgemeines. 

Dampfmaschinen  (machines  ä vapeur, 
steam  ~ engines)  bewirken  eine  Verwen- 
dung der  Dampfkraft  zur  Arbeitserzeu- 
gung. Von  allen  den  Versuchen,  welche 
zn  diesem  Zwecke  seit  den  ältesten  Zei- 
t n gemacht  worden  sind,  hat  sich  keine 
andere  Vorrichtung  bewährt,  als  dieje- 
nige, wo  durch  die  Expansiykraft  des 
Dampfes  ein  Kolben  in  einem  Cylinder 
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bewegt  wird,  nnd  von  diesen  wird  daher 
hier  allein  die  Rede  sein. 

Die  Dampfmaschinen  heissen  ein  fach 
wirkend,  wenn  der  Dampf  nur  den  Kol- 
ben in  einer  Richtung  — nach  oben  — 
treibt,  und  die  entgegengesetzte  Bewe- 
gung durch  ein  Gegengewicht  hervorge- 
bracht wird ; wirkt  aber  der  Dampf  bald 
nach  der  einen,  bald  nach  der  andern 
von  zwei  entgegengesetzten  Richtungen, 
so  heisst  dicMaschine  doppeltwirkend. 

Die  erstem  Art,  natürlich  die  ältere, 
in  deren  Erfindung  sich  mehrere  Mecha- 
niker theilen,  kommt  nur  noch  bei  Pum- 
pen nnd  Hammerwerken  vor,  und  ist 
niebtaueb  in  anderer  Art  verwendet  worden. 
Die  doppelt  wirkenden  werden  zur  Er- 
zeugung einer  rotirenden  Bewegung  be- 
nutzt, welche  bekanntlich  leicht  für  be- 
liebige Arbeiten  zu  verwenden  isi.  Ihr 
Erfinder  ist  Watt. 

Was  die  grössere  oder  geringere  Span- 
nung des  Dampfes  anbetrifft , so  theilt 
man  die  Dampfmaschinen  in  solche  mit 
niederem,  mittlerem  nnd  hohem  Drucke, 
je  nachdem  der  Dampfdruck  bis  zu  1^, 
bis  zu  2 bis  4 Atmosphären  oder  dar- 
über steigt.  Ausserdem  sind  zu  unter- 
scheiden Maschinen  ohne  und  mit  Con- 
densation.  Bei  den  ersteren  wirkt  der 
Druck  der  Atmosphäre  dem  Dampfdrücke 
entgegen,  indem  der  Dampf  nach  dem 
Gebrauche  in  die  freie  Luft  strömt;  bei 
den  letzteren  wird  der  Dampf  in  einem 
besonderen  Gefässe  nach  seinem  Ge- 
brauche condensirt , dem  Dampfdruck 
wirkt  also  nur  der  der  unvollkommenen 
Condensation  entsprechende  geringe  Lnft- 
und  Dampfdruck  entgegen. 

Die  Vortheile  der  Condensation 
sind  offenbar  desto  geringer,  je  höher 
die  Dampfspannung  ist;  bei  2 Atmo- 
sphären z.  B.  ist  der  Verlust  durch  den 
Gegendruck  der  Atmosphären  4«  ^ 

'Atmosphären  nur  Man  wendet  des- 
halb die  Condensation  in  der  Regel  nur 
bei  niederem  oder  mittlerem  Drucke  an. 

In  Bezug  auf  die  Einführung  des 
Dampfes  unterscheidet  man  Maschinen 
ohne  und  mit  Expansion.  Bei  den  er- 
steren tritt  der  Dampf  fortwährend  ab- 
wechselnd über  und  unter  den  Kolben 
ein,  bebält  also  immer  dieselbe  Span- 
nung; bei  den  letzteren  wird  bei  einer 
gewissen  Höhe  des  Kolbens  der  Dampf 
sbgesperrt,  und  bewegt  sich  dann  nur 
durch  die  Expansion  des  Dampfes  mit 
fibnehmendcr  Geschwindigkeit.  Bei  den 
letzteren  Maschinen  ist  grösserer  Nutz- 
offect  vorhanden,  da  bei  den  ersteren  die 
ganze  Wirkung  des  abgeschlossenen 
Dampfes  verloren  geht. 


Dampfmaschinen,  die  an  einem  Orte 
fest  angebracht  sind,  heissen  stationäre, 
sollen  sie  sich  von  Ort  zu  Ort  zu  gele- 
gentlichem Gebrauche  transportiren  las- 
sen, locomobile,  solche  endlich,  deren 
Arbeit  eben  in  der  Bewegung  ihrer  selbst 
und  der  von  ihnen  geführten  Last  be- 
stehen, Locomotiven;  die  letzteren  zer- 
fallen in  Dampfwagen  und  Dampfschiffe. 

B)  Ilauptthoilc  der  Dampfma- 
schine. 

Die  Hanpttheile  sind:  der  Cylinder, 
der  Kolben  mit  seiner  Stange,  und  die 
Steuerung. 

Der  Cylinder  ist  von  Gusseisen. 
Er  muss  genau  ausgebobrt  sein.  Sein 
Zweck  ist , den  Kolben  zu  führen  und 
den  Dampf  während  der  Arbeitsleistung 
zu  umschliessen.  Er  ist  oben  mit  einem 
Deckel,  unten  mit  einem  Bodenstück  vor- 
schlossen, in  der  Nähe  von  beiden  sind 
die  Seitenmündungen  zum  Ein-  und  Aus- 
treten  des  Dampfes.  Gewöhnlich  ist 
die  Höhe  2 bis  24mal  gleich  der  Weite, 
bei  Maschinen  aber,  die  ein  sehr  schnel- 
les Spiel  haben,  ist  dies  Verhältniss  ge- 
ringer. 

Es  soll  nämlich  ein  möglichst  kleiner 
Wärmcvcrlust  im  Cylinder  stattfinden. 
Es  ist  aber  diese  Abkühlung  der  Ober- 
fläche des  abzukühlenden  Körpers  also 
der  des  Weges  proportional,  den  der 
Kolben  durchläuft.  Von  allen  Cylindem 
von  gleichem  Inhalt  hat  nun  der  die 
kleinste  Oberfläche , dessen  Höhe  gleich 
der  doppelten  Weite  ist,  der  Kolbenhub 
muss  also  die  doppelte  Weite  betragen, 
wozu  dann  noch  die  KolbenhOhe  kommt. 

Auch  ist  derCylinder  mit  einem  schlech- 
ten Wärmeleiter,  Holz-  oder  Filzmantel, 
zu  umgeben,  statt  dessen  kann  man  ihm 
jedoch  eine  Luft-  oder  Dampfhülle  ge- 
ben, d.  h.  man  umgibt  ihn  mit  einem 
eisernen  Dampfmantel,  und  füllt*  den 
Zwischenraum  mit  Dampf  aus;  dieser 
Dampf  kann  Stillstehen,  oder  vor  oder 
endlich  nach  seiner  Wirkung  im  Cylin- 
der  durch  den  Zwischenraum  strömen. 
Die  letzte  Methode  ist  die  beste,  da 
von  der  Wärme  dos  Dampfes  noch 
Nutzen  gezogen  wird.  Da  sich  hierbei 
etwas  Wasser  niederschlägt,  so  befindet 
sich  unter  dem  Dampfmantel  ein  Ablass- 
rohr mit  einem  Hahne.  Auch  muss  die 
Oberfläche  der  geringeren  Ausstrahlung 
wegen  platt  sein. 

Die  Wandstärke  des  Cylinders  ist  wie 
beim  Dampfkessel  zu  berechnen,  wegen 
des  allmäligen  Ausschleifens  ist  jedoch 
I Zoll  zuzugeben.  Ist  die  Cylinderweite 
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d,  die  Dampfspannung;}  in  Atmosphären,  die  Stopfbüchse,  durch  welche  die  Kol- 
80  ergibt  sich  für  die  Dicke: 


e = (0,005 (p-l)d  + j)  Zoll 

Deckel  nnd  Fnssstück  des  Cylinders  sind 

Fig.  83. 


mit  letzterem  verschraubt  oder  verkittet. 
In  der  Mitte  des  Deckels  befindet  sich 

Fig.  84. 


benstange  geht.  Sie  ist  mit  Hanflunton, 
die  in  Öcl  und  Talg  getränkt  sind,  aus- 
gestopft;  in  neuerer  Zeit  wird  diese  Aus- 
stopfung oft  durch  Mctallringe  ersetzt, 
welche  über  einander  liegen  und  ans  je 
drei  Sectoren  bestehen,  die  durch  eiserne 
zwischen  dem  innern  Umfange  der  Stopf- 
büchse und  dem  äussorn  der  Ringe  ein- 
geklemmte Federn  an  die  Kolbenstange 
gedrückt  werden. 

Die  Stopfung  (Liderung)  wird  von 
oben  durch  einen  eisernen  Mantel  zu- 
sammengchalten,  der  entweder  oben  auf 
der  Stopfbüchse  unmittelbar  (Fig.  83  und 
84),  oder  durch  zwei  Ziehschrauben  auf- 
sitzt  (Fig.  85).  ßß  sind  die  Ziehschrau- 


• - Fig.  85. 


bcn.  Der  Cylinder  und  auch  der  Stopf- 
büchscndeckel  sind  mit  einer  Vertiefung 
zur  Aufnahme  von  Schmiere  (Talg)  ver- 
sehen. Bei  Hanfkolben  sind  ausserdem 
noch  ein  oder  mehrere  Schmiertrichter 
auf  den  Cylinderdeckcl  zu  setzen.  Die- 
ser Schmiertrichter  wird  mit  dem  Ende  A 


Fig.  86. 
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(Fig.  86)  auf  den  Deckel  des  Cylinders  Der  Cylinder  ist  mittels  einer  starken 
geschraubt,  B ist  das  Fettbehältniss  und  Grundplatte  auf  ein  festes  Gemäuer  tn 
C ein  Hahn  mit  zwei  Bohrungen  a und  setzen , nnd  mit  diesem  durch  Anker 
6 ; ist  6 unten,  so  fliesst  das  Fett  durch  und  Schrauben  zu  verbinden, 
die  Bohrung  des  Fussstückes  A in  den  Der  Kolben  nimmt  beim  Auf*  und 
Cylinder,  ist  a oben  nnd  unter  der  Boh*  Niedergehen  im  Cylinder  die  Dampfkraft 
rung  c im  Boden  von  B,  so  fliesst  das  auf  nnd  leitet  sie  mittels  der  Kolben* 
Fett  ans  dem  Trichter  B in  den  Hahn  C.  Stange  weiter.  Der  Kolben  ist  ein  Cy* 
In  einigen  Fällen  wird  die  Kolben*  linder,  der  genau  an  das  Innere  des 
Stange  durch  den  Boden  des  Cylinders  Dampfeylinders  anschliesst;  er  besteht 
geführt.  Dann  ist  eine  zweite  Stopf*  aus  dem  Kolbenstocke,  der  Liderung 
bQchse  nbthig.  AB  (Fig.  87)  ist  das  und  dem  Deckel.  In  der  Mitte  des 

Kolbcnstockes  ist  eine  Verstärkung, 
welche  im  Innern  conisch  ansgedreht  ist, 
und  zur  Aufnahme  des  ebenfalls  conisch 
abgedrehten  Endes  der  Kolbenstange 
dient.  Kolbenstock  und  Deckel  sind  ans 
Gusseisen , die  Liderung  von  Hanf  oder 
Metall. 

Der  Kolben  mit  Hanflidernng  ist  hier 
theilweise  zerschnitten  nnd  abgederkt 
dargestclit  (Fig  88).  AA  ist  der  Kol* 
bcnstock,  BB  die  Liderung  aus  Hanf- 
zOpfen  bestehend,  CC  der  durch  Schran* 
ben  EE  mit  dem  Kolbcnstock  verbun- 
dene Deckel,  welcher  die  Liderung  zu* 
sammendrfickt , D ist  die  Kolbenstange, 
F die  Splettc,  womit  deren  Ende  in  der 
die  Mitte  des  Kolbens  einnehmenden 
Hülse  fcstgekeilt  ist. 

Die  Hanfliderung  ist  aber  bei  Hoch- 
druckmaschinen nicht  anzuwenden , da 
die  Reibung  und  der  heisse  Dampf  zu 
Gehäuse,  CC  der  Deckel,  DÜ  die  Kol-  schnell  abgenutzt  werden.  Statt  dessen 
benstange,  ee  eine  messingene  Scheibe  dient  dann  eine.  Metallliderung.  Solche 
mit  einer  auswendig  herumlaufenden  besteht  aus  genau  abgedrehten  Metall- 
Nuth  nnd  6 bis  8 kleinen,  radial  laufen-  ringen , welche  durch  Federn  an  die 
den  Löchern,  Y Packung,  g ein  mit  innere  Fläche  des  Cylinders  gedrückt 
der  Nutb  communicirendes  Kupferrohr,  werden.  Zwei  solcher  Liderungen  sind 
k der  Kelch  zur  Aufnahme  des  flüssigen  hier  abgebildot  (Fig.  89  und  90).  AA 
Talgs,  h ein  Hahn  zum  Abfluss,  der  nur  ist  der  Kolbenstock,  DD  der  Deckel, 
geöffnet  wird , wenn  die  Maschine  steht.  FG  das  Kolbenstangenende , EE  die 


Fig.  88. 


Fig.  87. 
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Schrauben , welche  den  Deckel  mit  der 
Hülse  verbinden.  Die  Liderung  besteht 
ans  zwei  Ober  einander  liegenden  Rin- 
gen BB  und  CC,  die  durch  Schlagen 
elastisch  gemacht  und  in  Stücke  zer- 
schnitten sind , damit  sie  etwas  gegen 
die  Cylindcrwand  federn.  Bei  der  einen 
(Fig.  89)  ist  jeder  Ring  an  der  schwäch- 
sten Stelle  zerschnitten,  und  durch  einen 
innen  anliegenden  aufgoschnittenen  Stahl- 


ring B nach  aussen  gedrückt.  Bei  der 
andern  (Fig.  90)  sind  die  Ringe  an  den 
weitesten  Stellen  zerschnitten,  und  Keile 
KK  in  die  Schnitte  eingelassen , welche 
durch  Spiralfedern  SS  angedrückt  sind. 

Genau  ist  auf  das  Verhallniss  der 
Kolbenhohe  zum  Kolbendurchmcsser  und 
der  Stärke  der  Kolbenstange  zu  dem- 
selben zu  achten.  Da  nämlich  die  in- 
nere Cylinderwand  nicht  völlig  glatt  ist, 
so  kann  die  Lidcrungsfläche  nur  bei 
einer  gewissen  Breite  derselben  völlig 
abschliessen.  Zu  grosse  Breite  aber 
würde  die  Reibung  zu  sehr  vermehren. 
Erfahrungen  geben  das  Verhältniss  der 
KolbcnhOhc  zum  Kolbendurcbmesscr  j 
bis  ^ bei  Hanflidcrnng,  ^ bis  ^ bei 
. Mctalllidcmng.  Bei  kleineren  Kolben 
ist  der  grössere  Werth  zu  nehmen. 

Die  Kolbenstange  besteht  aus  Schmie- 
deeisen oder  Stahl;  ihr  ist  gehörige 
Stärke  zu  geben,  damit  sie  bei  Ueber- 
tragnng  der  Arbeit  keine  Deformation 
erleidet.  Hierbei  ist  zu  unterscheiden, 
ob  sie,  wie  bei  einfachwirkenden  Ma- 
schinen, nur  einer  Ausdehnung,  oder, 
wie  bei  doppeltwirkenden,  auch  einer 
Zusammendrückung  ausgesetzt  ist.  Sei 
p die  Differenz  der  Spannung  auf  bei- 
den Seiten  des  Kolbens,  d der  Durch- 
messer des  Kolbens,^  so  wirkt  auf  ihn 
die  Kraft: 

\ ' , 

P = ^ 15,09;)  Pfund. 

Sei  nun  d^  der  Durchmesser  der  Kol- 
benstange, T der  Tragmodul  der  ab- 
soluten Elasticität,  so  ist  die  Tragekraft 
der  Stange: 

P=^  T 

4 '• 

also  durch  Gleichsetzen  beider  Ausdrücke: 
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Fig.  91. 


Fflr  Schmiedeeisen  ist  r=  20000.  Nimmt 
mnn  hier  der  Sicherheit  wegen  nur  die 
Hftlfte,  T=  10000,  BO  ist: 

rfi=0,01rfVp  Zoll, 

oder,  wenn  p nicht  in  Pfunden  für  den 
Quadratzoll,  sondern  in  Atmosphären 
gegeben  ist: 

rfi=0,04Vp  Zoll. 

Bei  doppeltwirkenden  Maschinen  erhält 
man  zwei  Formeln,  jo  nachdem  man 
Ton  der  Festigkeit  des  Zerdrückens  oder 
des  Zerknickens  ausgeht.  Man  geht  am 
besten  von  der  letzten  aus , nimmt  aber 
einen  sehr  verkleinerten  Werth  von  T 
an.  Erfahmngsmässig  bedient  man  sich 
der  Formel: 


CD  an,  welches  bis  in  das  Kessclwasier 
hinabgeht.  Der  bei  CC  eintretende 
Dampf  lässt  bei  seiner  abwärts  gehen* 
den  Bewegung  dann  das  Wasser  gröss* 
tentheils  fallen. 

Das  Dampfrohr  ist  nicht  sehr  lang, 
jedoch  weit  zu  machen,  plötzliche  Rieh* 
tungs-  und  Querschnittsveränderungen 
zu  vermeiden,  um  Bewegungshindemissen 
vorzubengen.  Die  Verringerung  der  Ab- 
kühlung dagegen  erfordert  ein  kurzes, 
zugleich  aber  enges  Rohr,  ausserdem  die 
Umgebung  mit  einem  schlechten  Wär- 
meleiter oder  einem  polirten  Metallman- 
tcl.  Die  Weile  der  Rohren  beträgt  am 
besten  | des  Dampfkolbendurchmessers, 
eher  etwas  weiter  als  enger  namentlich 
bei  hohem  Druck  und  schnellem  Spiel. 

Die  Admissionsklappe  führt  bei  AA 
in  das  Dampfrohr  (Fig.  92),  B ist  die 


di=0,08<f0'p+0.2.ö)  Zoll. 

Dm  Dampf  rohr  führt  den  Dampf 
aus  dem  Kessel  in  die  Dampfkummer, 
eiuen  Raum , von  welchem  aus  die  re- 
gelmässige Vertheilnng  durch  die  Steue- 
rung stattfindet.  Im  Dampfrohre  befin- 
det sich  die  Admissionsklappe , ein 
Drosselventil,  durch  welches  der  Dampf- 
zufiusB  regulirt  werden  kann. 

DasDampfrohr  mündet  an  derjenigen 
Stelle  des  Kessels  ein  , wo  die  Dampf- 
entwickelung  am  stärksten  ist. 

Damit  noch  das  Fortreissen  des  Was- 
sers mit  dem  Dampfe  möglichst  verhin- 
dert wird,  gibt  man  dem  Rohre  eine 
aufsteigende  Stellung,  wobei  das  fortge- 
rissene Wasser  wieder  zurückfliesst.  Eine 
gute  Einrichtung,  um  die  Dämpfe  recht 
trocken  in  den  Cylinder  zu  bringen  , ist 
«iRende  (Fig.  91).  An  das  Dampf- 
rohr AB  schliesst  sich  ein  weiteres  Bohr 


Fig.  92. 


Klappe,  C’X  ihre  Axe,  D eine  Stell- 
schraube mit  ihrer  Mutter,  EF  der  He- 
bel zur  Bewegung  der  Klappe.  Dieselbe 
schliesst  nie  den  Dampf  ganz  ab.  Bei 
Hochdruckmaschinen,  wo  AbsperruDg 
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nüthig  ist,  wemlet  mnii  ein  besonderes 
Absperrventil  nn.  Bei  niederem  Drucke 
ist  dies  aus  dem  Grunde  nicht  nfithig, 
weil  durch  Kinstellnng  der  Cundensation 
die  Maschine  zum  Stillstände  gebracht 
werden  kann. 

Besondere  Kanäle  oder  Dnmpfwego 
führen  den  Dampf  ans  der  Kammer  in 
den  Cylinder  und  von  da  in  die  freie 
Luft  oder  in  den  Condonsator. 

Die  Steuerung  dient  zur  Kegulirnng 
dieses  Kin-  und  Abführens  des  Dampfes. 
Man  unterscheidet  innere  und  üussere 
Steuerung  (siche  Wassersäulenmaschine), 
Die  erstere  befindet  sich  im  Innern  des 
Dampfgehänses,  sic  besteht  aus  Ilühnen, 
Schiebern,  Kolben,  Klappen,  welche  die 
Dampfwege  abwechselnd  ÜITnen  und. 
schliessen. 

Die  Kolbcnsteucrung  und  die  durch 
Hahne  (Viorweghahn)  kommen  nur  sel- 
ten vor.  Vergleiche  über  dieselben  den 
Artikel ; Wassersäulenmaschine. 

Die  haufigsi  angewandten  sind  die 
Schieber-  und  Ventilsteuerungen 

Man  unterscheidet^  bei  den  crstcrcn 
platte  und  hohle  Schieber,  Muschel-  und 
Rührcnschieber. 

Bei  dem  M u s c h e 1 s c li  i e b e r ist  AB 
(Fig  93)  der  Schieber.  Er  befindet  sich 


innerhalb  der  Dampfkammer  CÜE  uud 
wird  durch  Stange  BF  bewegt;  mit  sei- 
nen abgehobelten  Stirnflächen  liegt  er 
an  die  ebenfalls  abgchobelte  Mctnllflächc 
df  an.  Der  durch  das  Dampfrohr  D 
eingeführtc  Dampf  tritt  bei  der  Stellung 
I durch  de  über  den  Dampfkolbcn  A”, 
so  dass  derselbe  abwärts  geht,  während 
der  benutzte  Dampf  unter  dem  Kolben 
auf  Weg  gf  in  den  Sehicberraum , oder 
von  dort  durch  O ins  Freie  oder  den 
Cundensator  gelangt.  Bei  Stellung  II 
führt  Weg  fg  den  I)umpf  unterhalb  des 
Kolbens,  derselbe  geht  aufwärts,  und  der 
oben  befindliche  Dampf  wird  durch  eO 
und  0 wcggcschafTl. 

Ist  die  Maschine  sehr  gross,  so  würde 
das  Ansfüllcn  der  Kanäle  de  nnd  fg  mit 
Dampf  zu  viel  Arbeitsvcrlust  bewirken, 
man  wendet  daher  bei  solchen  den  R Oh- 
renschieber (Fig  94)  an.  Durch 
Mündung  I)  tritt  der  Dampf  in  das 
Innere  Ad  des  Schiebers,  von  hier  in 
Stellung  I bei  de  über,  bei  Stellung  II 
bei  fg  unter  den  Kolben.  Die  auf  bei- 
den Seiten  offene  Röhre  AB  mit  halb- 
kreisförmigem Querschnitte  ist  bei  A 
und  ß abgelidert,  so  dass  sie  an  den 
halbcylindrischen  Theil  der  Dampfkam- 
mer dampfdicht  nnschlicsst.  Der  bo- 
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nutzte  Dampf  tritt  bei  Stellung  I direct  Der  Röhrcnschicbcr  hat  aber  auch  den 
ani  dem  Wege  gfO,  bei  Stellung  II  aber  Vorzug,  dass  er  vom  Dampfe  umgeben 
auf  dem  Wege  de  durch  die  Rohre  BA  ist,  also  nicht  blus  von  einer  Seite  ge- 
und  durch  O hinaus.  drückt  wird , weshalb  auch  die  Reibung 


Fig.  95.  • 
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bei  ihm  geringer  ist.  Da  bei  grossen 
Maschinen  mit  hohem  Drucke  die  Be- 
wegung des  Schiebers  einen  Arbeitsauf- 
wand von  mehreren  PferdekrÄften  erfor- 
dern kann,  so  benutzt  man  hier  auch 
kurze  Schieber,  die  nie  von  einer  Seite 
allein  gedrückt  werden.  Man  nennt  sie 
iquilibrirte  oder  Entlastnngsschieber. 
Ein  solcher  ist  von  Jobin  für  eine  Ma- 
schine mit  liegendem  Cylinder  constmirt 
(Fig.  95).  CE  ist  die  Dämpfkammer, 
AB,  der  Schieber,  besteht  in  einer  Ver- 
bindung von  zwei  Steucrkolbcn  AA  und 
BB  mit  einer  hohlen  Kolbenstange.  Bei 
D tritt  der  Dampf  in  die  Kammer,  füllt 
die  R&ume  C und  E zu  beiden  Seiten 
des  Schiebers  und  S innerhalb  desselben 
ans.  Der  durch  das  Ausblaserohr  // 
und  den  Cylinder  L strömende  Dampf 
umhüllt  den  mittleren  röhrenförmigen 
Theil  AB  des  Schiebers  von  aussen. 
Da  die  Dämpfkammer  bei  ME  und  NF, 
wo  die  Kanüle  einmUnden,  erweitert  ist, 
so  Hndet  auch  dann  kein  einseitiger 
Druck  statt , wenn  einer  dieser  Kanüle 
abgesperrt  ist. 

Die  Ventilsteuerung  wird  nur 
bei  grossen , hnuptsüchlich  aber  bei  ein- 
fach wirkenden  Maschinen  verwendet,  da 
die  Schieber  zn  gross  sind,  nm  genan 
abschliessen  zu  können , auch  das  OefT- 
nen  and  Schliessen  der  Wege  nur  lang- 


sam geschieht.  Die  Ventile  sind  Kegcl- 
uder  Rohrenventile,  beide  können  ferner 
einfache  oder  doppelte  sein,  von  diesen 
sind  die  doppelten  aber  die  leichter  be- 
weglichen. Die  Ventile  werden  durch 
Stangen  und  Hebel  in  Bewegung  gesetzt. 
A (Fig.  96)  ist  ein  einfaches  Kegelven- 
til mit  Hebelbewegnng,  BC  sein  Stiel, 
B und  C die  bUchsenfÖrroige  Leitung 
desselben,  D eine  durchs  Gehäuse  ge- 
hende Drehaxe,  DE  ein  Hebelarm  im 
Innern,  DF  ein  solcher  ausserhalb  des 
Gehäuses.  Der  erstere  greift  in  den  bei 
E aasgehöhlten  Ventilstab.  Der  letz- 
tere ist  mit  Stange  FG  verbanden.  Wird 

Fig  97. 
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diese  gezogen,  so  dreht  sich  die  Hebel- 
verbindnng  um  D,  A wird  gehoben,  so 
dass  die  K&nme  M und  N commnniciren.. 
Dagegen  ist  A (Fig.  97)  die  Ventil- 
platte  eines  Röhrenvcntils  mit  Stangen- 
beweg^ung.  Die  Ventilplatte  A ist  fest, 
das  Gehäuse  BB  beweglich  und  zwar 
durch  eine  Ventilstange  CD,  welche  durch 
Stopfbuchse  C geht.  In  der  hier  gege- 
benen Abbildung  steht  B an  f A,  cs 
sind  daher  die  Räume  M und  nicht 
verbunden.  Wird  nun  BB  emporgeho- 
ben, so  tritt  diese  Verbindung  ein,  der 
Dampf  strömt  von  M durch  B^  nach 
N.  Diese  Ventile  haben  vor  den  Kc- 
gelventilcn  den  Vorzug  grösserer  Beweg- 
lichkeit. 

Diese  Ventile  dienen  für  einfach  wir- 
kende Maschinen.  Für  doppelt  wirkende 
sind  zwei  Ventile  nöthig.  Um  dieselben 
von  einem  Funkte  aus  mittels  Stangen 
bewegen  zu  können , steckt  man  die 
Stange  des  einen  durch  die  des  andern, 
welche  letztere  also  hohl  sein  muss. 
Diese  Constmetion  gibt  die  concon- 
tri  sehen  Ventile  vonMurdoch  (Fig. 
98).  ABf  A^B^  sind  zwei  Dampfkam- 
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mcrn  , wflche  durch  je  *wel  Ventilsitze 
wieder  jede  in  drei  g^tbeilt  sind.  Die 
oberen  communiciren  mit  dem  Dampf« 
rühre  ÜD,  die  mittleren  mit  dem  Cylin- 
der,  die  unteren  mit  dem  Ableitungs- 
rohre EE.  FG  und  F^G^  sind  zwei 
Stcuerstangen,  welche  von  den  Execn- 
irics  //,  //,  bewegt  werden,  Diese  er- 
greifen nimlich  durch  Querarm 
die  Stiele  der  vier  Ventile  6,  fr,. 
Die  Stiele  von  a und  fr,  sind  hohl,  und 
die  von  fr  und  <t,  gehen  durch  dieselben 
hindurch.  Geht  Stange  FG  aufwärts, 
so  öffnen  sich  die  Ventile  a,  a^,  der 
Dampf  tritt  von  'DD  bei  C in  den  Cy- 
linder  über  den  Kolben,  und  bei  C^  aus 
di-m  Cylinder  heraus  ins  Ableitnngsruhr 
EE;  geht  aber  F,G,  aufwärts,  also  F6' 
abwärts,  so  öffnen  sich  fr,  fr,  und  a, 


schlicssen  sich,  bei  C,  tritt  der  Dampf 
von  DD  unter  den  Kolben,  der  oberhalb 
desselben  befindliche  aber  durch  C nach 
EE,. 

Die  Röhrenventile  sind  ringförmig  und 
haben  einen  kleineren  Querschnitt,  wes* 
halb  zu  ihrer  Bewegung  geringere  Ar- 
beit gehört.  Um  diese  auch  för  Kegel* 
Ventile  zu  verringern,  wendet  man  Ge* 
genventile  oder  Gegenkolben 
an.  K ist  der  Gegenkolben  (Fig.  99) 
des  Kegelventils  V,  CE  ein  Seitrnrohr, 
welches  das  nach  dem  Cylinder  fahrende 
Communicationsrohr  O mit  dem  Raum 
unter  dem  Gegenkolben  verbindet.  Der 
Dampf  drückt  das  Ventil  nach  oben  nnd 
den  Kolben  nach  unten  mit  fast  gleicher 
Stärke,  so  dass  beim  Aufziehen  nur  noch 
die  Reibung  zn  überwinden  ist.  Ein 


Fig.  101. 
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Fig.  102. 


■weites  Ventil  F,  dessen  hohle  Stange 
FS  die  Stange  KL  von  V nnd  K ein- 
Bcbliesst,  dient,  am  den  Dampf  wieder 
nach  seiner  Wirkung  za  entfernen. 

Noch  besser  aber  erfüllt  diesen  Zweck 
das  Doppel-  oderLaternenventil 
(Fig.  100).  AA  and  BB  sind  die  bei- 
den Ventilteller,  SC  der  Stiel,  wodurch 
das  Ganze  aufgezogen  wird.  Der  bei 
D eintretende  Dampf  ist  von  den  Ven- 
tilen and  ihren  Sitzen  umschlossen,  drückt 
also  das  eine  nach  anten,  ganz  so  wie 
das  andere  nach  oben.  Ein  Hebel  bei 
C hebt  also  das  Ventil  mit  geringer 
Kraft.  Hierauf  tritt  der  Dampf  aus  den 
beiden  ringförmigen  R&umen  zwischen 
Ventilen  nnd  Sitten  aas  dem  Ventilge- 
bknse  heraus  in  die  Dampfkammer  F, 
von  wo  er  weiter  geleitet  wird. 

Es  gibt  aber  auch  doppelte  Böh- 
ren- oder  Olockenventile  (Fig. 
101).  Die  Ventilringe  bb  and  dd  sind 
fest,  das  Gehäuse  CC  mittels  des  Stie- 
les EF  beweglich.  In  I ist  das  Ven- 
til geschlossen , die  Kegelfläcbe  aa  des 
einen  trifft  den  kegelförmigen  Umfang 
des  Tellers  &&,  und  die  Kegelfläche  cc 
des  andern  den  kegelförmigen  Umfang 
des  Tellers  dd.  Der  bei  D einströmende 
Dampf  drückt  das  Ganze  von  oben  und 
unten  gleich  stark.  Nach  dem  Aufziehen 
gelangt  in  II  der  Dampf  zwischen  a und 
b und  auch  zwischen  c nnd  d in  den 
Baum  A and  von  da  durch  B weiter. 

Die  Bewegung  geschieht  (Fig.  102) 
vermittels  der  Flügel  ff,  welche  vom 
Teller  G herablaufen,  und  der  durch  die 
bewegten  _Glocke  CC  znr 


Führung  dienen;  die  Arme  ee  verbinden 
die  Glocke  mit  der  Stange. 

Es  gibt  aber  auch  doppelsitzige 
Böhrenv enventile  (Fig.  108).  Ven- 
til ABBA  sitat  an  Stange  CS,  and  ist 


Fig.  103. 


an  beiden  Mündungen  erweitert,  anssen 
aber  kegelförmig  abgedrebU  Das  Ven- 
tilgehäuse EF.FF  ist  mit  den  Sitzen  EE 
und  FF  versehen.  ln  der  Abbildnng 
ist  der  bei  D zutretende,  den  inneren 
Ventilranm  ausfUllende  Dampf  von  dem 
mit  dem  äusseren  Ventilranm  commnni- 
cirenden  Bohre  G abgesperrt.  Wird 
das  Ventil  geöffnet,  so  geht  «wischen 
AA  und  EE  einerseits,  swischen  BB 
und  FF  andererseits  der  Dampf  hin- 
durch nach  G. 

Der  Condensator  dient  znm  Conden- 
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sirdi  4et  Dampfes  nach  Tollbracbter 
Arbeit,  fis  itt  oben  erw&hnt,  dass  bei 
Tielea  Iftsoohinen  ein  solcher  nicht  vor- 
handen ist.  Man  lisst , wenn  das  leta- 
tere  stattfindet , oft  den  verbrauchten 
Dampf  durch  einen  Vorwärmer  ge- 
ben, wo  er  das  Speisewasser  vor  dessen 
Eintritt  in  die  Speisepumpe  erwärmt 
(Fig.  104).  A ist  das  Blaserohr  eines 
solchen  Vorwärmers,  welches  den  Dampf 
zuerst  ins  Reservoir  ßC  leitet,  DE  ist 
das  Ausgussrohr  der  Kaltwasserpampe ; 
dasselbe  ist  mit  vielen  kleinen  Löchern 
versehen,  welche  das  Wasser  strahlen- 
förmig nach  BC  führen , wo  cs  vom 
Dampfe  erwärmt  grösstentheils  durch  die 
bei  C mündende  Speisepumpe  in  den 
Dampfkessel  gedrückt  wird.  Das  über- 
flüssige Wasser  fliesst  durch  die  mit 
Schwimmer  S versehene  Röhre  FC//, 
der  übrige  Dampf  durch  Rölire  K ab. 

Der  Condensator  selbst  ist  ein 
gusseisernes  Gefäss  AH  (Fig.  105), 
welches  von  aussen  stets  mit  kaltem 
Wasser  umgeben  ist.  und  in  welches 
auch  stets  kaltes  Wasser  (Injections- 
oder  Ein  spritz  was  8 er)  in  einem  feinen 
Strablenbündel  einströmt.  Das  kalte 
Wasser  wird  durch  die  Kühlwasserpumpe 
C und  Rohr  DD  in  das  Reservoir  EFG 
geführt,  welches  den  Condensator  um- 
gibt Apparat  H dient  zum  Einspritzen 
in  den  Condensator  selbst.  In  diesen 
Apparat  tritt  das  Wasser  von  unten  aus 
dem  Reservoir  EEG,  und  durch  das  mit 


einem  Seiherblcche  geschlossene  Mund- 
stück HK  in  den  Condensator,  und  zwar 
mit  grosser  Geschwindigkeit,  da  der 
Condensator  fast  luftleer  ist.  Ein  Ven- 
til an  Hebel  L und  Stange  LH  dient 
zum  Reguliren  des  Injectionswassers. 
Die  Luftpumpe  hat  zum  Zweck,  die  im 
Einspritzwasser  befindliche  atmosphärische 
Luft  und  den  nicht  condensirten  Dampft 
sowie  das  condensirte  Wasser  fortzu- 
schaffen.  Es  ist  eine  Säugpumpe  mit 
durchlöchertem  Kolben  O,  Säugventil  M 
und  Druckventil  bei  N fliesst  das 
warme  Wasser  in  das  Heisswasserreser- 
voir  NO,  ein  kleiner  Theil  davon  wird 
durch  die  Speisepumpe  mittels  des  Saug- 
rohrs  O dem  Kessel  als  Speisewassor 
wieder  zugeführt.  Das  Aasblaserohr  R, 
welches  ein  nach  aussen  sich  öffnendes 
Ventil  hat  (Ausblaseklappe) . dient  zum 
Ableitcn  der  Luft,  welche  sich  bei  län- 
gerer Ruhe  der  Maschine  im  Condensa- 
tor sammelt.  Um  den  Druck  im  Con- 
densator zu  messen,  dient  die  Barometer- 
probe, ein  verkürztes  Barometer. 

C)  Anordnung  der  Maschinen- 
t h c i 1 e. 

Die  Dampfmaschine  erzeugt  wie  die 
WassersÄulenmaschine  zunächst  nur  eine 
auf-  und  abgehende  Bewegung  des  Kol- 
bens. Mittels  eines  Hebels  lässt  sich 
derselbe  weiter  fortpflanzen , wenn  die 
Art  der  Arbeit  eben  auch  nur  eine 
solche  Bewegung  erfordert.  Soll  aber 
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Fig.  105. 


eine  Krei&bcwcgung  entstehen,  so  ist 
eine  Zwisohenmnschine  nOthig.  Dieselbe 
be^toht  aus  der  Kurbel  oder  dem 
Krummznpfen,  der  Kurbel- 
Lcnk-  oder  F 1 e i e I s t a n ge,  endlich 
dem  Sch  \v u ng r n d e. 

Die  Kurbel  CA  (Fig.  106)  ist  ein 
Thcil  der  Welle  C,  durch  die  Kurbel- 
stange  Aß  ist  sie  mit  der  Kolbenstange 
ßF  verbunden.  Die  Gradföhmng  ß 
dient  dazu,  dass  der  Stangenkopf  ß von 
der  Kurbelstange  nicht  zur  Seite  gezo- 
gen wird.  Damit  ferner  die  Kurbel- 
wellc  C bei  der  veränderlichen  Wirkung 
der  Kurbelstange  sich  nicht  ungleich- 
förmig  bewegt,  ist  ein  an  der  Feripherie 
schweres  Schwungrad  angebracht. 

Die  Maschinen  thcilt  man  ein  : 

I.  Nach  der  Anzahl  der  Gelinder  in 
ein-  und  zwcic}-Iindrige. 

II.  In  Hinsicht  auf  deren  Art  in  sol- 
che mit  festen  und  mit  beweglichen  Cv- 
lindcrn  Im  ersten  Falle  können  die 
Cylinder  sein  vcrtical . horizontal  oder 
geneigt,  im  zweiten  schwingend  od(  r 
rotirend. 

III.  Der  Dnmpfwirkung  nach  sind 
dio^  Maschinen  einfach  oder  doppelt  w?r- 

IV.  In  Rücksicht  auf  die  ücbertragung 


Fig.  lOG. 


J 


by  Google 


•I 


t « 


' ^ mrrr  - ^ 


. Wärme. 


297  * Wärme. 


r ' 

Ts 

r 

% 


r 


I 

der  Kraft  direct  udor  indircet  wirkend. 
Im  letzteren  Falle  ttind  die  Maschinen  in 
solche  niTt  und  ohne  Bnluncicr  zu 
theilcn. 

. Direct  rotirend  wirkende,  sogenannte 
Roiationsmaschincn  sind  zwar  vorge- 
schlagen  wurden,  haben  aber  nie  all- 
gemeinere Verbreitung  gefumleu.  Bei 
ihm  würde  der  Dampf  auf  die  Scliaufeln 
eines  Kmtes  strömen  und  dies  direct  in 
Bewegung  setzen. 

Eine  einfach  und  direct  wir- 


Fig.  107. 


kende  Maschine  (Fig.  107)  wirkt 
unmittelbar  durch  die  Kolbenstange  DE, 
an  w'clchcr  sich  die  Last  Q befindet, 
welche  mit  dem  Kolben  durch  den  Dampf 
rmpurgehuhen  wird,  und  durch  eigene 
Schwere  wieder  sinkt. 

Bei  der  einra'-hen  Maschine  mit  Ba- 
lancier (Fig.  108)  greift  die  Kolhen- 
siango  DU  ins  Balancier  AOli , welches 
sich  um  O dreht,  AL  ist  das  Verbin- 
dungsglied beider,  an  Stange  BQ  ist  die 
Last  angebracht. 

Fig.  108 


Bei  der  liegenden,  doppelt  und  wcgl  der  Kolben /J  (Fig.  109)  mittels  der 
direct  wirkenden  Maschine  bc-  Stange  DF  einen  zweiten  Kolben  F. 

Fig.  110. 
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KurbeUtangc  EK  und  Kurbel  JUK  sowie 
Schwungrad  SS  dienen  cor  Erzeugung 
einer  regelmässigen  Bewegung. 

Bei  derdoppelt  wirkenden  Ma- 
schine mit  Balan  cier  und  Dreh- 
bewegung  (Fig.  110)  ist  MK  der 
Krummzapfen,  BK  die  Lenkstange,  SS 
das  Schwungrad. 

Maschinen  ohne , Balancier  (Fig.  111) 


Fig.  111. 


und  ohue  Lenkstange  «.Fig.  112)  sind 
leicht  verstlndlich  Die  letztere  enthält 
zugleich  einen  schwingenden  Cylinder, 
der  ebenso  wie  die  andern  doppelt  wir- 
kenden Maschinen  bei  F mit  einem  Lei- 
tungsapparat  versehen  ist. 

Die  schwingende  Bewegung  geht  in 
eine  drehende  über,  wenn  die  Entfer- 
nung CM  der  Schwingungsaxe  C von 
der  Drehaxe  M kleiner  als  die  Länge 
MK  des  Knrbelarmes  ist. 


Fig  112. 


Diezweicylindrige  doppeltwir- 
kende Maschine  ohne  Balancir- 

Fig.  113. 


Fig.  114. 
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• tMiiKe  nach  Maudslay  (Fig.  113)  hat 
2 Kolbenstangen  BD  dnrch  Querhaupt 
BAB  verbunden,  welcheMurch  eine  dritte 
Stange  AK  mit  einem  zweiten  Querhanpt 
E verbunden  ist,  welches  in  einer  Füh- 
rung zwischen  beiden  Cylindern  sich  be- 
wegt, und  mit  der  Kurbelstange  in  Ver- 
bindung steht. 

Die  Woolfsche  zwei cy lind rige 
Maschine  (Fig.  114)  hat  2 ungleiche 
Cylinder,  deren  Kolben  gleichzeitig  auf- 
nnd  niedergehn,  und  durch  die  Kolben- 
stangen DE  und  in  ein  Balan- 

cier ACB  eingreifen.  Der  Dampf  wirkt 
erst  im  kleineren  Cylinder  und  tritt  dann 
in  den  grüssern. 

Bei  der  Maschine  mit  2 schief- 
liegenden Cylindern  (Fig.  115) 
schliessen  die  Kolbenstangen  DE  und 
D^E.  an  die  Kurbeln  MK  und  an. 
Winkel  KMK^  = DMD^-90'>.  Bei  den 
Dampfwagen  liegen  beide  Cylinder  auf 
einer  Seite,  und  dann  ist  DAD  = 0, 
KMK^=z90\ 

Die  innere  Steuerung  wird  dnrch  die 


Maschine  selbst  auf-  und  abgeschoben, 
dies  geschieht  entweder  mittelst  des  Excen- 
trik,  einer  excentrischen  Scheibe,  oder 
mittelst  oscillirendcr  Hebel ; das  erstere 
wird  gewöhnlich  bei  doppelwirkenden, 
die  letztem  bei  einfachwirkenden  Maschi- 
nen angewandt,  die  keine  Kreisbewegung 
haben. 

Das  Excentrik  kommt  in  verschie- 
denen Formen  vor.  Am  gewöhnlichsten 
ist  das  Kreis  excentrik,  bestehend 
aus  einer  gusseisernen  cylindrischen 
Scheibe  ACA  (Fig.  116)  die  sich  um  Axe 
D dreht,  welche  nicht  durch  den  Mittel- 
punkt C geht  und  an  der  Schwungwelle 
angebracht  ist;  sie  wird  von  einem  eiser- 
nen oder  messingenen  Bande  umgeben, 
weiches  an  eine  aus  2 Eisenstäben  be- 
stehende Stange  ABA  (Excentrikstange) 
anschliesst.  Das  Ende  dieser  Stange  ist 
mit  der  Handhabe  //  versehn  und  greift 
in  den  Ort  des  Winkelbebels  A'B,  an 
dessen  anderm  Ende  die  Schiebestange 
sich  befindet.  Ein  dritter  Arm  KF  trägt 
ein  Gewicht  G,  um  das  der  Schieber- 
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Fig.  117. 


Stange  auszugleichcn.  In  dem  der  Mit- 
telpunkt C des  Excentrik  bei  jeder  Dre- 
hung der  Schwungwclle  einen  Kreis  be- 
schreibt, wird  die  Scheibe  um  die  Entfer- 
nung CO  auf-  und  abgcschoben,  die  Lenk- 
stange geht  also  um  das  Stück  2 CD  hin 
und  zurück ; diese  Bewegung  wird  auf 
die  Schieberstange  übertragen  und  das 
Schieberrentil  auf  und  ab  geschoben. 

Es  ist  bei  manchen  Maschinen  nötbig, 
sic  zu  jeder  Zeit  umstcuem  zu  können, 
d.  h.  ihre  Bewegung  in  die  entgegenge- 
setzte zu  verwandeln.  Dazu  muss  man 
der  Steuerung  die  entgegengesetzte  Stel- 
lung geben. 

Dies  geschieht,  wenn  das  Excentrik 
(Fig.  117)  noch  mit  einem  zweiten  Win- 
kelbcbel  E^^( verbunden  ist,  welches 
durch  die  Stange  E,L  mit  dem  ersten 
zusammenh&ngt.  Beim  Cmsteuern  wird 
beim  mittleren  Stande  des  Dampfkolbens 
die  Excentrikstange  mit  ihrem  Auge  von 
dem  Bolzen  B des  ersten  ilebeU  abge- 
hoben und  mittelst  der  Handhabe  M dem 
Obern  Hebel  so  zu  bewegt,  dass  das  Auge 
über  dem  Bolzen  B j liegt.  — Die  Gc- 
sammtanordnang einer  Watls’chen  Niedcr- 
druckmaschine  kann  am  besten  als  Schema 
für  die  Dampfmaschinen  Qbci  hnupt  dienen. 
A (Fig.  118)  ist  der  Dampfeylinder,  B 
der  Tricbkolbcn , C die  Dämpfkammer, 
in  welcher  der  durch  das  Dampfrohr  a 
zugeleitcte  Dampf  durch  den  Schieber  bb 
verlhcilt,  bald  über  bald  unter  den  Kol- 
ben tritt.  Ü ist  der  Condensutor,  E die 
Luftpumpe.  Der  durch  Ruhrr/aus  dem  Cy- 
linder  in  denCondensator  tretende  Dampf 
wird  hier  condensirt.  Die  Pumpe  E führt 
die  ausgepumpte  Luft  und  das  Wasser 


in  Reservoir  F,  wo  die  Luft  durch  Oeff- 
nungen  im  Deckel  entweicht,  das  Was- 
ser zum  grössten  Thcil  durch  ein  Seiten-  . 
rohr  abfliesst,  zum  kleineren  Theil  auf 
dem  Wege  nn  in  die  Speiscg&nge  m üiesst 
und  durch  Rohr  oo^p  in  den  Dampfkes- 
sel gedrückt  wird.  Kaltwasserpumpe  q 
findet  sich  hinter  der  Speisepumpe ; sie 
führt  fortwälirend  kaltes  Wasser  durch 
Rohr  qr  in  das  Reservoir,  welches  D 
und  E umgibt.  O ist  die  Kolbenstange, 

N MQ  die  Luftpumpe;  Speise-  und  Kalt- 
wasserpumpenstangen,  alle  4 befinden  sich 
an  dem  hier  nicht  sichtbaren  Balancier, 
weiches  durch  Walt’sches  Parallelogramm 
(vcrgl.  den  entsprechenden  Artikel)  ge- 
führt wird.  Die  Kurbelstange  thcilt  die 
schwingende  Luft  dem  Krummzapfen  HK 
mit,  und  durch  das  Schwungrad  LL  wird 
dieselbe  in  eine  drehende  verwandelt. 
Auf  der  Welle  dieses  Rades  sitzt  das 
Kreiscxcentrik,  welches  durch  die  Lenk- 
stange 1 1 und  den  (nicht  sichtbaren)  Win- 
krlhcbcl  die  Steuerstange  auf  und  ab 
bewegt. 

In  f ist  der  Centrifngalrcgulator  (vgl. 
den  entsprechenden  Artikel)  angebracht, 
der  durch  eine  Schnur  ohne  Ende  xx 
und  das  Räderwerk  r mit  der  Schwung- 
radwcllc  verbunden  und  durch  dieselbe 
umgedreht  wird.  Dieser  Regulator  steht 
durch  seine  Stangen  und  den  Hebel  s 
mit  dem  Drosselventil  im  Dampfrohre 
der  Art  in  Verbindung,  dass  bei  zuneh- 
mender Geschwindigkeit,  wobei  die  Me- 
tallkugeln  auseinandergehn,  das  Ventil 
geschlossen,  also  der  Dampfzutritt  ver- 
hindert wird. 

Die  Querschnitt  der  Canäle , welche 
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der  Dampf  von  der  Dämpfkammer  bis 
r.nm  Cylinder  durchläuft,  müssen  eine 
gewisse  Grösse  haben  , um  dem  Dampf 
ungehinderten  Durchgang  zu  gewähren. 
Man  macht  denselben  am  besten  gleich 
dem  Querschnitte  des  Dampfrohrcs,  also 
^ der  Kolbenll&chc , bei  Hochdruckraa* 
Bchtnen  bis  Die  Mündung  der 
Wege  ist  aus  dem  Grunde  mehr  breit 
als  hoch,  damit  die  Bewegung  des  Schie- 


bers weniger  Arbeit  erfordert,  das  Ver- 
haltniss  der  Breite  zur  Höhe  ist  4 zu  1 
auch  5 zu  1 Da  aber  die  Dampfwege 
auch  nach  und  nach  geschlossen  und  ge- 
öffnet werden,  so  ist  der  Gleichmüssig- 
keit  der  Bewegung  wegen  nöthig,  dass 
der  Diimpfweg  schon  dann  sich  zu  öffnen 
und  zu  schliessen  beginnt,  wenn  der 
Kolben  seinen  Weg  noch  nicht  ganz  voll- 
endet  hat.  Das  nennt  man  Voreilen 
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de«  Schiobcra.  Dazu  sind  gewisse  Ver- 
h&ltnisso  zwischen  den  Dimensionen  der 
Dampfwege  und  des  Schiebers  und  ge- 
wisse Stellungen  des  Excentrik  zum 
Knimmxapfcn  nöthig.  Das  Voreilen  des 
Schiebers  in  Bezug  auf  den  Abfluss  be- 
trägt j'n  bis  ^5,  d.  h.  der  Schieber  stellt 
beim  höchsten  oder  tiefsten  Kolbcnstnnde 
eine  Abflussöffnung  her,  deren  Höbe 
bis  von  dem  ganzen  Wege  des  Schie- 
bers ist.  In  Bezug  auf  den  Dampfzu- 
tritt ist  das  Voreilen  aber  nur 

Seien  V W und  Hl  (Fig.  119)  die  drei 
Dampfwege ; V führt  den  Dampf  über 
W unter  den  Kolben,  M in  die  freie  Luft 
oder  den  Condonsntor.  Vor  seinem  Ein- 
tritt in  den  Cyiinder  umgibt  der  Dampf 
den  Schieber  von  Aussen,  und  geht  durch 
W,  wenn  derselbe  heraufgelasscn,  durch 
V,  wenn  er  herabgelassen  ist.  (Diese 
Einrichtung  ist  bei  den  Hochdruckma- 
schinen  gewöhnlich , während  bei  den 
Niederdruckmasebinen  gewöhnlich  der 
Dampf  durch  die  Oeffnnng  M cintritt, 


und  nach  seiner  Wirkung  den  Schieber 
von  Aussen  umgibt.) 

Inder  mittlern  Stellung  des  Schieber  I 
und  V ist  der  Cyiinder  völlig  geschlos- 
sen, bei  Hcrabrücken  in  II  öffnen  sich 
eben  beide  Kanäle;  in  der  tiefsten  Stel- 
lung lll  sind  sie  ganz  offen,  und  beim 
llcraufrücken  IV  beginnt  wieder  der  Ab- 
schluss, der  in  V vollendet  ist.  Es  soll 
aber  ein  Vorcilcn  des  Schieber  stattfln- 
den,  d.  h.  beim  höchsten  und  tiefsten 
Kolbcnstnnde  die  W'ege  schon  etwas  er- 
öffnet sein.  Dies  geschieht,  wenn,  wie 
hier,  die  Stellungen  I und  V etwas  vor 
dem  höchsten  und  tiefsten  Kolbenstande 
eintreten.  Die  Breite  der  Schicberfläche 
RT  wirkt  ebenfalls  auf  Beginn,  Zeit  und 
Ende  des  Verschlusses  ein. 

Um  nun  zu  ersehen,  w’elche  Stellung 
des  Excentrik  gegen  den  Kmmmzapfen 
die  bczcichneten  Schieberstcliungen  er- 
fordern, ist  etwas  über  die  Bewegung  die- 
ser Maschinentheilc  voranzuschicken. 

Sei  A der  Mittelpunkt  der  Warze  der 
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Kurbel,  C dte  Drebuxo  derselben,  CAz^r 
(Fig.  120)  wenn  derselbe  Weg  AP  zu- 
rücklcgt,  vom  höchsten  (todten)  Punkt 
zu  einem  beliebigen,  so  wird  Lenkstnnge 
AD—l  in  PQ  gelangen,  also  der  Weg 
des  Stangenendes  D in  der  Ccntrallinie 
wird  sein: 

DQ  = AN-{-NQ-ADy 

oder  wepn  DQ  = ty  Winkel  i4CP=/?  ge- 
setzt wird : 

s = r — r cos  — r>  sin  ß*  — l 

r 

oder  da  -j-  sehr  klein  ist,  annähernd: 


s=r  (l—cos/9)  = 


r*sin/J* 


Für  das  folgende  soll  sogar: 
s=r(l— cos/?) 

gesetzt,  also  l unendlich  gross  gedacht 
werden.  Denkt  man  sich  eine  Warze, 
die  grossem  Durchmesser  als  der  War- 
zenkreis  hat,  so  ist  dies  eben  ein  Excen- 
trik,  und  diese  Formel  gilt  auch  fSr  letz- 
teres. Bedenkt  man  nun,  dass  der  Dampf- 
schieber durchs  Excentrik,  die  Kurbel 
aber  durch  den  Kolben  gestellt  wird,  so 
folgt,  dass  bei  der  mittlern  Stellung  des 
Schieber  anch  das  Exccntrikmittel  in  der 
Mitte  O (Fig.  121),  die  Warzenaxe  O, 
abe»  um  einen  Winkel  OiCA  = a vor 


Fig.  121. 


dem  todten  Punkte  A stehen  soll,  weil 
ja  dies  vor  Beendung  des  Spieles  ein- 
treten  soll.  Dreht  sich  nun  die  gemein- 
schaftliche Welle  des  Excentrik  und  der 
Kurbel  im  Winkel  OCP=ß  = O^CPy,  so 
ist  der  Weg  des  Schieber 


31  P=  r sin  ß; 

w&iirend  diestr  Zeit  aber  legt  der  Kol- 
ben «len  Rest  AE  seines  Aufganges,  und 
den  Weg  AM,  seines  Niederganges  zu- 
rück. Die  Entfernung  von  seinem  mitt- 
leren Stande  C ist  also; 

CW , r , cos  (/? — flf). 

Setzt  man  nun  3fP  = tf,  CM,=x,  für  ß 
alle  Wertho  von  0 bis  2 n,  so  bat  man 
die  Beziehung  der  Kolben  zur  Schieber- 
Stellung  vor. 

Aus  den  Gleichungen:  ■ 


— = cos/?  cos a— sin  ^sin  a, 
**1 


oder  cos  a tg  « = cos  /?, 

erhält  man  durch  Elimination  vonsln/?: 

ä!l+(_^  + X,g„)*=i 

r*  \r|Cosa  r / 

offenbar  die  Gleichung  einer  Ellipse. 

Denkt  man  sich  also  x und  y als  Co- 
ordinalen,  so  erhält  man  diejenige  Curve, 
welche  die  Beziehung  der  ^hieber-  zur 
Kolbonstcllung  versinnlicht,  und  dies  ist 
eine  Ellipse.  Es  ist  hierbei  nicht  grade- 
zu  nüthig,  X und  y als  rechtwinklige  Co- 
ordinalen  zu  betrachten.  Mögen  diesel- 
ben daher  den  Winkel  l mit  einander 
machen,  und  fahren  wir  mit  Beibehal- 
tung des  Anfangspunktes  neue  rechtwin- 
klige Coordinaten  { und  i;  ein,  wo  die 
Axe  der  { mit  der  der  y znsammenfal- 
len  soll,  dann  ist,  wie  leicht  zu  sehn  : 

«7=— xsioil,  f = y-f-xcosl. 
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Rm  ist  dann  leicht  zii  sehen , dass  das 
mit  { mnltiplicirtc  Glied  verschwindet, 
wenn  man 

, r . 
cos  A = — sin  « 
r, 

seiet,  in  weleht-m  Falle  also  die  Axcn 
f nml  »;  die  Hauptaxen  sind. 

Uebrigens  ist  dann  die  Gleichung: 

-^-  + —'—  = 1, 
r*  cosrt*  r,  ’ sini* 

also  die  Halbachsen  gleich  rcosn  nnd 
r,  sin  X. 

Die  Figur  (Fig.  12i)  zeigt  nun  die 
Bewegung  des  Dampfschiebers  mittelst 
des  Rxcentrik.  Vom  Dampf  kolben  A' 
mittels  der  Kolbenstange  KD  und  der 
Kurbelstange  DA  wird  der  Krummzapfen 
CA  nmgedreht.  auf  dessen  Welle  C das 
Excentrik  festsitzt.  Der  Mittelpunkt  B 
des  letztem  dreht  sich  wie  die  Warze 


eines  zweiten  Krummzapfens  gemein- 
schaftlich mit  der  Wolle  O,  beschreibt 
also  einen  Kreis  mit  Halbmesser  CB. 
Der  Schieber  HS,  dessen  Bewegung  oben 
betrachtet  worden  ist,  ist  auch  die  ge- 
gliederte Stange  FOB  mit  dem  gleich- 
armigen Hebel  EF  vcihundcn,  welcher 
mittelst  einer  andern  Stange  BC  an  den 
Mittelpunkt  B iles  Rxcentrik  angeschlos- 
sen ist.  Der  Schieber  bewegt  sich  also 
in  entgegengesetzter  Kichtung,  als  wenn 
er  unmittelbar  in  K an  die  Fixccntnk- 
siange  angebracht  w&rc,  d.  h.  ganz  so, 
als  wenn  er  unmittelbar  an  einer  Excen- 
trik sich  hefSnde,  dessen  Warze  B^  ge- 
genüber H läge. 

Ware  nun  ACB^.  d.  h.  der  Centri- 
winkel  zwischen  Warzenmitte  und  Ex- 
centrikmitte  gleich  einem  Rechten,  so 
würde  der  Schieber  RS  in  der  Mitte 
stehn,  wenn  der  Kolben  K am  Ende  sei- 
nes Weges  sich  befindet,  und  wenn  Letz- 
terer den  halben  Hnb  erreicht  hat,  Er- 
stcrer  am  Endo  seines  Weges  sein.  Das 
Voreilen  des  Schiebers  also  bedingt,  dass 
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. AVB^^  um  eine  gewiabe  Grösse  ACO-a 
grösser  als  90®  sei, 

Soll  non  der  Schieberweg  verändert 
, werden,  um  eine  andere  Zeit  des  Daropf- 
absperrens  nnd  Dampfsolassens  zu  er* 

- zielen,  so  muss  der  Drehungspnnkt  X 
‘ des  Hebel  F,F  verändert  werden.  Dann 
verwandelt  sich  dieser  Hebel  in  einen 
nngleicbarmigen.  Zu  demselben  Zweck 
dient  ein  Doppelcxcentrik  (Fig.  123). 

B und  sind  die  Mittelpunkte  zweier 
um  C laufenden  Excentriks,  die  einander 
genau  gegenOberstchn.  Sie  sind  durch 
Stangen  BE  und  B^t\  an  den  gleich* 
armigen  Hebel  EE^  befestigt,  dessen 
Drehpunkt  beliebig  gehoben  und  gesenkt 
werden  kann. 

Dieser  Hebel  ergreift  den  Kopf  F der 
Schieberstange  FR,  mit  der  er  jedoch 
nicht  fest  verbunden  ist.  Der  Schieber 
wird  also  nur  in  der  Richtung  seiner 
Stange  FR  vom  Hebel  hin  und  herge- 
. schoben.  Nimmt  man  die  Stangenlange 
BE—B^E^  sehr  gross  gegen  die  Arm- 
länge CB  und  XE^  so  ist  anzunchmen, 
dass  die  Angriffspunkte  E und  E^  in 
der  Richtung  CF  denselben  Weg  machen, 
wie  die  Excentrikmitten  B und  F,.  Der 
Weg  von  Ej  ist  nun  dem  von  E ent- 
gegengesetzt, so  dass  der  Mittelpunkt 
X des  Hebels  EE^  seinen  Ort  behält, 
nnd  der  Weg  eines  andern  Punktes  um 
so  viel  kleiner  als  der  Weg  von  E ist, 
als  seine  Entfernung  XF  kleiner  als 
XE  ist. 

Ist  also  tz=KB -LE  der  Weg  des 
Schiebers  für  den  Fall,  dass  er  unmittel- 
bar an  das  Excentrik  B angebracht  wäre, 
so  ist  jetzt: 


also  der  Wog,  w’enn  der  Angriffspunkt  F 
der  Sebieberstange  von  der  Hebelmitte  X 


um  y=XF  entfernt  und  XE—XL  = c 
die  Armlänge  ist. 

Durch  Heben  und  Senken  des  Cen- 
troms kann  nun  die  Arrolängc  xF  zwi- 
schen den  Werlhen  + C und  also  auch 
der  Schieberweg  zwischen  den  Werthen 
5 nnd  — s beliebig  ändern.  Hebt  man  X 
in  das  Niveau  der  Sebieberstange,  so 
findet  Rohe  statt;  hebt  man  X darUber 
hinaus,  so  wird  die  Bewegung  der  Stange 
die  entgegengesetzte.  Es  kann  also  auch 
ein  Umsteuern  statlfindcn.  Der  Apparat 
heisst  Stephenson*8cho  Coulissenstcuerung. 
Auch  die  Ventile  können  durch  Ex- 
centriks bewegt  werden,  jedoch  eignen 
sich  hierzu  Hebelwcrke  besser,  weil  hier- 
bei ein  schnelleres  Oeffnen  und  Schlics- 
sen  stattfindet. 

Bei  Maschinen,  wo  keine  Rotation  statt- 
findet, ist  natürlich  nur  die  letztere  Steue- 
rungsart  möglich.  — Eine  vollkommene 
Ventilsteuerung  mit  Excentrik  hat  z.  B. 
die  Revollior’sche  Maschine.  A ist  (Fig. 
124)  der  in  der  Leitung  LL  gleitende 
Kopf  der  Kolbenstange;  diese  wird  mittels 
der  Stopfbüchse  S aus  dem  Dampfcylin- 
der  geführt.  AB  ist  die  Korbclstange, 
BC  die  Kurbel,  durch  welche  die  Um- 
setzung der  gradlinigen  Bewegung  vonA 
in  die  rotirendo  Bewegung  der  Welle  0 
des  Schwungrades  RR  erfolgt.  Auf  die- 
ser Welle  sitzen  2 Excentriks  £ und  £^, 
an  dem  erstem  ist  noch  die  Kurbel- 
Stange  P für  die  Speisepumpe  angebracht; 
beide  greifen  mit  ihren  Stangen  F nnd 
und  Fy  in  die  Stephenson'sche  Coolisso 
GG„  in  welche  der  Kopf  der  Stange  KD 
eingreift,  wodurch  die  Steuerventile  be- 
wegt werden.  Die  Conlissc  ist  in  der 
Mitte  AI  an  einen  um  0 drehbaren  He- 
bel NQ  aufgehängt,  welcher  mittelst  des 
Gewichts  Q äquilibrirt  ist.  Arm  OH,  der 
mit  Hebel  NQ  ein  Ganzes  bildet,  dient, 
nm  die  Conlisse  so  zu  stellen,  dass  sie 
den  Stangenkopf  K in  jeder  beliebigen 
Steile  zwischen  den  Aufhängepnnkten 
G und  Gy  ergreift  Die  Einwirkung  auf 
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Fig.  124. 


die  Ventile  geschieht  dann  mittels  der 
Stange  KD. 

Die  Steuerung  der  Ventile  durch  He- 
bel- und  Sperrklinkenapparnt  geschieht 
im  Wesentlichen  wie  bei  der  Wasscr- 
säulenmaschine  (vergleiche  den  betreffen- 
den Artikel). 

Soll  lange  vor  dem  Ende  des  Kolben- 
weges  der  Dampfzufluss  aufgehoben  wer- 
den, also  Expansion  eintreten,  so  muss 
noch  eine  Absperrungsklappc  angebracht 
werden , w’elche  durch  ein  besonderes 
Hcbclwcrk  in  Bewegung  gesetzt  wird, 
oder  der  Mechanismus  ist  so  einzurich- 
ton,  dass  zwar  Zulass-  und  Ablassventil 
sich  gleichzeitig  eröffnen,  jedoch  das 
Zulassvcntil  sich  eher  als  das  jenseitige 
Ablassventil  schlicsst.  Dies  wird  durch 
die  am  Stcuerbaume  angebrachten  Knag- 
gen bewirkt.  Dasselbe  wird  auch  durch 
den  Expansionsschicber  erreicht , von 
dem  sogleich  die  Rede  sein  soll. 

Einfach  wirkende  Maschinen  bedürfen 
aber  auch  noch  besonderer  Vorrichtun- 
gen zur  Kegulirung  ihres  Ganges. 

Ein  Stell  Ventil  im  Dampfrohro  regu- 
lirt  die  Geschwindigkeit.  Dasselbe  kann 
mit  der  Hand  gestellt  werden.  Der 
Kolbenweg  wird  regulirt  entweder  durch 
Heben  und  Senken  des  Lagers  der  Ein- 
lassklappe,  oder  Veränderung  der  Stel- 
lung der  Knaggen  am  Steuerbnnme. 
Zur  Regulirung  der  Zeit  des  Kolben- 
spielcs  aber  dient  der  Katarakt,  ein  Ap- 
parat, durch  welchen  am  Endo  jedes 
Kolbonspieles  eine  beliebige  Pause  her- 
gestellt  werden  kann.  Einer  der  ge- 
bräuchlichsten Katarakten  ist  der  fol- 
gende. Eine  Wasserpurape  HL  (Fig. 


125)  ist  mit  dem  MOnchskolbcn  //  und 
zwei  Ventilen  V und  IK  versehen;  das 
erstere  schliesst  nach  innen,  das  letztere 
nach  aussen.  Der  Ausschub  dieser  Ven- 
tile aber  kann  durch  die  Stellung  der 
Stangen  \\  und  W^  mit  Hülfe  der 
Kurbeln  K,  und  IF,  beliebig  geändert 
werden.  Der  ganze  Pumpenkörper  be- 
findet sieh  in  dem  mit  Wasser  angefüll- 
ten  Kasten  A'  IS'.  Wird  der  Pnmpenkol- 
ben  aufgezogen,  so  flieset  durch  Ventil 
V Wasser  aus  dem  Kasten  in  den  Pum- 
penkörper, beim  Niedergange  wird  durch 
Ventil  W das  Wasser  aus  dem  Pnm- 
penkörper  in  den  Kasten  zurückgedrängt. 
Zum  Anf-  und  Niederzichen  aber  dienen 
zwei  mit  Gewichten  Q und  be- 
schwerte Hebel  q und  f,;  der  eine  da- 
von q hat  jedoch  noch  einen  dritten 
Arm , welcher  mittels  einer  horizontalen 
Stange  s an  einen  andern  dreiarmigen 
Hebel  r angcschlosscn  ist,  dessen  beide 
Arme  in  die  Schccrcn  n^  und  der 
Stangen  n und  p cingreifen.  Dieses 
sind  die  Stangen,  welche  durch  ihr  Auf- 
und  Absteigen  die  Sperrklinken  aushaken, 
wodurch  Gewichte  niederfallen  und  die 
Ventile  sich  öffnen. 

Während  des  Kolbcnaufgangcs  nun 
ergreift  eine  besondere  Knagge  M des 
Steuerbaumes  den  Hebel  q^,  hebt  Ge- 
wicht Q,  , wodurch  das  Gewicht  Q in 
Thätigkeit  tritt  und  den  Kolben  //  des 
Kataraktes  hebt,  und  zwar  um  so  lang- 
samer, je  mehr  der  Hub  des  Säugven- 
tils V beschränkt  ist.  Das  niedersin- 
kende Gewicht  aber  hebt  dnreh  $ und  r 
die  Stange  nn^,  was  durch  Aushaken 
eines  Gewichtes  den  Anfang  eines  nenün 
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Fig.  125. 


Spiels  einleitet;  beim  Niedergänge  des 
Dampfkolbens  zieht  sich  die  Knagge 
nnter  zurück,  Gewicht^,  drückt  anf 
den  Kolben  H mittels  des  Hebels  q , 
nnd  es  wird  Wasser  aus  dem  Pumpen- 
kOrper  heransgedrückt ; der  Mcchanis* 
mns  sr  macht  dann  eine  rückgängige  Be- 
wegung, die  Stange  p^p  wird  gehoben, 
tn  wird  ein  anderes  Gewicht  nnsgehakt, 
welches  den  Aufgang  des  Dampfkolbens 
bewirkt.  Die  Zeit  des  Auf-  und  Nieder- 
ganges des  letzteren  hängt  also  von 
der  Oeffnnng  der  Ventile  V und  W ab, 
welche  beliebig  regnlirt  werden  können. 


Wir  kommen  jetzt  zum  Expansions- 
schieber, d.  h.  demjenigen,  welcher  den 
Dampf  während  des  Kolbenweges  ab- 
sperrt. 

Schon  oben  wurde  aber  gezeigt,  dass 
ein  solches  Absperren  durch  einen  ein- 
zigen Verthcilungsschicber  bewirkt  wer- 
den kann,  wenn  man  ihn  so  einrichtet,  dass 
er  noch  über  die  Dampfwego  hinans- 
grcjft  (eine  Bedeckung  erhält). 

Aber  noch  vollständiger  wird  dies  durch 
ein  gezahntes  oder  abgestnftes  Excentrik 
erreicht.  Ein  solches  besitzt  die  Saul- 
nier*8cho  Maschine.  Das  Excentrik  so- 
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wohl  wie  die  Welle  wird  hier  von  einem 
mit  Frictionswalzen  versehenen  Doppel* 
rahmen  umfasst,  mit  dem  eine  horizon- 
tale Excentrikstange  fest  verbunden  ist. 
Ein  Winkelhebcl  verbindet  damit  die 
vcrticale  Schicberstange.  Das  Excentrik 
hat  nun  vier  Stufen  (Fig.  126),  zwei 
aufsteigendc  und  zwei  absteigende , a,  b 
und  a,,  Im  Anfang  sei  der  Schie- 
ber oben  wie  S,  , beim  weitern  ümdre- 
hen  gelar.gt  die  erste  Stufe  a an  ein 
Rädchen  rechts  r,  der  Rahmen  wird  nach 
rechts,  der  Schieber  nach  unten  gescho- 
ben in  die  Stellung  S,,  dann  schiebt 
sich  die  zweite  Stute  b unter  r,  dieEx- 
centrikstange  wird  weiter  rechts,  der 
Schieber  noch  mehr  nach  unten  gescho- 
ben, so  dass  er  die  Stellung  an- 
nimmt. Dann  gelangt  aber  die  Stufe 
unter  ein  R&dchen  links  r^,  das 
Excentrik  schiebt  die  Excentrikstange 
nach  links,  den  Schieber  aufwärts  in  Stel- 
lung S^.  Endlich  kommt  Stufe  b^  unter 
r,,  die  Excentrikstange  geht  weiter  links, 
und  der.  Schieber  nimmt  Stellung  an. 

Damit  die  Dnmpfwege  rechtzeitig  ge- 
öffnet werden , muss  seine  innere  Länge 
viermal , seine  äussere  sechsmal , sein 
Weg  dreimal  so  gross  sein  als  die  Höhe 
eines  Dampfkanals  oder  einer  Zwischen- 
wand. Ferner  muss  er  beim  mittleren 
Kolbenstande  um  ^ , beim  Knde  des 
Hubes  um  die  andern  ^ seines  Weges 
fortrücken,  die  Stufe  b muss  also  die 
doppelte  Höhe  der  Stufe  a haben. 

Die  Stufen  sind  folgcndcrmaassen  zu 
constmiren. 

Zwei  Durchmesser  AA^  und 
(Fig.  127)  theilen  das  Excentrik  in  vier 
Theilo,  die  jedoch  ungleich  sein  können. 
Am  Endpunkte  jeder  Linie  befindet  sich 
eine  Stufe,  A und  B sind  die  aufstei- 
genden, A^  und  B,  die  absteigenden, 
und  zwar  haben  B und  die  doppelte 
Höhe  von  A und  A^,  Damit  sich  das 
Excentrik  nicht  zwischen  den  Rahmen 
klemme,  müssen  die  Stufen  so  geformt 
sein,  dass  alle  Durchmesser,  welche  ge- 
genüberliegende Funkte  derselben  ver- 


Fig.  127. 


binden , gleich  der  inneren  Weite  des 
Rahmens  sind. 

Da  das  Excentrik  ferner  nicht  vom 
Rahmen  selbst,  sondern  von  den  im  In- 
nern desselben  befindlichen  Frictions- 
walzen umfasst  wird,  so  ist  in  einem 
dem  Walzcnhalbmesser  gleichen  Abstande 
von  der  krummen  Linie  ABA^H^  eine 
äquidistante  Curve  aba^b^  zu  zeichnen, 
nach  welcher  die  Gestalt  des  Excentrik 
zu  bilden  ist.  Es  geschieht  dies,  indem 
man  aus  den  Punkten  von  A BA^  B^ 
Kreise  mit  dem  Walzcnhalbmesser  be- 
schreibt. und  die  Bcrührungscurve  dieser 
Kreise  zeichnet 

Um  aber  den  Expansionsgrad  zu  än- 
dern, setzt  man  das  E.xcentrik  aus  zwei 
Scheiben  I und  II  (Fig.  128)  zusammen, 
so  dass  der  Scheibe  1 die  Stufe  b,  der 
Scheibe  II  die  Stufe  a fehlt  Beide  wer- 
den mittels  einer  Schraube  über  einan- 
der befestigt.  Decken  sich  die  gemein- 
schaftlichen Theile,  so  hat  man  das  obige 
Excentrik,  dreht  man  aber  I um  irgend 
einen  Winkel,  etwa  wie  in  III,  so  wer- 
den die  Centri Winkel  ab^  und  Oyb  grös- 
ser, ab  und  a^b^  kleiner,  so  dass  das 
Absperren  später  stattfindet 

Um  den  Ccntriwinkel  acb^-  a^cb, 
welcher  einer  gewissen  Absperrung  .ent- 
spricht zn  berechnen,  haben  wir,  wenn 
ß dieser  Winkel,  s der  Kolbcnweg  ist, 
schon  früher  gefunden: 


a = r(l  — cos/S), 


also  wenn : 


Fig.  128. 
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das  Verliältniss  des  augenblicklichen  zum 
ganzen  Kulbcnwege  ist: 

» t 2 

cus/?=  1 , 

n 


also  wenn  j des  Kolbenwegcs  abges]>crrt 
werden  soll : 


co8/i=|,  yj  = 70j®. 

Ks  gibt  aber  auch  wirklich  in  einer  he- 
besonderen Kammer  bctindlichc  Kxpan- 
sionsschieber.  Derselbe  kann  einfach 
oder  durcblocht  sein.  Im  ersten  Falle 
sperrt  er  beim  Aufliegen  den  Dampf 


Fig.  129. 


ab  (Fig.  129),  im  zweiten  lässt  er  ihn 
durch  (Fig.  130).  Bei  beiden  Arten  ge- 

Fig.  130. 


langt  der  aus  dem  Dampfrohre  A strö- 
mende Dampf  durch  Mündung  n in  die 
Dampfkummer  B,  dann  durch  Mündung 
b in  die  zweite  Kammer  C,  von  hier  auf 
den  Wegen  I)  oder  ü^  in  den  Cylinder. 
S ist  der  gewöhnliche  Schieber  , E der 
Kanal  für  den  benutzten  Dampf,  s der 
Expansionsschiobor , welcher  die  Mün- 
dung b vcrschliesst  und  öffnet. 

Ist  er  massiv  (Fig.  129),  so  kann  er 
sich  entweder  nur  auf  einer  oder  beiden 
Seiten  der  Dampfmündung  bewegen. 
Im  ersten  Falle  (Fig,  131)  geht  der 
Schieber  AB  nnr  mit  dem  Ende  A vor 
der  DampfmQndung  D vorbei,  also  bei 
jedem  Kolbenschubc  einmal  hin  und 
zurück,  also  macht  er  zwei  Spiele,  wäh- 
rend Kolben  und  Vertheilungsschieber 
eins  verrichten.  Es  muss  also  entweder 
ein  zweites  Kreisexcentrik  vorhanden 
sein,  welches  doppelt  so  viel  Umdrehun- 
gen macht  als  das  des  Vertheilungsscbie- 
bers,  oder  er  wird  durch  eine  elliptische 
Scheibe  oder  auch  durch  die  Kurbel- 
welle  mittels  zweier  Daumen  bewegt.  Soll 


Fig.  132. 
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die  Expansion  verändert  werden , so  ist 
mittels  einer  Schraube  die  Länge  der 
Schieberstange  zu  verändern. 

Es  rückt  bei  Verlängernng  derselben 
der  Schieber  herab  (Fig.  13'2).  Der 
Weg  während  der  Bedeckung  wird  folg- 
lich grösser,  und  zwar  um  das  doppelte 
Stück  O,. 

Es  kann  aber  auch  der  Schieber  von 
beiden  Enden  A und  ß aus  (Fig.  133) 
absperron.  Dann  kann  nur  die  Verän- 
derung des  Schicberweges  Veränderung 
der  Expansion  herboiführen.  Während 
der  Schieber  den  Weg: 


s = AlzzB2 

zurücklegt,  findet  nämlich  Expansion 
statt.  Dem  entspricht  der  Winkel : 

/9=0C1, 

welchen  das  Excentrik  zurücklegt , und 
hat  man  die  Armlängc  C'£=r,  so  istt 

s 

sin  d = — ; 

' r 

also  die  Abspcmingszeit  wächst,  wenn 
die  Armlänge  des  Excentrik  abnimmt. 

Aehnlich  verhält  es  sich  beim  durch, 
lochten  Schieber.  Derselbe  A B (Fig. 


Fig.  1.34. 
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134)  sperrt  den  Dampf  ab  während  des 
Weges : 

2$  = iA,+A^2+lB,  + B^l, 

wo  das  Excentrik  den  Winkel: 

2ß  = 2 • E01+2>  FC2 
znrücklegt,  und  es  ist: 


Auch  hier  wächst  die  Absperrungszeit, 
wenn  der  Arm  abnimmt. 

Bei  dieser  Einrichtung  sind  Verthei- 
lungs-  und  Expansionsschicber  von  ein- 
ander getrennt,  sie  könneu  aber  auch 
Ober  einander  liegen.  In  diesem  Falle 
ist  aber  noch  zu  unterscheiden,  ob  der 
auf  dem  Vertheilungsschieber  aufliegende 
Expansionsschicber  durch  den  erstem  oder 
durch  eine  besondere  Stange  bewegt  wird. 


Im  ersteren  Falle  enthält  der  Vorthei- 
Inngsschiebcr  AA  (Fig.  135)  ausser  der 
gewöhnlichen  Höhlung  *<i  noch  die  Ka- 
näle b und  Aj  ; der  bei  D zuströroendo 
Dampf  wird  durch  dieselben  in  diu 
Dampfwege  d und  d,  geführt.  Die 
ebene  Platte  cc^  bildet  den  Expansions- 
schieber; er  ist  am  Ende  mit  den  Na- 
sen e und  C|  ausgerüstet,  und  eine  Lei- 
tung auf  dem  Kücken  des  Vertheilungs- 
schiebers  verschiebbar.  Zwischen  den 
Nasen  beflndet  sich  die  elliptische  Scheibe 
f , sie  ist  durch  eine  Welle  ef  drehbar 
und  durch  einen  Hebel  stellbar.  Wird 
der  Schieber  AA  fortgcschobon,  so  geht 
cci  nur  so  weit  mit,  bis  eine  Nase  den 
Umfang  der  elliptischen  Scheibe  berührt, 
so  dass  der  Expansionsschicber  den  einen 
oder  den  andern  der  Kanäle  A,  A,  be- 
decken kann. 


Fig.  13.5. 
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Stellung  I ist  die  mittlere  des  Vor- 
tfaeilungsschicbcrs,  wo  der  Dampfkolbcn 
am  Ende  des  Weges  ist,  in  II  hat  der 
Kolben  einen  Theil  des  entgegengesetz- 
ten Weges  znrQckgelegt,  in  III  scblicsst 
der  Schieber  cc^  den  Dampfgang  ab, 
der  Stcncrschiebcr  ist  am  Ende  des 
Weges,  in  IV  ist  der  Steuerschieber 
zurüokgcgangcn,  in  V in  seiner  mittle- 
ren Stellung,  der  Kolben  aber  am  an- 
dern Ende  des  Weges. 

Sei  jetzt  der  Expansionssebieber  t 
durch  ein  besonderes  Kreisexcentrik  be- 
wegt (Eig.  136).  Derselbe  bedeckt  dann 


Fig.  136. 


die  Dampföffnung  a,  wenn  der  Verihei- 
lungsschicbcr  S seinen  höchsten  oder 
tiefsten  Stand  hat,  oder  cs  können  auch 
(Fig.  137)  zwei  durch  den  Vertheiluiigs- 
sebieber  S gehende  Kan&lo  a und 


durch  den  Expansionsschieber  abwedt- 
selnd  geöffnet  und  verschlossen  werden. 
In  Stellung  I vorsperrt  S beide  D.tmpf- 
wege,  der  Trcibkolben  ist  nahe  dem 
Ende  des  Weges.  In  der  tiefem  Stel- 
lung II  tritt  a mit  l)  in  Communiention, 
so  dass  'frischer  Dampf  Ober  den  Kol- 
ben tritt  und  er  niederzugehen  anfängt, 
in  Stellung  III  steht  a grade  Ober 
der  Expansionsschieber  s versperrt  den 
Weg  a , die  Expansion  beginnt  also. 
In  Stellung  IV  sind  beide  Schieber  em- 
porgestiegen, Kanal  a noch  verschlossen, 
in  Stellung  V ist  nur  der  Verstcllungs- 
schieber  gestiegen,  der  Expansionsschie- 
ber  gesunken , a geöffnet ; da  der  Ver- 
thcilungsschicbcr  aber  die  mittlere  Stel- 
lung eingenommen , so  findet  noch  Ab- 
sperrung statt.  Der  Kolben  ist  nabe 
am  Ende  des  Niederganges.  Jetzt  steigt 
»1er  Vcrthcilungsschicber  gerade  so  her- 
auf wie  früher  herab,  die  Absperrung 
erfolgt  also  wie  früher.  Uebrigens  ist 
das  Excenirik  des  Verthcilungsschichcrs 
nahe  90* , das  des  Expansionsschicb'ers 
nahe  180*  gegen  den  Krumniznpfen  zu 
stellen. 

Es  gibt  noch  eine  Steuerung  mit  va- 
riabler Expansion,  die  Meierschc  (Fig. 
138).  Der  bei  A zutretende  Dampf  geht 
bei  Mündung  a in  die  Dampfkammer. 
Erstcre  ist  durch  den  kegelförmigen 
Spund  K geschlossen.  Die  Vertbeilung 
durch  Schieber  S erfolgt  wie  gewöhnlich. 
Es  kommt  nur  darauf  an,  den  Spund 
regelmässig  cinxusetzen  und  anszuheben. 
Zu  dem  Endo  läuft,  wie  in  II  darge- 
stcllt,  der  Stiel  ßll  dieses  Kegels  in 


Fig.  137. 
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Fig.  138. 


einem  Ringe  HU  ans,  und  stemmt  sich 
gegen  die  Spiralfeder  F.  Der  Ring 
HU  umfasst  einen  mit  zwei  Längenrippen 
versehenen  Kegel  H,  der  durch  eine 
Spindel  CG  und  die  Maschine  selbst  in 
Umdrehung  erhalten  wird.  Feder  F 
schiebt  den  Ring  in  Richtung  UH,  da- 
durch den  Spund  K in  die  Mündung  a, 
Hülse  R bewegt  mittels  ihrer  etwas  spi- 
ralförmig gebildeten  Rippen  r,  den 
Ring  in  der  entgegengesetzten  Richtung 
HU,  zieht  also  den  Spund  aus  der  Mün- 
dung a zurück.  Im  ersteren  Falle  fin- 
det Absperrung,  im  letzteren  Zufiuss  des 
Dampfes  statt.  Wenn  Spindel  und  Hülse 
mit  der  Krummzapfenwclle  in  derselben 
Zeit  gleich  viel  Umdrehungen  machen, 
so  wird  bei  jedem  Spiele  zweimal  (beim 
Auf-  und  Miedergange)  Dampf  einge- 
lassen. Hebt  man  aber  die  Hülse  R 
höher,  so  kommt  eine  schwächere  Stelle 
der  Rippe  r in  die  Ringebene,  die  Zeit 
der  Oeffnung  von  a wird  kürzer,  umge- 
kehrt wird  sie  länger,  wenn  man  R höher 
stellt.  Dies  Heben  und  Micderlasscn 
der  Hülse  wird,  dem  Bedürfniss  an  Dampf 
entsprechend,  durch  die  Maschine  selbst 
hervorgebracht,  indem  man  sie  mit  dem 
Schwungkugelrcgulator  durch  vertikale 
Stäbe  verbindet. 

Bei  den  Woolfschen  Maschinen  (auch 
Edward’scbe  genannt)  wird  Expansion 


dadurch  bervorgebracht,  dass  man  den 
Dampf,  nachdem  er  in  einem  Cjlinder 
gewirkt  hat,  in  einen  zweiten  weiteren 
Cylinder  leitet. 

Es  wird  Dampf  von  3 bis  4 Atmo- 
sphären Spannung  verwendet ; man  lässt 
denselben  im  grossen  Cylinder  bis  auf 
das  Vierfache  sich  ansdehnen,  worauf 
er  dann  condensirt  wird.  Die  Kolben- 
stangen beider  Cylinder  befinden  sieh 
gewöhnlich  an  demselben  Balancier,  die 
des  kleineren  ist  von  innen,  die  des 
grösseren  von  aussen  angescblossen. 
Auch  gehen  beide  Kolben  gleichzeitig  auf 
und  nieder. 

Die  Legavrian'sche  Maschine  ist  nach 
demselben  Prinzip,  aber  sogar  mit  drei 
Cylindern  versehen. 

Bei  der  Sims’schcn  Maschine  sind  zwei 
Cylinder  von  verschiedener  Weite  vor- 
handen, die  mit  ihren  Endflächen  zn- 
samroenstossen.  Die  zugehörigen  Kol- 
ben sitzen  auf  einer  Kolbdnstange,  und 
der  obere  Theil  des  kleineren  Cylinders 
ist  mit  dem  unteren  des  grösseren  durch 
ein  Rohr  verbunden,  und  dieser  durch 
ein  Ventil  mit  dem  Condensator,  wäh- 
rend der  Raum  zwischen  den  Kolben 
immer  mit  dem  Condensator  communi- 
cirt.  Da  die  Verbindungsröhre  durdt 
ein  Ventil  geschlossen  werden  kann,  so 
kann  man  durch  Scbliessen  desselben 
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den  Dampf  erst  von  oben  nach  unten 
wirken  lassen , dann  von  unten  nach 
oben,  indem  man  aber  das  Ventil  öffnet,  wo 
dann  der  unten  liegende  grössere  Kol> 
ben  einen  Ucberdruck  ausQbt.  Die 
Sims’scben  Maschinen  sind  also  ihrem 
Prinzip  nach  einfach  wirkende,  insofern 
die  Gesammtwirkung  des  Dampfes  nach 
zwei  entgegengesetzten  Richtungen  geht. 

D)  Leistung  der  Dampfma* 
8 c h i n e n. 

Bei  Maschinen  ohne  Expansion  ist 
die  Theorie  der  Leistung  eine  sehr  ein- 
fache, da  hier  der  Kolben  eine  gleich- 
inässige  Geschwindigkeit  hat. 

Set  p der  Dampfdruck  auf  den  Qua- 
dratzoll,  F der  Inhalt  der  Kolbcnflkcho, 
so  ist  die  Kraft  des  Dampfes: 

P=Fp. 

Sei  s der  Kolhenweg,  so  ist  also  die 
Arbeit  w&hrend  eines  Auf-  oder  Nieder- 
ganges: 

Ps  = Fsp=Vp, 

wenn  V das  verbrauchte  Dampfvolumen 
ist.  Macht  die  Maschine  n Spiele  in 
der  Minute,  so  ist  der  Weg  des  Kolbens 
in  dieser  Zeit  2ns;  sei  v die  mittlere 
Geschwindigkeit,  so  ist  dann: 

2hs ns 

60  “*3Ö* 

Die  Leistung  ist  dann  in  der  Secunde, 
vorausgesetzt  dass  vollstlndige  Conden- 
sation  stattfindet,  also  kein  Gegendruck 
von  der  andern  Seite  des  Kolbens  statt- 
findet: 

, o Fnsp  Vnp  - 

“ *7  ~~  ~ 

wenn  Q die  in  der  Seennde  verbrauchte 
Dampfmenge  ist.  — Erleidet  aber  der 
Kolben  einen  Druck  q auf  den  Quadrat- 
zull, so  ist: 

p=f 

q ist  der  Dampfdruck  im  Condensator, 
oder  wenn  keine  Condensation  stattfin- 
det, der  atmosphärische  Druck  (15,07 
Pfund  alt  Gewicht  oder  14,1  Zoll- 
Pfund  auf  den  Quadratzoll)  Sind  V und 
Q in  Cubikfuss,  p und  q in  Quadrat- 
zoll gegeben,  so  kommt : 

L = 4,8  « K (/>  - 7)  = 144  7 ) 

in  Fusspfnnd.  Sei  V nnd  Q in  Ciibik- 
metern,  p und  q in  Quadratcentimetern 
gegeben,  so  ist  dagegen ; 

L = 333,3  « F(p  - 7)  = 10000  (p  _ ^) 
in  Kiiogrammmctern. 


Diese  Formeln  gelten  aber  für  Expan- 
sionsmaschinen nur  für  die  Zeit,  wo  der 
Dampf  nicht  abgesperrt  ist  Findet  aber 
diese  Absperrung  statt,  so  kommt  cs  auf 
den  Zustand  des  Dampfes  während  die- 
ser Zeit  an.  — Man  nahm  früher  all- 
gemein an , dass  dann  die  Temperatur 
constant  bleibt  j da  der  Dampf  sich  aus- 
dehnt, könnte  dies  nur  unter  der  An- 
nahme geschebn,  dass  von  der  Umgebung 
aus  dem  Cylinder  die  verlorene  Wärme 
wieder  Zuströme.  Dies  ist  höchstens  dann 
möglich,  wenn  die  Bewegung  sehr  lang- 
sam erfolgt.  Dies  kann  im  Allgemeinen 
nicht  zugegeben  werden,  nnd  cs  wird 
daher  jetzt  gewöhnlich  nach  Pambour 
angenommen , dass  während  der  E.xpan- 
sion  Temporatnrabnahmc  erfolgt.  Gehen 
wir  von  der  ersten  Voraussetzung  zu- 
nächst aus,  und  legen  uir  das  Mariot- 
te’scbe  Gesetz  zu  Grunde,  welches  aller- 
dings für  Dampf  nur  annähernd  richtig 
ist,  so  hat  man,  da  das  Gas  sich  bei 
constanter  Temperatur  ansdehnt,  für  die 
geleistete  Arbeit: 

P=eplg^. 

V 

(Vergl.den  Artikel  Wärme,  S.  205, No.  11) 
Es  ist  hier  Q die  geleistete  Arbeit,  p,  v 
Druck  und  Volumen  im  Anfang,  das 
Volumen  beim  Endo  der  Expansion.  Die 
Logarithmen  sind  natürliche. 

Ist  also  s der  Werth  des  Darapfkul- 
bens,  den  er  beim  Eintritt  der  Expan- 
sion zurückgclegt  hat,  der  ganze  Kol- 
benweg, so  ist: 

F=F5,  K,  = Fs„ 

P = Fsp\g^. 

Hierzu  kommt  die  Arbeit  Fsp  vor  der 
Absperrung,  also  die  Gesammtarbeit  ist: 

Pi=F»/)(l-|-lg^) 

= Fs,p,(l-flgfL). 

Unter  den  Druck  am  Schlüsse  ver- 
standen. Findet  aber  ein  Gegendruck  7, 
dem  die  Arbeit  Fs, 7 entspricht,  auf  der 
andern  Seite  des  Cylinders  statt,  so  folgt: 

\ s p^/ 

und  die  Arbeit  in  der  Secunde  folgt  wie 
oben: 
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in  Fasspfanden.  Oder  auch  wenn  Q die 
in  der  8ecunde  verbrauchte  Dampfmengo 
von  Spannung  p ist: 

L = 144(>p(l-Mg-^  - 

in  Fusspfunden 

Nach  Morin  soll  diese  Annahme  gute 
Resultate  geben. 

Nach  Pambonr  wird  dagegen  angenom« 
men,  dass  während  der  ganzen  Expan* 
sion  der  Dampf  immer  im  Maximum  der 
Spannung  bleibt,  dass  also  im  Cylindcr 
keine  Condcnsation  von  Dampf  stattfln- 
det.  Unter  dieser  Voraussetzung  kann 
man  (vorgl.  den  Artikel  Wärme,  Seite 
214)  annähernd  setzen: 

wo  ju  das  specifische  Dampfvulumen  (Vo- 
lumen der  Gewichtseinheit  Dampf)  a und  ß 
Constante  sind,  also: 


Ist  s der  Kolbenweg  im  Anfang  der 
Expansion,  s^  zu  irgend  einer  Zeit  der- 
selben, so  ist: 


1 s 


und  die  Arbeit,  während  eines  unendlieh 
kleinen  Weges  dt: 

Fpdt^  = F — dt^  -Fßds,, 

*i 

also  durch  Integration,  die  Arbeit  wäh- 
rend der  Expansion; 

r ' Fpdt,z=PzzFas\g*-^-Fß{t^-t). 
s,  * 

Im  Anfänge  der  Expansion  war 

1 * < 1 

— — = 1,  also  o = /?-f-p, 

also  wenn  p auf  den  Anfangswerth 
gebt : 

also  wenn  man  die  Arbeit  während  der  Zeit, 
wo  keine  Expansion  stattfindet,  Fps  hin- 
zuzäblt,  die  darch  den  Gegendruck  q be- 
dingte Fys,  aber  abzicht: 


oder  wegen: 

ii  - 

* ß'^Px 

’>,  = F.  iß+,)  (i+ig^  - ^)  = 1«  »'</*+;-)  (i+i6  'i  - 
in  Fusspfunden,  und  die  Leistung  in  der  Secundc: 


i = ^H4KW+rt(l+lg:^-^) 

= 144«tf+rt(l  + lg^-^) 


in  Fusspfunden. 

Sind  aber  wie  bei  den  Maschinen  von 
Woolf  2 Cylinder  vorhanden,  sei  F die 
Kolbenfliche  dos  kleinern,  in  dem  der 
Dampf  ohne  Expansion  w’irkcn  soll,  fer- 
ner s der  Kolbenhub,  mögen  sich  F^s^ 
auf  den  grössern  beziehn,  sei  p die  Span- 
nung des  Dampfes  im  kleinern  Cylinder, 
p^  die  während  der  Expansion,  q der 
Gegendruck,  (auf  den  Quadratzoll),  so 
ist  die  Leitung  während  der  Zeit,  wo 
der  Dampf  keine  Expansion  erleidet: 

Fps. 


Die  Leistung  während  der  Expansion 
nach  dem  Mariotte’schen  Gesetze: 


- ^1*1  7. 


und  nach  dem  Pambour’schen : 


ml. 


in  beiden  Fällen  ist  die  verlorne  Arbeit 
F^t^q  bereits  in  Rechnung  gebracht.  Es 
ist  also  die  Gesammtleistung  fär  die 
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Secande  berechnet  nach  der  ersten  An- 
nahme: 

lind  nach  der  zweiten : 

1 = 144  e (^+,,)  (i +igi'ii  - ^) 

\ Fs 

in  Fusspfund. 

Die  Bedenken  gegen  die  erste  Theo- 
rie, dass  der  Dampf  während  der  Expan- 
sion seine  Temperatur  nicht  ändere,  sind 
bereits  oben  aiiseinnndergesetzt.  Aber 
auch  das  Pambour’sehe  Gesetz  lässt  sich 
mit  den  Grundbetrachtungon  der  meeha- 
nischen  Wärmelehre  nicht  vereinigen. 
Denn  da  nach  erfolgter  Expansion  die 
Temperatur  des  Dampfes  ein  Maximum 
sein  soll,  also  nur  von  dem  Volumen  ab- 
hängig ist,  so  muss  er  dieselbe  Wärme- 
menge enthalten  (welche  ja  von  Tempe- 
ratur und  Volumen  allein  abhängi),  die 
Arbeit  während  der  Expansion  möge 
eine  grössere  oder  geringere  sein,  wäh- 
rend keine  Wärme  zuflicsst,  was  der  me- 
chanischen Wärmelehre  widerspricht. 

Es  giebt  aber  Theorien  der  Dampfma- 
schine, die  auf  letztere.  Wissenschaft  sieh 
stützen;  dergleichen  rühren  von  Clausius, 


oder  wenn  man  mit  Knnkinc  setzt: 


also  die  Arbeit  in  der  Sccundc; 

t = 144d4l0-,(^)’-^‘] 

in  Fusspfund. 

Für  die  zweieyliiidrigc  Maschine  kommt 
dann : 

t = 144P,[lO-,(^)’-feJ 

Es  ist  jetzt  die  Leistung  durch  den 
verwandten  BrennstofT  auszudrücken. 


Zeuner,  Rankim  und  Andern  her.  Ohne 
uns  auf  das  Mehr  oder  Weniger  der 
Begründung  derselben  einzulassen,  be- 
merken wir,  dass  dieselben  praktische 
Verwerthung  noch  nicht  gefunden  zu  ha- 
ben scheinen,  die  Pambour’sche  Betrach- 
tung aber  gut  mit  der  Erfahrung  über- 
einstimmt. 

Wollte  man  näherungsweise  annehmen, 
dass  die  Dämpfe  dem  Mariotte  - Gay- 
Lussae’schen  Gesetze  folgten , und  wäh- 
rend der  Expansion  kein  Zufluss  von 
Wärme  stattfände,  so  käme  man , indem 
man  A Q — o setzt,  wieder  zu  der  For- 
mel (vergl.  Wärme  Seite  205;. 


für  die  Leistung,  wo  «»,  auf  den  An- 
fangs-, r,  auf  den  Schlusszustand  geht, 

Ä = — das  Verhältniss  der  speci Aschen 

Wärme  ist.  Also  wenn  man  r,  und  e, 
mit  t und  s,  vertauscht,  nnd  F der  Kol- 
bcninhalt  ist: 


Also  wenn  man  die  Arbeit  wegen  des 
Gegendrucks  abzieht,  uud  die,  welche 
von  der  Expansion  verrichtet  wird,  hin- 
zufügt; 


Das  Verhältniss  des  Dampfvolumen 
zum  Wasservolumen  (specificisches  Dampf- 
volumen) war; 


a 

Ist  also  Q die  verbrauchte  Dampf-, 
die  Wassermenge,  so  hat  man; 

a 

und  dessen  Gewicht,  den  Cubikfuss 
Wasser  zu  66  (alten)  Pfund  angenommen  : 

66(^+P)(> 

er 

Um  Qy  Pfund  Wasser  von  der  Tem- 
peratur I,  in  Dampf  von  der  Tempera- 
tur l zu  verwandeln,  wird  gebraucht  die 
Wärmemenge : 

H'  = (606,ö-f0,305/-f  J Qy 

in  Calorics,  wofür  annähernd  zu  setzen 
ist: 
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also; 


W=(640-r,)()y, 
»^=66(640-/,)-^!^  Q, 


Q= 


tt 


w 


' 66{G40- i,)(ß+py 

Ist  tc  die  Änzalil  der  Cnlorics.  welche 
aas  1 Pfnnd  Brennstoff  entsteht,  K der 
Brennstoffanfwand,  so  ist : 


Die  Grösse  tc  ist  der  im  ersten  Abschnitt 
dieses  Artikels  enthaltenen  Tabelle  zu 
entnehmen. 

Setzen  wir  t,=40®,  und  nehmen  Tür 
ein  Pfnnd  Kohle  7500  Kalorien.  wovon 
jedoch  nur  60  3 zur  Wirkung  kommen 
sollen;  dann  ist: 


Q = 


also  : 


w 


üj+^^’  'f-s  „ <?• 


A'=66(640-/^)^'0, 

ft  u> 


(?= 


ntc  K 


66(640- 


Um  die  Grösse  /U  = — — zu  berechnen, 
, ß-^P 

hat  man  je  nach  der  Spannung  für  n 
und  ß andere  Zahlen  zu  setzen  (vergl. 
den  Artikel : Wärme).  Wir  fügen  hier 
noch  eine  Tafel  für  das  spccifische 
Dampfvolumen  ^ hinzu. 


der 

specil 

0,1 

14505 

2 

7563 

3 

5175 

4 

3957 

5 

3185 

6 

2702 

7 

2371 

8 

2112 

9 

1904 

1.0 

1734 

1 

1591 

2 

1470 

3 

1366 

4 

1276 

5 

1197 

6 

1127 

7 

1065 

8 

1010 

9 

960 

2,0 

914 

1 

873 

2 

835 

3 

801 

4 

769 

5 

740 

6 

713 

7 

689 

8 

664 

9 1 

642 

ao 

' 621 

1 

60-2 

2 

584 

ischen  Dampfvolumina  von  0,1  bis  15,9  Atmo- 
sphären. 


3,3  I 566 
550 
535 
528 
515 
503 
490 


5 

6 

7 

8 
9 


4,0  I 479 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 
9 


467 

457 

447 

438 

429 

420 

412 

403 

a96 


5,0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 
9 

6.Ö- 

1 

2 

3 

4 


388 

381 

374 

367 

361 

355 

349 

343 

337 

332 

326 

321 

316 

312 

307 


6.5 

6 

7 

8 
9 

7.0 
J 
2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

8.0 
1 
2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 


302 

298 

294 

290 

286 


282 
278 
274 
271 
267 
264 
260 
257 
254 
251 
248 
245 
242 
239 
236 
234 
231 
228 
226 
^223 
221 


9,0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 


219 

216 

214 

212 

210 

208 


9.7 

206 

12,9 

1 156 

8 

204 

13,0 

1 154 

9 

202 

1 

153 

10,0 

200 

2 

152 

1 

198 

3 

151 

2 

196 

4 

150 

3 

194 

5 

149 

4 

192 

6 

148 

5 

190 

7 

147 

6 

188 

8 

146 

7 

187 

9 

145 

8 

185 

14,0 

144 

9 

184 

1 

143 

11,0 

182 

2 

142 

1 

180 

3 

141 

2 

178 

4 

140 

3 

177 

« 5 

139 

4 

175 

6 

138 

5 

174 

7 

137 

6 

172 

8 

136 

7 

171 

9 

135 

8 

169 

15,0 

134 

9 

168 

1 

133 

12,0 

167 

2 

133 

1 

166 

3 

132 

2 

164 

4 

131 

3 

163 

5 

130 

4 

162 

6 

129 

5 

161 

7 

128 

6 

159 

8 

128 

7 

158 

9 

127 

8 

157 

Man  setzt  nach  Pambour  bei  Condensationsmaschinen : 

, „ , « = 29.251,  ,9  = 1,755, 

für  Hochdrnckmachinen : 

« = 310,53,  /9= 4,417. 

Die  Zahlen  sind  hier  andere,  wie  in  dem  Artikel;  Wärme,  weil  dort  p in  Kilo- 
grammen auf  den  Quadratmeter,  biei  in  Pfunden  auf  den  Quadratzoll  gegeben  ist, 
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eine  Atmosphäre  = 15,07  Pfand  alt  Dnick  auf  den  Qaadratzoll  gerechnet.  Man  er- 
h&It  im  erstem  Falle : 


Q = 


3324  A 
1,7.55 -fp 


and  im  letztem 


3529  K 
^“4,417+p‘ 


Hiernach  ergibt  sich,  wenn  man  in  die  Pambour'sche  Formel  für  Q einsetzt: 
14^  / F,  s,  _ß±q\ 

^~()40-t;,‘t-l-p  ß+pj 

_ 24  trn  (\  \ I \ fr 

- nm~i~  + 

oder  wenn  t,=40,  k»  = 4500  gesetzt  wird: 

-ä; 

in  Fusspfund.  Für  Niederdruckmnschinen  ist: 


:) 


180 

^«  = 478653, 


für  Hochdmekmasebihen : 


11 


« = 508140. 


Ist  nnr  ein  Cylinder  vorhanden,  so  ist  F^zzF,  findet  keine  Expansion  statt  s^=s 

Pt=p. 

Findet  Condensation  statt , so  beträgt  dieselbe  im  Minimnm  des  Gegen- 
druckes, die  Expansion  höchstens  4 Atraosph&re,  bei  Maschinen  ohne  Conden- 
sation die  letztere  bis  4 Atmosphären  Spannung. 

Im  erstem  Falle  ist  also  im  Maximum : 

*1  _ ß~^P  — 1|765+P  _Aiqft|  I nirt77ti  n 


im  zweiten : 


Ft 

ebenso  im  ersten  Falle 


and  im  zweiten : 


Also  wenn  Expansion  und  Condensation  stat  findet: 

L = 478653  [1 + lg  (0,1891 + 0,10776  p)  - 0,3513)  A, 

findet  nnr  Expansion  statt: 

L = 508140  [1  -(-  lg  (0,1636  +0,037048  p)  -0,7212]  A, 
findet  nur  Condensation  statt: 


t = 478653 


('-tS-'«- 


,755+p/ 

und  wenn  weder  Condensation  noch  Expansion  stattfindet : 

L =508140  (l 

\ 4,417  +p/ 

Die  Einheit  ist  wie  immer  das  Fasspfand. 
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Setzt  man  Ä'=l,  p = l.  ly  u.  8.  w. , so  ergibt  sich  folgende  Tafel  für  die 
Leistungen  der  vcrseliicdciien  Maschinen  bei  einem  Pfände  Kohle  in  Pferdekräften. 


Dampfdruck  in  Atmosphären  11^  234567  8<» 


Expansion 


mit  ^ , . „ 1166  1513  1766  2130  2391  2595  2762  2904  3028  oo 

ohne  ^ ^78  523  883  1147  1356  1528  1675  1805  ® 


keine  Kxpnns. 


mit 

ohne 


Condens. 


756  812 
0 278 


842  873  889  899  906  910  913  939 
434  605  696  753  792  820  841  997 


Aus  dieser  Tafel  ergibt  sich  der  grosse 
Vortheil  der  Condensntiun  und  Expan- 
sion , sowie  der  hohen  Dampfspannung. 
Jedoch  sind  hier  die  Hindernisse  noch 
nicht  herOcksichtigt.  Diese  aber  bewir- 
ken namentlich  , dass  Dampfspannungen 
über  acht  Atmosphären,  abgesehen  von 
den  Gefahren , welche  sie  mit  sich  füh- 
ren, keinen  Nutzen  mehr  gewähren. 

Rechnet  man  das  Wärmeäquivalent  zu 
1344  Fusspfund,  nnd  erzeugt  die  Ver- 
brennung von  1 Pfund  Kohle  7500  Cu- 
lorics,  so  ist  die  theoretische  Leistung 
desselben : 

1344  ♦ 7500=  100800Ü0  Fusspfund 


ZiL  - (£Y  — 

2q  ~ \dj  2g' 

Sei  ferner  der  Widerstandscoefßcient 

beim  Eintritte  ins  Daropfrohr,  so  ist  der 

DruckböbeTeriust : 


Sei  /,  die  Lange  des  Dampfrohrcs,  (’s 
der  Reibungscocfficient  des  Dampfes,  so 
ergibt  sich  hieraus  ein  Dmckhöbeverlnst : 


*.  = £. 


rf, 


= 19765  Pferdekräfte, 

also  6^  mal  so  gross  als  der  grösste 
• Werth  (3028)  unserer  Tafel. 

Es  ist  indess  zu  bemerken,  dass  bei 
jeder  Maschine  ein  bedeutender  Verlust 
stattfinden  muss,  wie  sehr  sie  auch  die 
Dampfmaschine  etwa  noch  an  Vollkom- 
menheit öbertreffen  möge,  da  ja  bei  der 
Verwandlung  von  Wärme  in  Arbeit  zu- 
gleich ein  Ueberströmen  der  Wärme  vom 
wärmern  zum  kältern  Körper  stattfindea 
muss. 

Es  ist  nun  aber  auf  die  Hindernisse, 
welche  die  eben  entwickelte  theoretische 
Leistung  verhindern,  cinzugehen. 

Diese  zerfallen  in  Eintritts-  und  Ans- 
trittshindernissc.  Die  ersteren  bestehen 
ans  der  Reibung  des  Dampfes  an  den 
Röhren,  aus  den  Widerständen  bei  plötz- 
licher Gesebwindigkeits-  und  Richtungs- 
änderung,  Abkühlung  an  den  Wänden; 
hierdurch  kann  die  Spannung  bis  auf 
20  Procent  herabgezogen  werden , bei 
gut  construirten  nicht  sehr  schnell  ge- 
henden Maschinen  jedoch  höchstens  5 
Procent.  Die  Kolbenreibung  ist  wie  bei 
den  Wassersänlenmaschinen  in  Rechnung 
zu  bringen. 

Sei  t>  die  Kolbengeschwindigkeit,  d 
der  Durchmesser  des  Cylinders , d^  der 
des  Dampfrohres,  so  ist  die  Geschwin- 
digkeit des  Dampfes  in  dem  letzteren: 


.die  zugehörige  Oeschwindigkeitshöhe: 


Ist  der  veränderliche,  von  der  Klap- 
pcnstcllung  abhängige  Coefficient  des 
Widerstandes  beim  Durchgänge  durch 
die  Admissionsklappe,  so  ist  der  Ver- 
last: 


Da  der  Querschnitt  F,  der  Dämpfkam- 
mer viel  grösser  ist  als  der  des  Dampf- 
rohres F, , so  verliert  der  Dampf  beim 
Eintritt  in  die  letztere  einen  grossen 
Theil  seiner  Geschwindigkeit.  Der  be- 
treffende Druckböhenverlust  ist: 


zu  setzen  ist  ist  immer  nahe  gleidi 
1.  Also  der  gesammte  Dmekhöhever- 
lust  beim  Eintritt  in  die  Dampfkammer: 

=«.+(.  J|+{.+{.)(^) 

Ist  die  Dichtigkeit  des  Dampfes  gleich 
y,  so  ist  der  Verlust  an  Spannung: 

also  wenn  p,  die  Spannung  im  Dampf- 
kessel ist,  so  ist  die*  in  der  Dampf- 
kammer: 
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• = P.  + G,)  2g 


Aach  kann  man; 


setzen,  wo  F,  F^  bezQglich  die  Qoerschnitte  des  Cjlindcrs  und  des  Dampf- 
robres  sind. 

Es  finden  aber  auch  Verloste  beim  Eintritte  ans  der  Dämpfkammer  in  den 
Cylinder  statt. 

Der  Dnrchgang  durch  das  Dampfventil  veranlasst  den  Dmckhöhenverlnst : 


C ist  der  WiderstandscoefHcient,  v,  die  Eintrittsgeschwindigkeit,  F,  F^  die  Fl&chen 
des  Kolbens  and  der  Ventilröhre,  also  wenn  man  setzt: 

c.=(^;)’c, 

wo  F^  der  Qnerschnitt  des  Daropfwegcs  ist,  so  erhalt  man: 

Es  tritt  aber  auch , selbst  wenn  eine  Scbieberstcnening  vorhanden  ist,  beim  Ein« 
tritt  in  den  Dampfkanal  ein  Verlast  ein,  der  namentlich  gross  ist,  wenn  der 
Schieber  einen  Tbeil  der  Einmündung  des  Dampfes  deckt.  Derselbe  gibt: 


wo  a,  b die  Dimensionen  des  rechteckigen  Querschnittes,  F,  des  Dampfweges 
bezeichnen.  Bei  völlig  offenen  Dampfwegen  ist: 

' f.=  0,505, 

and  um  so  grösser,  jo  mehr  der  Schieber  die  Einmündung  deckt. 

Durch  die  Reibung  des  Dampfes  auf  dem  Wege  zwischen  Kammer  and  Cy- 
linder  entsteht  ein  Verlast: 

2ab  \fJ  29~^'d^\Fj  V 


wo: 


d.= 


2ab 

0-1-6 


gesetzt  ist,  und  beim  Eintritt  in  den  Dampfcylinder,  wo  die  Gesdiwindigkeit  von; 

F 


in  V übergeht: 


wo: 


*’*“F.  ® 


c.=(-^r 


gesetzt  ist. 

Für  die  Krfimmangen  der  Dantpfwege  ergibt  sich ; 


2g 


Ist  ein  besonderer  Expansionsschieber  vorhanden,  so  bereitet  der  Dnrchgang 
durch  die  zugehörige  Mündung  einen  nenen  Verlast.  Sei  F,  ihr  Qnerschniu,  F, 
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der  der  Kammer,  in  welchen  der  Dampf  aas  dieser  Mündang  tritt,  tt  der  F,  ent- 
sprechende Contractionscoefflcient,  ferner: 


so  hat  man: 


Wegen  der  allmäligcn  Oeffnung  der  Dampfwege  sind  /i,  und  h^^  veränderlich 
und  im  Allgemeinen  grösser,  als  die  Formeln  angeben. 

Vereinigen  wir  diese  Verluste,  indem  wir  setzen : 

Ci  + f?  Cs  + f*  =*i. 

“j 

so  erhält  man  fQr  die  wirkliche  Spanliang: 

Wenn  p und  p^  auf  den  Quadratzoll  bezogen  werden,  ist: 


za  setzen,  also: 


Es  finden  aber  auch  Austrittshindernisse  statt.  Beim  Eintritt  aus  dem  Cylinder 
in  den  Dampfweg  kommt  nämlich: 

wo  (^=0,505  za  setzen  ist. 

Durch  Reibung  im  Dampfwege  entsteht  der  Verlast: 

A -f 

durch  die  Krümmungen  der  Wege: 

beim  Eintritt  in  die  Dampfkammer  oder  den  Schieberraum , dessen  Querschnitt 
sei: 

wo  gesetzt  ist;  also  der  Qesammtverlust  an  Spannung  beim 

Austritte  aus  dem  Cylinder  in  die  Dampfkammer: 

(A,  -f-Aj-l-Aj-fÄ*)  y. 

Bei  der  Ventilsteuerung  ist  noch  der  Verlast  beim  Durchgänge  durchs  Ab- 
lassventil zu  berücksichtigen. 


wo  Fl  der  Querschnitt  des  Ausblaserohrs  ist.  Bei  der  Schieberstcuerung  findet 
ein  ähnlicher  Verlust  für  die  Schieberböhlung  statt. 

Für  den  Eintritt  ins  Ausblaserohr  hat  man : 

li(Fy  r« 
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und  endlich  für  den  Aastritt  in  den  Condensator  oder  in  die  freie  Lull; 

*.=(!:)■  S- 

Der  Spannnngsverlust  von  der  Dampfkammer  bis  zam  Austritt  ist  also : 

Ist  also  9o  Dampfspannung  im  Condensator,  q die  während  des  Kolbenrück- 
ganges, setzt  man  ferner: 


Ct+ft  — A|> 

“ t 

C*  + C«  + f7  ^ + l = 


SO  ist: 


• » 

9-y«=L^iVf^/  J2^  144/i 

Es  ist  noch  der  Werth  des  mittleren  Quadrates  der  Kolbengeschwindigkeit 
za  bestimmen.  Ist  * der  Kolbcnweg,  t die  Zeit  beim  Durchlaufen  desselben , so 
erbielio  man,  wenn  die  Geschwindigkeit  gleichmässig  wäre; 


t = - 


Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  thcilt  man  den  Kolbcnweg  in  n gleiche  Thcile 

oder  rff  ist  7=  dt  die  veränderliche  Zeit,  in  der  ein  solches  Tlieilchen  zurückge- 
legt  wird,  so  ist  das  entsprechende  Geschwindigkeitsquadrat; 


und  der  mittlere  Werth  davon  : 


i‘0'- 


. . 1 . 

oder  da  — = — ist; 

n s 


-L^=ir‘ 

~ , dt'  f J 0 \dll 


ds 


wo  s der  ganze  Kolbcnweg  ist. 

Bei  gleichförmig  beschleunigter  Bewegung  des  Kolbens  z.  B.,  wo  ^ = cl  ist, 

ergibt  sich; 

1 c*  t* 


aber  da 


ist 


■-f'.X-“ 


c<« 

2 


t?*  = 


c*  t» 


2 • 


t ist  hier  die  Zeit,  in  der  der  ganze  Kolbenweg  zurOckgelcgt  wird. 


DIgitized  by  Google 


Warme. 


323 


Wärme. 


Diese  Betrachtangen  würden  aber  nur  der  als  gleichfönnig  anznsehenden  Be- 
fOr  einfach  wirkende  Maschinen  gelten,  wegang  des  Krummzapfens  aasgehen, 
wo  keine  Rotation  statlfindet.  Bei  Ro-  Sei  AE  = 2r  (Fig  139)  der  ganze 
Utionsmaschinen  muss  man  dagegen  von  Kolbcnweg,  AD=.$  ein  beliebiger  Theil 

davon.  Ferner  sei  AM  z=  x,  die  Ge- 
schwindigkeit des  Kolbens  in  M sei 
= sie  ist  dann  bestimmt  aas  der 
Warzengeschwindigkeit  Pc  = c durch 
die  Gleichung: 


•Fig.  139. 


c,  _ P/i V(2r*— X*) 

c “ CP  r ’ 


also: 


c a — 


, _c*(2rx— X*)  _ /rfxV 
r*  “ \dif  • 


Um  nun  das  mittlere  Geschwindigkeits- 
quadrat während  der  Zurücklegung  des 
Werthes  AD  zn  finden,  hat  man  gana 
wie  oben : 


„ (s)  *=r^/’  =9  (i-rJ 


Für  den  vollständigen  Kolbenwcg  aber, 
wo  s = 2r  ist : 

Während  die  Warze  den  Weg  nr  macht, 
legt  der  Kolben  den  Weg  2r  zurück ; 
ist  also  die  mittlere  Geschwindigkeit 
des  letzteren,  so  hat  man : 

: c = 2r  : nr, 

2e 


verwandeln,  dividirt  also  durch  540; 
diese  Wassermenge  ist  also: 

ö40Qy  • 

Ist  der  Spannungsverlust  diesem  Dampf- 
verlust  proportional,  so  kann  dieser  Ans- 
druck gleich  ^ gesetzt  werden,  und 


es  ist: 


Po 


und : 


r,=-. 


Es  entsteht  noch  ein  Arbeitsvcrlust  durch 
die  Abkühlung  in  der  Dampfleitung  und 
im  Cjlindcr.  Sei  U der  Gesammtinhalt 
aller  vom  Dampfe  ansgefüllten  Ober- 
flächen, t die  Dampfteroperatur,  l,  die 
äussere  Temperatur,  so  findet  in  der 
Seennde  ein  Wärmeverlast  von: 

>K  = (t— f ,)  irl/  Calorics 

statt,  wo  to  eine  Erfahrungszahl  ist. 
Strömt  nun  Dampfmengc  Qy  in  der  Se- 
ennde durch  die  Maschine,  so  wird  je- 
dem Pfunde  entzogen: 

Qr  ’ 

und  dadurch  eine  Condensation  eintreten. 
Die  Menge  des  condensirten  Dampfes 
findet  man,  wenn  man  W durch  die  An- 
zahl der  Wärmeeinheiten,  die  nOthig 
sind,  ein  Pfund  Wasser  in  Dampf  zu 


540  Qy 

Nach  Tredgold  ist  für  den  Quadratfuss 
als  Einheit: 

«>  = 0,0011. 

Setzt  man  noch : 

66 

y = — t 
f* 

wo  u = - 7 ist,  so  kommt: 

^ ß+P 

32400000  (?/* 

Mit  dem  Dampfe  aber  wird  auch  Wasser 
ans  dem  Kessel  mechanisch  mit  fortge- 
rissen , und  da  dieses  Wasser  zugleich 
mit  dem  Dampfe  bewegt  wird,  so  dient 
es  ebenfalls  als  Hindemiss.  Sei  r das 
Verhältniss  des  Gewichts  dieser  Wasser- 
menge zu  der  des  gleichzeitig  aus  dem 
Kessel  tretenden  Dampfes , so  ist  die 
Druckformcl  mit  1 + »»  zu  mnltipliciren. 
Man  erhält  schlicsslicli  also : 

21* 
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Um  die  Spannang  innerhalb  des  Treib- 
cylindcrs  zu  prüfen,  dient  ein  besonderes 
Instrument,  Indicntor  genannt.  Die  ein- 
fachsten gibt  Watt  an.  AA  ist  ein  Cy- 
lindcr  von  K Zoll  Weite  und  1 Fuss 
L&ngc  (Fig.  140),  der  in  eine  engere 
Röhre  /i  nach  unten  zuläiift,  und  durch 


Fig.  140. 


Kolben  K nach  oben  hin  verschlossen 
ist.  Das  schraubenförmige  Ende  der 
Röhre  B wird  in  ein  Loch  im  Deckel  des 
Cylinders  eingesetzt.  Es  kann  also,  wenn 
man  Uahn  H in  Röhre  ö öffnet,  der 
Dampf  nach  AA  treten,  und  gegen  den 
Kolben  K drücken.  Die  Kolbenstange 
JCC  geht  durch  die  ringförmige  Führung 
F und  ist  von  der  Spiralfeder  F umge- 
ben,' welche  durch  den  Kolben  zusam- 
mengendrückt  wird,  je  nach  der  Spannung 
des  Dampfes.  Zeichenstift  Z am  Ende 
der  Stange  gibt  dann  durch  seine  Stel- 
lung die  St&rke  der  Dampfkraft  an. 
Diese  aber  ist  während  der  Kolbenbe- 
wegung veränderlich,  und  es  ist  ihr  mitt- 
lerer Werth  , d.  h.  die  mittlere  Stellung 
Ton  Z zu  bestimmen.  Drückt  nun  Z 
auf  die  Tafel  DD,  welche  durch  die 


Schnur  ES  vermöge  der  Stange  des 
Trcibkolbens  nach  einer  Seite,  wenn  der 
Kolben  hinaufgeht,  und  durch  Gegen- 
gewicht G nach  der  entgegengesetzten 
Seite,  wenn 'der  Kolben  hinabgeht,  fort- 
gezogen  wird,  so  wird  wahrend  ‘des 
Kolbcnspicls  eine  Curve  vom  Stifte  Z 
gezeichnet.  Der  Flächeninhalt  derselben 
ist  dann  das  Maass  der  während  des 
Kolbenschubes  verrichteten  Arbeit,  und 
diese  durch  den  Kolbenw'cg  dividirt  gibt 
die  mittlere  Dampfspannung.  Sei  näm- 
lich die  Spannung  des  Dampfes  beim 
Aufgange  gleich  p,  der  atmosphärische 
Druck  gleich  <r,  die  Spannung  der  Feder 
für  den  Quadratzoll  der  Kolbcnfläche 
gleich  I/,,  so  ist  für  den  Aufgang  des 
Treibkolbcns : 

p=y^A-a. 

Sei  ferner  g die  Spannung  des  Dampfes 
beim  Niedergang,  die  der  Feder, 
also : 

9 = «-y». 

also  die  bewegende  Kraft  des  Treibkol- 
bens für  den  Quadratzoll ; 

F-9=l/i+y.' 

Es  sind  aber  die  Spannungen  der  Feder 
der  Ausdehnung  bezüglich  Zusammen- 
drückung derselben  proportional,  also 
y,  und  yj  durch  die  Abstände  des  Stif- 
tes von  einer  horizontalen  Linie  zu 
messen , welche  derselbe  in  natürlicher 
Lago  der  Feder  beschreiben  würde.  Da 
nun  die  Tafel  selbst  sich  proportional 
der  Kolhcnbewcgung  verschiebt,  so  wird 
die  Summe  der  Produetc  aus  Kolbenbc- 
wegung  umi  Spannung  d.  h.  die  Arbeit 
durch  die  Summe  der  Produetc  der  ho- 
rizontalen Tufclverschicbungen  und  der 
zugehörigen  vertikalen  Stiftvcrschiebun- 
gen,  d.  h.  durch  den  Flächeninhalt  der 
gezeichneten  Curve  gemessen. 

Eine  complicirtere  Vorrichtung  ist  die 
von  Clair.  Nach  Poncelet  werden  jetzt 
auch  statt  der  Spiralfeder  Federschienen 
angewandt.  Bei  einem  solchen  Poncelet- 
schen  Indicator  ist  A (Fig.  141)  der  Cy- 
lindcr,  mit  der  Stange  KE  desselben  ist 
die  parabolische  Feder  FG  und  der  Zei- 
chenstift Z verbunden,  welcher  auf  einen 
um  zwei  bewegliche  Trommeln  gelegten 
Papierstreifen  die  Curve  zeichnet. 

Je  nach  der  Art  der  Maschine  ist  die 
Indicatorcurve  von  verschiedener  Gestalt. 

Bei  Tiefdruck  und  mangelnder  Ex- 
pansion werden  beim  Auf-  und  Nieder- 
gang zwei  fast  parallele  und  ziemlich 
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Fig.  141. 


grade  Linien,  beim  tiefsten  und  höchsten  zurückgelcgt.  Die  ungefähre  Gestalt  ist 
Kolbenstande  zwei  darauf  senkrechte  ein  Rechteck  (Fig.  142).  Die  Ordinaten 

Fig.  142. 


über  der  einer  Atmosphäre  Spannung  und  Aufganges  eingelassen  (Fig.  143), 
entsprechende  Linie  l sind  kleiner  als  so  erleidet  die  Curvo  bei  A und  C Ab- 
dic  unter  derselben.  Wird  der  Dampf  stumpfungen.  Durch  Voreilen  des  Sebie- 
aber  erst  am  Anfänge  des  Kolbennieder-  bers  beim  Zu-  und  Ablassen  erfolgen 

Fig.  143. 
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Fig.  144. 


dagegen  Abstumpfungen  bei  B und  D Bei  Expansionsmaschinen  sind  die 
(Fig.  144).  ‘ Corren  noch  unregelmässiger.  Für  die 

Fig.  145. 


Niederdruckmaschinc  gilt  dann  Fig.  145.  Expansion  stattfindet,  Fig.  146  ist  gül- 
Weg  AE  entspricht  dem  Theile,  wo  keine  tig  für  eine  Maschine  von  hohem  Druck 


Fig.  146. 


Condensation  und  Expansion,  bei  Fig.  fällt  hier  der  untere  Curvcntheil  mit  der 
147  findet  keine  Expansion  statt,  daher  Linie,  welche  1 Atmosphäre  Druck  bc> 


Fig.  147. 


zeichnet,  zusammen,  und  Fig.  148  gilt  Aber  die  indicatorenrve  weist  auch 
für  Hochdruckmasehinen  ohne  Conden-  die  Mängel  der  Steuerung  nach, 
sation  und  Expansion.  Sind  die  Dampfkanäle  zu 
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Fiß.  149. 


klein,  so  tritt  der  Dampf  mit  2u  gros- 
ser Geschwindigkeit  zu  und  ab,  und  die 
Cnrve  wird  sehr  zugespitzt  (Fig.  149). 

IstdieSchicberstangezn  kurz, 
so  durchläuft  der  Schieber  auf  einer 
Seite  der  Dnmpfwego  einen  grösseren 
Weg  als  auf  der  anderen,  die  beiden 
Theilo  der  Indicatorcurvo  sind  dann  von 
verschiedener  Länge. 


Uebrigens  ist  die  Expansion  des  Dam- 
pfes auf  einer  Seite  des  Kolbens  nicht 
ganz  dieselbe  als  auf  der  andern,  man 
thul  daher  wohl,  mit  dem  Indicator  auf 
beiden  Seiten  des  Cylinders  Versuche 
zu  machen. 

Sind  die  Schie  ber flächen  nicht 
angemessen  breit,  so  findet  z.  B. 
eine  zu  grosso  Bedeckung  statt,  die 


Fig.  150. 


Indicatorcurve  zieht  sich  zu  zeitig  richtige  Stellung  znrWarzc  des 
herab  und  herauf  (Fig.  150).  Krummzapfens,  so  ist  die  Voreilung 

Hat  das  Excentrik  nicht  die  entweder  zu  gross  (Fig.  150),  oder  zu 


Fig.  1.51. 


klein  (Fig.  151).  Fig  150  gilt  auch-  weit  getrieben  wird.  Gegen  Ende  des 
wenn  der  Schieber  zu  klein,  Fig.  151.  Kolbenschnbs  ist  der  Gegendruck  grösser 
wenn  er  zu  gross  ist.  als  der  Dampfdruck,  es  hndot  in  K ein 

Fig.  152  gilt  für  eine  Maschine  ohne  Knoten  statt. 

Condensation , wenn  die  Expansion  zu  Fig,.  153  findet  statt,  wenn  das  Regn- 


Fig.  1.52. 
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lirungsvcntil  ini  Dampfrohrc  zu  stark  In  die  Formel  fQr  L sind  nun  die, 
geschlossen  ist,  Fig.  154,  wenn  der  Kol-  Wcrlho  p und  q zu  setzen,  wie  sic  sich 
ben  nicht  dnropfdicht  abschlicsst.  aus  der  Betrachtung  der  Hindernisse  er- 


Fig.  154. 


geben,  ausserdem : 

(/5+P)- 

Wird  statt  der  Datnpfmenge  Q eingefUhrt  die  Brennstoffmengo  K,  so  wird: 


Q = 


K> 


IO 


« 


also  die  Leistung: 


640- 1 1 66  640- 1,  66  (/?_+/;) 

24 


, _ 24ftto  ß-^9\L^ 

11(640-*,)  s ß+pj^‘ 


Hierin  ist  p nur  in  p^  enthalten. 

Bei  Hochdruckmaschincn  ohne  Expansion  und  vollständiger  Condensation 

war: 


q = 0, 

cs  kann  dann,  wenn  p sehr  gross  ist: 

L = 


s,  =$, 


24  «IO ^ 


11  (640- 1,) 


gesetzt  werden.  Dies  Vcrhaltniss  wird  aber,  w'cnn  p kleiner  ist,  sehr  herabge- 
zogen, noch  mehr  bei  unvollständiger  Condensation,  cs  kann  sogar  gleich  Holl 
w’erdcn. 

Schädlich  er  Baum  heisst  derjenige,  welcher  am  Ende  des  Kolbenwegcs  sich 
zwischen  Kolben  und  Schieber  oder  Ablassventil  befindet.  Er  muss  beim  BQck- 
wege  von  Neuem  mit  Dampf  gefällt  werden , ehe  dieser  vollständig  auf  den  Kol- 
ben wirkt , und  bringt  daher  Arbeitsverlust  zu  Wege.  Dieser  Kaum  besteht  aus 
zwei  Thcilcn  von  ungleicher  Weite,  der  eine  im  Cylinder,  der  andere  im  Dampf- 
wege, ihre  Inhalte  sind  bezüglich  Fa,  und  F^l^,  wo  a,  dicHöhe-des  kleinsten 
Zwischenraums  zwischen  Kolbcnflächc  und  C^’linderboden  oder  Deckel  anzeigt. 
Der  schädliche  Raum  hat  dann  den  Inhalt: 


wenn  man: 
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setzt.  Dieser  Raum  beträgt  selten  mehr  als  des  Kolbenweges.  AnAnglich 
bat  derselbe  Dampf  von  der  Spannung  q,  am  Schlüsse  des  Weges  von  der  Span- 
nung  p,  der  Dampfverlust  ist  also: 

Fo  ^1  — — ^ .annähernd  r Fu, 

also  die  während  des  Spiels  verbrauchte  Dampfmenge: 

K=F(a  + s), 

und: 


F$  = 


a 


V. 


Die  Leistung  aber,  wenn  Expansion  nicht  stattfindet: 

V $ 


oder  in  Fusspfunden : 


s+  a 


(p-9)  Q> 


Bei  den  Expansionsmaschinen  geht  aber  bei  jedem  Kolbcnwoge  das  Volumen 
es  Dampfes  f (*-|-o)  Uber  in  F(5,+ö),  cs  muss  also  in  den  entsprechenden 
ormeln  s und  s,  vertauscht  werden.  Boi  den  zwcicylindrigen  Maschinen  aber 
at^  man  zwei  schädliche  Räume,  a ira  kleinen,  im  grossen  Cylinder.  Es  wird 


Z.  ~ + 

Pi.  + + 

Hierdurch  verwandelt  sich  die  oben  gegebene  Formel  in  die  folgende: 

L = 144  Q{ß+p)  r — il-  ^-±1  + lg  ( 

in  Fusspfund. 

Für  eincylindrige  Maschinen  ist  eben  nur  F,  gleich  F zu  setzen,  und  <r.4-a 
mit  a zu  vertauschen.  Also; 


t = 144  y (,j+rt  +ig  ’ ‘ ” 

\s-f-  0 5+  a “ ' ~ 


)• 


1+  0 5+  a ß+p  ‘ s-j-«r 

Geht  man,  wie  früher  allgemein  geschah,  von  dem  Mariotte’schen  Gesetze  aus, 
so  ist  nur  /?  = 0 zu  setzen. 

Ein  neuer  'Verlust  entsteht  aber  aus  der  Kolbenroibung,  der  wie  bei  der 
Wassersäulenmascbine  (vergl.  den  betreffenden  Artikel)  zu  berechnen  ist. 

Sei  b die  Lidernngsbreite,  d der  Kolbendurchmesser  , p die  Spannung,  dann 
ist  die  Kraft,  welche  die  Liderung  an  die  Cylimlcrwand  andrückt,  ndbp,  woraus 
die  Reibung  entsteht: 

R=.tf  ndbp. 

Es  ist  aber  die  Dampfkraft : 


also  : 


P-^P 
4 ’ 


Es  muss  also  der  Dampfdruck  auf  den  Kolben  im  Verhältnisse  1 
dert  werden.  Bei  Metalilidemngen  setzt  Tredgold: 

. »/» a 0,08, 

und  bei  Hanfliderungen: 

y=0,15. 


4(fb 


vermin- 
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UebrigCDB  ist  auch  der  Gegendruck  in  Abzug  zu  bringen,  eo  dass  die  Leistung 

4/  b 

während  des  Spieles  um  — ^ herabgezogen  wird. 

d 

Ks  kommt  also  für  cincylindrige  Maschinen  nach  der  Pambour’schen  Theorie: 


1=1440  

Die  Reibung  der  Kolbenstange  in  der  Stopfbüchse 
bens  zu  berechnen. 

Ist  b^  die  Breite  der  Liderung  der  Büchse,  d^ 
BO  kommt  also  wie  oben : 


4 / Ä 


)■ 


ß+Pi 

ist  ebenso  wie  die  des  Kol> 


der  Durchmesser  der  Stange, 


A,  = /l 

also  die  Kolbcnrcibung  wird  im  Verhältniss 


db 


d.b 


db 


vermehrt 


Der  Querschnitt  der  Kolbenstange  vermindert  die  Drurkflichc , und  macht, 
dass  beim  Niedergange  (wo  von  der  anderen  Seite  der  Druck  erfolgt)  etwas  we- 
niger Kraft  nöthig  ist.  ln  der  Berechnung  der  Leistung  nimmt  man  deshalb  für 
F den  Mittclwcrth: 


Ks  kommen  nun  noch  verschiedene  Hindernisse,  z.  B.  die  durch  die  Steuerung 
verursachten  , hinzu,  welche  oft  nur  eine  Abschätzung  zulasscn.  Man  kann  aber 
auch  dieselben  im  Verein  mit  der  Kolbcnrcibung  als  einen  Druck  Fq^  betrach- 
ten, der  zu  dem  Gegendruck  Fq  hinzukommt,  dann  ist  eben  nur  in  der  Ilaupt- 
formcl  f/  mit  + 7 zit  vertauschen,  also  für  cincylindrige  Maschinen  ist  dann: 


i=i44ew+/,)(-i-+ig'-!^ 


S-fff 


q^  ist  dann  für  den  Quadratzoll  berechnet,  also  der  von  der  Kolbenreibung  her- 

4'/  b 

rührende  Thcil  davon  gleich  — ip  — q)- 


Es  stellt  sich  nun  die  Frage:  Welche  Expansion  gibt  die  grösste  Leistung? 

Offenbar  ist  dies  dann  der  Fall,  wenn  während  keines  Theils  der  Bew’egnng 
der  Gegendruck  grösser  als  die  Spannung  ist.  also  die  Maschine  Arbeit  rückgän- 
gig macht.  Es  muss  also  im  Falle  der  grössten  Leistung  die  Dampfspannung 
am  Ende  des  Kolbenlaufes  p^  gerade  gleich  dem  Gegendrücke  q q i sein.  Nun 
war  aber; 


Setzt  man  also: 


_ ß-¥Pi 
+ ö ß-\~P 


p,=7+7,, 

so  kommt: 

<•4-0  _ ß+q-\-qi 

s,-|-<r“  ß+p 

Bezeichnet  man  die  den  Spannungen  p und  q-\-qi,  entsprechenden  spedfischen 

Dampfvolumina  und  — bezüglich  mit  u und  u^  und  verniu^hlässigt 

ß-j-p  ß+q+9i 

o,  so  ist  also : / 


„Im  Falle  der  Maximalleistung  verhält  sich  der  Kolbcnweg  vor  der  Expan- 
sion zum  ganzen  Kolbcnwcge,  wie  das  dem  cintretenden  Dampfe  entsprechende 
specifischc  Volumen  zu  dem,  welches  dem  Gegendrücke  (y+ji)  entspricht.“ 
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In  der  Praxis  wird  aber  gcwöhnlicb 
die  wirkliche  Leistung  durch  Multipli* 
ration  der'  theoretischen  mit  einem  durch 
Versuche  zu  ermittelnden  Erfahrungs- 
coefficienten  9 (auch  Wirkungsgrad  ge- 
nannt) bestimmt. 

Setzt  man  bei  Maschinen  ohne  Expan- 
sion demnach : 


Fambour  führt  die  Hindernisse  in  et- 
was anderer  Weise  in  die  Rechnung  ein. 
Dersclhc  setzt  nämlich  die  auf  die  Kol- 
bcnflächo  reducirtc  Last  F der  Maschine 
zusammen  aus  einer  Nutzlast  einem 
constanlen  Theilc  R.  der  Hindernisse,  und 
aus  einem  de.'  Nutzlast  proportionellcn 
dP,,  cs  ist  somit: 


L = 144Qtj{p„- 

-7,)  Fusspfund, 

wo  Q wieder  das  in  der  Scenndo  ver- 
brauchte Dampfquantum,  p^  die  Span- 
nung im  Kessel,  q„  die  im  Condensator 
ist,  so  findet  Morin  (Leqont  de  mecanique 
pratique) : 

A)FQr  Nicdcrd 

ruckmaschinen. 

Pferdekräfto 

7 (Wirkungsgrad) 

4-8 

0,50  - 0,42  ■ 

10-20 

0,56-0.47 

30-50 

0.60-0,54 

60-100 

0,60-0,54 

B)  Für  Hochdruck  maschinen  : 

Pfcrdekrftfte 

7 (Wirkungsgrad) 

1-10 

0^50-0.40 

. 10-20 

0,55-0,44 

20-30 

0,60-0,48 

30-40 

0,65-0,52 

40-60 

0,70-0,56 

Setzt  man  ferner 
schinen: 

für  Expansionsma- 

L=lUQp,t}{ 

X+lgC»  _ ».). 
Pi  Pi-' 

wo : 

Pi  = 

»i 

zu  setzen  ist,  so  kommt : 

Pferdekräfte 

7 (Wirkungsgi'ad) 

00 

1 

0,33-0,30 

10-20 

0,42-0,35 

20-30 

0,47-0,38 

30-40 

0,49-0,39 

40-50 

0,57-0,46 

50-60 

0.62-0,50 

60-70 

0.66-0,53 

70-100 

0,76-0,61 

Die  zuerst  geschriebene  Zahl  geht  auf 
gut  unterhaltene  Maschinen,  die  letztere 
auf  solche,  die  eben  ausreiehend  unter- 
halten werden. 


P=/l-|-P,(l+d), 

P 

• l + tT 


Bezieht  man  diese  Kräfte  auf  den  Qua- 
drntzoll,  so  ist,  wenn  F die  Kolbenflächo 
bedentet : 


P=P/,,  = n=^Fr, 

und : 

= -f  r. 


Pi  = 


P-  r 
l + J' 


Der  constante  Druckverlust  r aber  be- 
steht aus  dem  Gegendrücke  q,  und  dem 
durch  die  Hindernisse,  Kulbciircibung 
u.  s.  w.  entstehenden  Verlust  g,.  Para- 
bour  nimmt  für  diesen: 


25 

= 7 

Pfund  prcussisch  auf  den  QuadratzoUi 
wo  d der  Durchmesser  ira  Kolben  ist. 
Ferner  setzt  er: 


also: 


cf  = 0,14, 

;»=1.14/;i-l-g-i-7,, 

f>,  =0,878(/>-g-g,). 


Die  Nutzlast  ist  dann : 

P,  = F p ^=0S^8  F(j)  - 7 - 7,)  Pfund, 

die  Nutzleistung,  wenn  keine  Expansion 
statthodet: 


1440, 

= 126,4Q(;/— 7— 7,) 

in  Fusspfunden.  Bei  Expansionsmaschi- 
nen aber,  wo  p veränderlich  ist : 


7^  (/J+7+7i)T 

t-r  0 -* 


Ist  itf  die  Speisewassermenge , so  kann 
man  noch  setzen: 
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man  hat  dann : 


[(rh+'«  <"]■ 


und  da: 


also : 


9=^ '=ä'- 


« = ^F., 


SO  bat  man  auch: 

'■• = I2«.4(r^+'e  ttt)  '"']• 

Fuhrt  man  noch  den  Brennmaterial-Aufwand  K ein,  so  ist: 

tcK 

^“66(640- /iV 

Die  Leistung  fUlt  also  desto  grösser  aus,  je  kleiner  Q,  oder  da: 

ß+P--Q' 

je  grösser  die  Spannung  im  Cylinder,  also  je  grösser  die  im  Kessel  und  je  klei* 
ner  der  Verlust  in  der  Zuleitung  ist. 

p,  muss  wie  oben  berechnet  werden;  hat  man  dies  gethan,  so  ist  die  des 
entsprechenden  Dampfvolumen  unter  der  Spannung  p„  im  Kessel  gemessen : 

E)  Dimensionen  einer  Maschine  von  gegebener  Leistung. 

Wie  so  eben  ans  den  Dimensionen  der  Dampfmaschine  die  Leistung  berech- 
net worden  ist,  muss  jetst  die  umgekehrte  Aufgabe  gelöst  werden. 

Es  wird  hier  von  der  Morin’scben  Formel: 


ausgegangen,  das  Dampfquantum  Q ergibt  sich  hieraus  : 

Q=  ^ 


144,;,.(l+lg^'-£iy 


Hier  müssen  ausser  der  Leistung  noch  der  Wirkungsgrad  17,  ferner  die  Spannun- 
gen Pq,  9,,  endlich  das  Expansionsverhältniss : 

Fs 

gegeben  sein.  Was  den  Wirkungsgraad  tj  anbetrifft,  so  bat  man  aus  der  oben 
gegebenen  Versuchsreihe  das  Oesetz  abstrahirt: 

Vi.’ 

WO  die  theoretische  Leistung,  p und  y Coefücienten  sind.  Wir  hatten  hei 
Niederdruckmaschinen: 


für  L„=4 


0,40, 


und  für  L^rlOO  17  = 0,50, 


woraus  dann  folgt: 
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/u  = 0,8,  v=l,5, 

and  es  ist  für: 


I,=  1 4 9 16 

25  36  49  64 

81 

100 

144 

225 

:j=0,32  0,40  0,44  0,46 
Bei  Woolfschen  Maschinen 

also : 

0,47  0,48  0,49  0,495  0,497  0,50 

mit  zwei  Cylindern  dagegen  ergibt  sich: 
.u  =0,255,  «7  = 0,351, 

0,51 

0,51 

Lo=  1 4 9 16 

25  36  49  64 

81 

100 

144 

225 

i;  = 0,19  0,30  0,37  0,42  0,46  0,49  0,52  0,54 

Bei  Hochdruckmaschinen  mit  Condensation : 

/i  = 0,506,  y = 0,988, 

0,55 

0,565 

0,585 

0,61 

Lo=  1 4 9 16 

25  36  49  64 

81 

100 

144 

225 

17  = 0.25  0,34  0,38  0,41  0,43  0,44  0,45  0,45 
Bei  Hochdruckmaschinen  ohne  Condensation  endlich: 

^=0,433.  »'  = 0,738. 

0,46 

0,465 

0,47 

0,48 

L,=  1 4 9 16 

25  36  49  64 

81 

100 

144 

225 

«7  = 025  0,35  0,39  0,43 

0.46  0,48  0,49  0,50 

0,51 

0,515 

0,525 

0,535 

La  ist  in  Pferdekräften  gegeben. 

Ist  das  Dampfqnantnm  Q bekannt  oder  nach  der  eben  gegebenen  Formel 
berechnet  worden , so.  muss  die  mitterc  Kolbengeschwindigkeit  v und  die  GrOsse 
der  Kolbenääche  F gefunden  werden.  . Die  GeschwindfgWeit  ist  gewöhnlich  nur 
massig,  und  es  soll  nach  Watt  v ungefähr  Fass  (3  Fuss  bei  kleinen,  4 bei 
grossen  Maschinen)  betragen.  Die  genaueren  practisch  ermittelten  Verhältnisse 
gibt  Watt  folgenderweise,  wo  o in  Zollen  gegeben  ist: 

L = 4 - 8 8-15  15  - 25  25  - 40  40-  60  60-100 

e=  34  37  40  43  46  50 


Aus  diesen  Zahlen  abstrahirt  man  wieder  die  Formel: 


und  da : 


r 


für  1=4,  t=34, 

für  L = 100,  e = 50 

ist,  so  hndet  man  für  Nicderdruckmaschinen : 

/4  = 42,5,  »'=0,75, 


für  Lz=co  erhalt  man  den  grössten  Werth; 

0 = 57  Zoll, 

die  Scala  aber  wird  dann: 

1 4 9 16  25  36  49  64  81  100  144  225 

®=  24  34  39  42,5  45  46  47  48  49  50  51  52 

Für  Mittel-  und  Hochdruckmaschinen  werden  oft  grössere  als  die  eben  gegebenen 
Gesdiwindigkeiten  benutzt.  Versuche  geben : 

fi  = 56,  y=0,9, 


und  den  Maximalwerth: 
also : 


r = 62. 


1=  1 4 9 16  25 

t>  = 30  40  46  49  51 


36  49  64  81  100 

53  54  55  55,6  56 


144  225 

57  58 
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V enthält  immer  Zolle.  — Diese  letzte  Tafel  gibt  jedoch  nnr  die  grössten  noch 
zu  benutzenden  Geschwindigkeiten  an.  Gewöhnlich  sind  die  Zwischenwerthe  der 
vorletzten  und  letzten  Tafel  zu  nehmen. 

Wenn  man; 

( = — oder  genauer  =-5 

S S + G 

kennt,  so  hat  man  die  Kolbcnfläche: 

« 

in  Quadratzollcn,  und  die  Cylinderweite: 

d=  l/^’=  13,54  = 1,128  VF. 

Die  Anzahl  der  Kolbenspicle  beträgt  in  der  Minute  zwischen  16  und 
38,  und  man  soll  nach  Morin  setzen: 

Pferdekräftc : 


4-8 

8-15 

15-25 

25—40 

40-60 

60-100 

I 

28 

25 

22 

20 

18 

16 

II 

30 

27 

25 

23 

21 

19 

III 

38 

34 

30 

28 

26 

25 

IV 

30 

25 

22 

19 

17 

16 

V 

38 

34 

30 

28 

26 

24 

Die  Zahlen  bei  I bis  V geben  die  Anzahl  der  Kolbenspiele  in  der  Minute,  and 
zwar  gelten  die  Zahlen  I für  Watt’sche  Niederdruckmaschinen,  II  für  WpoiPsche, 
III,  IV,  V fOr  eincylindrige  Hochdmckraaschinen , III  für  Condensation  ohne  Ba* 
lancier,  IV  für  Condensation  mit  Balancier  oder  oscillirendem  Cylinder,  V bei 
mangelnder  Condensation. 

Aus  der  Anzahl  der  Kolbenspicle  n in  der  Minute  folgt  dann: 


also  der  ganze  Hub  und  der  Hub  bei  der  Absperrung.  Das  Verhältniss  des  Kol- 
benhubs zum  Durchmesser,  also  liegt  gewöhnlich  in  den  Grenzen  2 und  2|. 


Legt  man  dasselbe  zu  Grunde,  so  kann  man  s, 
kann  zu  dem  Ende  setzen: 


und  n = 


300 


bestimmen. 


Man 


li  - y 

d ~ 

Erfahrungen  geben  för  die  Niederdrnckmasebinen: 


y =3,058,  y= 0,01106. 

Fär  Woolfsche  Maschinen  gelten  dieselben  Zahlen,  wenn  d und  »,  sich  auf  den 
grossen  Cylinder  beziehen.  För  Hochdmckmaschinen  mit  Condensation  ist,  wenn, 
kein  Balancier  vorhanden  ist: 


y = 3,182,  y = 0,02273, 
und  wenn  dasselbe  vorhanden  ist: 


y =3,618,  y = 0,00945, 

bei  Hochdmckmaschinen  ohne  Condensation  und  ohne  Balancier: 


y = 2.917,  y = 0,02091, 

und  falls  ein  Balancier  vorhanden  ist: 


y = 3,3285,  0,00869. 


Wärme. 


335 


Wärme. 


Haben  also  die  Zahlen  I — IV  dieselbe  Bedeutung  wie  in  der  obigen  Tafel,  und 
gehen  V und  VI  auf  Hochdruckmaschinen  ohne  Condensation , V bei  fehlendem, 
VI  bei  Yorbandenem  Balancier,  so  hat  man  folgende  Tafel,  bei  welcher  d in 

$ 

Zollen  gegeben  ist,  und  die  Reiben  I-VI  die  Grösse  geben. 


d 

= 6 

12 

18 

24 

30 

36 

42 

48 

54 

60 

I 

2.87 

2,70 

2,56 

2,42 

2,30 

2,19 

2,09 

2,ti0 

191 

1,84 

II 

2,87 

2,70 

2,56 

2,42 

2,30 

2,19 

2,09 

2,00 

1,91 

1,84 

III 

2,80 

2.50 

225 

2,06 

1,89 

1.75 

1,63 

1,52 

1,43 

1,35 

IV 

3,42 

3,25 

3,09 

2,95 

2,82 

2,70 

2,59 

2,49 

2,40 

2,31 

V 

2,60 

2.34 

2,13 

1,95 

1,80 

1,67 

1,56 

1,46 

1,37 

1,30 

VI 

3,16 

3,01 

2,88 

• 2,76 

‘2,64 

2,54 

2,44 

2,35 

2,27 

2,19 

Bei  mangelnder  Expansion  ist 

s = s,  zu  Selzen.  Bei  WoolPscben  Maschinen 

ist  $ der  Kolbenhub  im  kleineren  Cylinder,  gewöhnlich  hat  man  s = |s,^,  jeden- 
falls aber  ist  das  Verhältniss  y = — als  gegeben  zu  betrachten,  also  nur  das  Ver- 

*1 

F 

hältniss  -p-  zu  bestimmen.  Die  Geschwindigkeit  ira  grossen  Cylinder  e ist  be- 

' 144  G 

reits  bestimmt  worden,  nämlich  ®=  und  die  Formel  F=t gibt 

1 + y f 

den  Flächeninhalt  des  Kolbens  im  kleinen  Cylinder.  Man  hat  ferner: 


also: 


Fs  ’ 

-if 


und  für  den  Durchmesser  der  grösseren  Kolbenfläcben : 

i7f 


= 1,128 


tT- 


Zuweilen  bndet  aber  auch  schon  eine  gewisse  Expansion  im  kleinen  Cylinder 
statt;  möge  der  Dampf  dann  am  Ende  des  Kolbenweges  So  abgesperrt  werden, 
dann  ist  das  Expansiousverbältniss : 


■ « = 


sei  dann  dasjenige  im  kleinen  Cylinder,  also; 

s 


■ — ( 


so. kommt: 


also: 


« = s-  — 


F,  ’ 

p_144gs,  Qaadratzoll, 

V 

[=  1,128  VF  = 13,54 


• Fs 


sF 

•o*' 


144  (?• 


vy 


<f,  = |/i^  = 1,128  VF,  = 13,54 


Zoll, 
Qnadratzoll, 
® Zoll. 


y yv 


Wenn  die  passende  Anzahl  der  Spiele  n vermöge  der  oben  gegebenen  Tabelle 
gefunden  ist,  so  hat  man  endlich: 
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30r  30  »'V 

*,  = — , « = »**,  = , 

n ' n 

f,  und  s können  aber  anch  niittels  der  Formeln: 


'I  _ 


7' 


s = ys, 


df  1-f-^  d 

unmittelbar  bestimmt  werden. 

Bei  Condensationsmaschinen  ist  aber  noch  anf  den  Condensator  nnd  die  Pum* 
pen  Rficksiebt  zu  nehmen.  Sei  die  Injectionswassermenge.  Da  Q Knbikfuss 
Dampf  in  der  Seennde  zu  condensiren  sind,  so  hat  man : 

Ist  die  Temperatur  des  Injectionswassers , t,  die  im  Innern  des  Conden- 
sator, so  ist  die  Wärmemenge: 


66  W,  (tj  — tg), 

welche  Jlf,  beim  Condensiren  anfnimmt,  gleich  derjenigen: 

66itf(640-/,) 

zn  setzen,  welche  der  Dampf  beim  Niederschlagen  in  Wasser  von  t,  Grad  ver- 
liert. Es  ist  also: 


GiO-t, 


M- 


640-/, 


Knbikfuss. 


Es  ist  hier  das  Watt’scho  Gesetz  zu  Grunde  gelegt.  Nach  Regnault  ist  (vercl 
den  Artikel:  Wärme,  Seite  190): 


(/,-/„)  J/,  = (606,5-1-0,305 / -/,)  i»f, 

also : 


„ 606,5-1-0.305/-/,  „ 

^1  22  "■  ■ Mt 


Beide  Formeln  geben  für  die  gewöhn- 
lichen Verhältnisse  nnr  geringe  Unter- 
schiede. 

Aus  der  Injectionswassermenge  sind 
jetzt  die  Dimensionen  der  Kaliwasser- 
pumpe  zu  finden.  Setzt  man: 

T^^  = 28, 

und  bei  Niederdruckmaschinen : 

/i  = 1470, 

dagegen  bei  Mitteldmckmaschinen: 
pb4  Atmosphären,  /i=479, 
so  ergibt  sich  bei  Niederdruck: 

».  = §^= 0,0195  Q,  . 

und  bei  Mitteldruck : 


I ^0 

2V~  Q - ftU' 

und  somit : 

r,  _ 2(640-/,) 
y ~ iu (/,-/„)’ 

das  gibt: 

y I = 0,039  V für  Niederdruck, 

U,  =0,117  V für  Mitteldrnck. 

Für  Watt’schc  Maschinen  ohne  Conden- 
sation  ist  $ der  ganze  Kolbenhub,  nnd  : 

V^  =0,039  y~^  (ungefähr). 

Da  aber  stets  etwas  Wasser  znrückgeht, 
sind  wenigstens  10  Frocent  zuzasetzen. 
Watt  setzt: 


^.  = ^ = 0,0585  0. 


V 

24’ 


Die  Kaltwasserpumpe  ist  einfach  wir-  tind  Andere  sogar: 
kend,  also  das  Product  V^  aus  Kolben-  y 

fläche  und  Kolbeuweg  (Fassungsraum)  F,  = 

gleich  dem  in  jedem  Spiele  gehobenen 

Wasserquantum,  2 V — 2FS  ist  das  im  Bei  Woolf’schen  Maschinen  von  4 At« 
Spiele  verbrauchte  Dampfquantum,  also:  mosphären  ist: 
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F,=  0,117  K, 

oder: 

F,=0,13  r, 

je  nachdem  man  den  Wasscrverlnst  be- 
rechnet oder  nicht.  Gewöhnlich  wird  V^ 
hier  gleich  | bis  ^ des  kleinen  Cylin- 
derraums  V genommen,  üebrigens  be- 
*ieht  sich  bei  cincylindrigen  Maschinen 
V natürliah  nur  auf  den  Kaum  vor  der 
Absperrung. 

Der  Fassungsraum  K,  der  Speise- 
pumpe ergibt  sich  sogleich; 


wenn  man  : 


setzt.  Bei  Niederdnickmaschinen  also: 

r - 

r * " 735’ 

und'  bei  Mittcldmck ; 

V — — 

*~240’ 

wenn  man  die  obigen  Werthe  für 
setzt.  Um  aber,  wenn  es  nöthig  ist, 
schnell  speisen  zu  können , wird  dieser 
Raum  drei-  bis  sechsmal  so  gross  ge- 
nommen. 


also  bei  Niederdruck: 

— F, 

und  bei  Mitteldruck : 

H5  •'=  y-  ■ 

Dieser  Fassungsraum  ist  jedoch  nach 
Watt  zu  verdoppeln.  Dem  Condensator 
endlich  wird  der  Fassungsraum: 

F.  = |Fbis  *F 

gegeben.  Die  übrigen  Dimensionen  sind 
nach  dem  Dampfquantum  V zu  bcur- 
theilen. 

Damit  der  Querschnitt  der  Dampf- 
leitung ^5  der  Kolbenflächc  betrage,  ist 
seine  Weite  gleich  ^ rf  zu  nehmen.  Bei 
Hochdruck  und  geringer  Expansion  und 
bei  dem  Anstragerohr  im  Allgemeinen 
setzt  man  die  Weite  sogar  \d.  Die 
Dimensionen  der  Kessclanlage  sind  in 
Abschnitt  2)  bestimmt.  Der  Dampfkessel 
enthält  16  bis  20  mal  so  viel  Raum,  als 
die  in  der  Stunde  verdampfte  Wasser- 
menge 3600  W,  er  beträgt  also  54000  W 
bis  72000  IK,  wovon  J auf  den  Dampf- 
raum  kommen.  Die  Brwarmungsfiächo 
soll  1 Quadratfnss  auf  stündlich  4 Fass 
Dampf  betragen.  Ihr  Inhalt  ergibt  sich 
hiernach  : 

V • 3600 11=32400  VF  Quadratfuss. 


Durch  die  Luft-  und  Wasserpumpe 
muss  in  der  Secundc  die  Wassermenge 
also  ungefähr  28  M fortgcschafft 
werden.  Das  Injcctionswasser  enthält 
ausserdem  an  Luft  seines  Volumens. 
Diese  geht  im  Condensator  von  1 At- 
mosphäre zu  0,1  über,  ebenso  von  12® 
Temperatur  zu  35®  , sein  Raum  ist  also 
der  Thcil; 

U [1-f-0, 00^7  (35  - 12)]  = 0,775 

vom  Raume  des  Wassers.  Es  findet 
sich  ausserdem  ein  fast  gleiches  Volu- 
men Dampf,  und  man  muss  also  neh- 
men als  fortznschäfifende  Wasser-,  Luft- 
und  Dampfmenge : 

Af-Kl+2  • 0,775)  M^  = 

■ =72 

wenn  man  M^=2SM  setzt. 

Ist  jetzt  Fj  der  Fassungsraum  der 
Luftpumpe,  so  ist  wieder; 

^ - z? 

2F  ~ u ’ 

oder : 

K - 144F 


Wickstced  rechnet  auf  1 Quadratfuss 
Erwärmungsfläche  die  Verdampfung  von 

0,09  Kubikfuss  = 5.94  Pfund 

Wasser  in  der  Stunde  bei  Cornvairschen 
Koffcrkesseln,  dagegen : 

0,0143  Kubikfuss  = 0,94  Pfund 

bei  Cornvairschen  Cylinderkesseln.  Bei 
Dampfschiff-  und  Locomotiv-Kcsseln  ist 
diese  Dampfmenge  2 bis  3 mal  so  gross. 
Der  Brennmaterial -Aufw’and  hängt  na- 
türlich auch  von  der  Beschaffenheit  des- 
selben ab.  Nach  Wicksteed  erfordern 

W Pfund  Dampf  ^ bis  ^ Pfund  gu- 

o 7 

ter  Steinkohle. 

Bei  Watt'schen  Maschinen  ohne  Ex- 
pansion werden  stündlich  auf  die  Pferde- 
kraft 10  bis  13  Pfund  guter  Kohle,  bei 
Ilochdruckmaschinen  ohne  Condensation 
8 bis  11,  bei  solchen  mit  Condensation 
5 bis  7,  bei  solchen  ohne  Expansion 
und  ohne  Condensation  17  bis  20  Pfund 
gerechnet. 

Locomotiven  sind  hier  nicht  abgehan- 
delt,  und  ist  in  Bezug  auf  dieselben  auf 
den  betreffenden  Artikel  zu  verweisen 

22 
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4)  Calorische  Maschinen  nnd 
Dampfmaschinen  mit  überhitz- 
ten Dämpfen. 

In  dem  Artikel:  Wärme,  Abschnitt  9 
ist  bereift  mit  wenigen  Worten  auf  die 
Theorie  der  Calorischen  Maschinen  ein- 
gegangen ; es  soll  hier  noch  Einiges  über 
die  Einrichtung  derselben  hinzugefögt 
werden. 

Die  Calorische  Maschine  besteht  aus 
einem  Reservoir  fi,  worin  die  Luft  er- 
wärmt wird,  und  zwei  Cylindem,  einem 
kleineren  A und  einem  grösseren  C 
(Fig.  155),  beide  durch  Röhren  mit  dem 
Reservoir  verbunden.  Kolben  K im 
kleineren  Cylinder  saugt  beim  Aufgange 
äussere  Luft  durch  das  Ventil  a ein, 
und  gibt  sie  beim  Niedergang  durch  das 
Ventil  6 ins  Reservoir  Ä ab,  wo  sie  er- 
wärmt wird,  dann  tritt  dieselbe  in  den 
grösseren  Cylinder,  wo  sie  den  Kolben 
L bewegt.  Die  Steuerung  5 bewirkt 
abwechselnd  den  Zutritt  der  Luft  von 
B und  C,  nnd  den  Austritt  von  C in 
die  Atmosphäre  nach  vollendeter  Arbeit. 
Sei  p die  Spannung  der  äusseren  Luft, 
die  im  Reservoir  B,  i der  Hub  des 
Kolbens  L vor  der  Expansion , s , der 
ganze  Kolbenhub,  so  ist: 

1_-JL 

»I  Pi 

nach  dem  Mariotte’schen  Gesetze,  wenn 
die  Temperatur  constant  bleibt,  also 
Wärme  hinzutritt;  ist  K=Fsj  der  Fas- 
snngsraum  der  Druckpumpe  A,  also  auch 
das  in  jedem  Kolbenspiel  in  den  Reser- 
voir eingeführtc  Luftquantum,  so  ist  der 


Raum  des  Arbeitscylinders  C,  also  auch 
das  im  Kolbenspicle  verbrauchte  Lnft- 
qnantum,  unter  Temperatur  T|  nnd  dem 
äusseren  Drucke  p gemessen: 

wo  T die  Temperatur  der  äusseren  Luft, 
if  der  Ausdchnungscoefficicnt  ist.  Vor 
der  Expansion  ist  der  Raum  dieser  Luft- 
menge : 

‘ P\  Pl 

also  für: 

_ P_ 

ergibt  sich: 

F =r  F • 

also  der  vor  der  Expansion  eingenom- 
mene Raum  der  Luft  in  C ist  dann  gleich 
dem  Raume  von  A.  In  diesem  Falle 
ist  die  Temperatur  der  erhitzten  Loft: 


T,-T+^ 

Soll  also  z.  B.  — = 2 sein,  so  ist  schon 
P 

zu  nehmen.  Diese  hohe  Temperatur 
stellt  sich  als  Haupthinderniss  der  all- 
gemeinen Anwendung  Calorischer  Ma- 
schinen entgegen,  die  trotz  ihrer  theo- 
retischen Vorzüge  vorder  Dampfmaschine 


Fig.  15.5. 
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(es  bedarf  antcr  andcrmbci  dcnDnnipfma- 
schinen  eines  Wftrmcaufwandcs um  Wasser 
inDampf  zu  verwandeln),  einer  viel  grössern 
Abnutzung  und  verhältnissmässigen  ande* 
reDNacbtheilen,au8  diesemGrunde  erliegen. 

Die  Warme,  welclic  hiernach  mit  der 
Luft  ans  dem  Cylinder  C ins  Freie  ab- 
Btrömt,  kann  aber  auch  weiter  benutzt 
wei'dcn.  Zu  dem  Ende  lüsst  man  sie 
durch  einen  Kegenerator  F (Fig.  155) 
strömen,  d.  h.  durch  eine  Kcihe  von 
Drahtnetzen , welche  einen  Thcil  der 
Wärme  obsorbiren,  und  zur  Erhitzung 
der  neu  eingefuhrten  Luft  verwenden. 

Eine  solche  calorische  Maschine  ist 
die  von  Erieson  (Fig.  150).  Kolhcn  K 
und  L,  die  in  den  Cy lindern  A und  C 
arbeiten,  sind  durch  Stange  G fest  mit 
einander  verbunden.  Der  Hccrd  F be- 
findet sich  unmittelbar  unter  dem  Treib- 
cylindcr  C,  so  dass  ein  besonderes  Re- 
servoir hier  nicht  nOthig  ist.  It  ist  da- 
gegen ein  Luftreservoir , R der  Regene- 
rator, S und  T Steuerungen,  wodurch 
der  Zu-  und  Austritt  der  Luft , sowie 
der  Uebergang  derselben  nach  A und 
B und  von  B nach  R regulirt  wird. 
Wenn  sich  die  Kolben  heben,  so  wird 
die  vorher  von  M cingesangte  Luft  von 
A nach  B durch  R unterhalb  L gedrückt, 
nach  Zurücklcgung  eines  gewissen  Kol- 
benweges  dreht  sich  der  Stcuerhahn  F, 
so  dass  die  Communication  der  Luft  un- 
terhalb T mit  der  in  B aufgehoben  ist. 
Es  findet  also  jetzt  Expansion  statt. 
Beim  höchsten  Kolhenstandc  werden  die 
Hähne  <S  und  T gedreht,  so  ddss  sie  bei 
M und  R bei  N mit  der  üusscren  Luft 
communiciren.  Die  Kolbenverbind ung 
geht  dann  durch  ihr  Gewicht  abwärts 


Hierbei  tritt  durch  M frische  Luft  ein, 
und  bei  N die  verbrauchte  aus  Wobei 
aber  ein  Thcil  ihrer  Wärme  an  den 
Regenerator  abgegeben  wird.  Ist  die  Kol- 
benverbindung  unten  angclangt,  so  erfolgt 
abermalige  Umsteuerung,  und  das  Spiel 
beginnt  von  Neuem. 

Dem  Gebrauche  des  Regenerator  ha- 
ben sich  übrigens  erhebliche  Missständo 
gegenüber  gestellt,  hauptsächlich  der 
grosse  Aufwand  von  Arbeit,  welche  beim 
Pressen  der  Luft  durch  die  Drahtnetze 
verloren  geht. 

Man  hat  versucht,  auch  bei  Dampf- 
maschinen das  Prinzip  der  Caloriscben 
Maschine  anzuwenden,  indem  man  die 
Dämpfe  nicht  im  Maximum  der  Spann- 
kraft, sondern  im  überhitzten  Zustande 
verwendet. 

Die  Dämpfe  werden  bei  solchen  Ma- 
schinen vom  Kessel,  ehe  sie  in  den  Cy- 
linder  treten,  in  ein  Gefäss,  den  Ueber- 
hitzer,  geleitet,  wo  ihnen  neue  Wärme  lu- 
geführt  wird. 

Sei  A (Fig.  157)  das  Ende  des  Dampf- 
kessels, C der  Ueberhitzer,  B das  Rohr, 
welches  von  dem  Kessel  zum  letzteren, 
D das  vom  Ueberhitzer  zum  Cylinder 
führende  Rohr.  Die  bei  £ ans  den  Zü- 
gen abzicbende  Heizluft  erwärmt  den 
Ueberhitzer,  sie  umspielt  ihn  nämlich 
ganz,  che  sie  bei  F in  den  Schornstein 
tritt.  Ventil  V in  der  Röhre  B regulirt 
die  Dampfspannung  in  C so,  dass  sie 
nicht  bedeutend  unter  der  im  Kessel 
sinkt,  so  dass  der  Ueberhitzer  eben 
nur  hauptsächlich  eine  Ausdehnung  des 
Dampfes  bewirkt. 

Sei  p die  Spannung,  V die  während 
des  Kolbenhubes  verbrauchte  Dampf- 
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menge,  t Uns  Expunsitmsverliältniss , so 
bt  die  nach  dem  Muriütte’schen  Gesetze 
vollführte  Arbeit  während  des  Kolben- 
schubs : 

L=  Fp(l-f  Igt). 

aber  wenn  das  Volumen  V durch  den 
Ueberhitzer  zur  Grösse  V^  vermehrt 
wird ; 

L^=zV^p  (l-l-lg*)t 

wenn  man  nach  dem  Obigen  p als  fast 
constant  annimmt;  das  Verhältniss  bei- 
der Leistungen  ist  also; 

L,  _ r, 

L ~ V ~ l + tTr  ‘ 

Zur  Erzeugung  der  Dampfmenge  Vy 
wurde  ungefähr  verbraueht  die  Wärme- 
menge : 

W = 630Fjs 

und  zur  Umänderung  in  überhitzten 
Dampf  die  Wärmemenge: 

W,  =0,847  (r^-r)  Vy, 

wenn  0,847  die  spceifischc  Wärme  des 
Wasserdompfes  ist;  also  das  Verhältniss 
der  Wärmemengen  bei  Anwendung  und 
ohne  Anwendung  der  Ueberhiuung  : 

= 0,001844  (r.-,), 

also  das  Verhältniss  der  Wirkungsgrade 
beider  Vorrichtungen  : 

,,  - MIV+H-.) 

_ 1 + 0.00367  r,  ^ 

[l+0001344(r,-r)](l }- 0,003677)' 
Für  r = 120",  r j s=  130"  ergibt  sich  z.  B. : 


^ = 1 12, 

'J 

also  ein  Gewinn  von  12  Procent. 

Um  zu  grosse  Ililzc  zu  vermeiden, 
wird  auch  zuweilen  ein  Gemiseh  von 
1 Theil  gesättigten  und  3 Thcilen  über- 
hitzten l)äm|>fcn  verwendet.  Zu  diesem 
Zwecke  wendet  die  Wethead’schc  Fabrik 
in  Baltimore  noch  ein  zweites  schlangcn- 
förmiges  Rohr  an , welches  durch  den 
Feuerraum  geht,  wo  der  darin  enthaltene 
Dampf  dann  ühcrhilzl  wird. 

Auch  das  Prinzip  des  Regenerator  ist 
bei  Dampfmaschinen  versucht  werden, 
jedoch  ohne  sonderlichen  Erfolg. 

Von  Werken  über  Dampfkessel  und 
Dampfmaschinen  sind  anzuführen: 

Tredgold  , Trealise  an  the  Sleam  En- 
gine, 

A.  Morin,  heraus  de  Mecanu/uc  pra- 
lique,  lome  3, 

Pambour,  Theone  des  machines  it  Vet- 
peur, 

Weissbach,  Ingenieur-  und  Masebinen- 
Mechanik,  Bd.  2. 

Anwendungen  der  mechanischen  Wär- 
melehre auf  die  Dampfmaschine  geben : 

Clausius,  Abhandlungen  über  mecha- 
nische Wärmelehre, 

Rankine,  On  Ihc  mechtimcal  aclion  of 
heat  (^Philosophical  iVagatine,  Vol. 

Zeuner,  Mechanische  Wärmelehre. 

Diesem  Artikel  ist  Wcissbach’s  Ma- 
schinenmechanik auszugsweise  zu  Grunde 
gelegt. 

Wage  (Maschinenlehre). 

Siehe  Waage- 

Wagenkessel  (Maschinenlehre). 

Siche  Dampfmaschine. 

Wagenrad  (Maschinenlehre). 

Siche  Rad. 

Wagenwinde  (Maschinenlehre). 

Siehe  Winde. 

Wagenstenernng  (Maschinenlehre). 

Siehe  Steuerung. 

Wahre  Anomalie  (Astronomie). 

Siehe  Anomalie. 

Wahrer  Ort  (Astronomie). 

Der  Ort,  an  dem  sieh  ein  Stern  wirk« 
lieh  befindet,  zum  Unterschiede  von  dem 
scheinbaren,  wie  er  sich  durch  die  Stmh« 
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lenbrcchung  und  Aberration  bei  den  Be- 
obachtungen ergibt.  Indessen  pflegt 
man  zuweilen  unter  walirein  Ori  tleiije- 
nigen  zu  verstehen,  der  auf  den  wahren 
Horizont,  d.  h.  auf  eine  durcit  den  ICrd- 
mittclpunkt  parallel  der  Tangenlialebene 
des  Ortes  gelegten  Ebene  , bezogen  ist. 
Wegen  der  Parallaxe  fallen  nändii-h  diese 
beiden  Orte  bei  den  Planeten  und  Co- 
meten  nicht  völlig  zusammen.  Dies  ist 
jedoch  bei  den  Fixsternen  der  Fall.  Be- 
zieht man  die  Enlfernungen  auf  die 
Ekliptik,  so  ist  der  wahre  Ort  niif  eine 
festgcilachtc  Ekliptik  und  einen  festen 
Anfangspunkt  zu  beziehen,  wogegen  der 
scheinbare  auf  die  durch  Prücession  und 
Nutation  verüuderliche  Ekliptik  geht. 

Wahrscheinlicher  Fehler  (Wahrschein- 
lichheitsrechnnng). 

Siehe  Quadrate  (Methode  der  klein- 
sten). 

Wahrscheinlichkeitsrechnnng  (Com- 
hinationslehre). 

1)  Allgemeines. 

Der  Begriff  der  raathematisehen  Wahr- 
scheinlichkeit ist  wie  viele  andere  in  der 
angewandten  Mathematik  einem  Aus- 
drucke des  gewöhnlichen  Lebens  ent- 
nommen, und  dient,  denselben  zu  präci- 
siren,  scharfen  Vergleichen  und  der  Rech- 
nung zugänglich  zu  machen. 

Im  gewöhnlichen  Leben  nennt  man 
ein  zu  erwartendes  Ercigniss  wahrschein- 
lich , wenn  Erfahrung  oder  Ucberlegung 
zeigen,  dass  unter  ähnlichen  Verhält- 
nissen wie  die  gegebenen  sein  Eintreten 
eher  zu  erwarten  ist  als  sein  Nichtein- 
treten, und  von  zwei  Ereignissen  eines 
wahrscheinlicher  als  das  andere,  wenn 
das  Eintreten  des  ersteren  eher  als  das 
letztere  zu  erwarten  ist. 

Durch  Präcision  dieser  Betrachtung 
gelangt  man  zum  Begriffe  der  Wahr- 
scheinlichkeit und  der  relativen  Wahr- 
scheinlichkeit in  der  Mathematik. 

Nehmen  wir  an,  dass  unter  einer  Reihe 
vbn  M möglichen  Fällen  eine  gewisse 
Anzahl/;  als  der  Erwartung  entsprechend, 
mithin  als  gönstig  betrachtet  werden , so 

nennt  man  den  echten  Bruch  — die 

n 

Wahrscheinlichkeit  , dass  einer  dieser 
günstigen  Fälle  eintrete,  also; 

„Die  mathematische  Wahr- 
scheinlichkeit irgend  eines  Ereig- 
nisses, welches  in  gewissen  Fällen  statt- 
tindet,  in  anderen  aber  nicht,  ist  ein 
Bruch , dessen  Zähler  die  Anzahl  der 
günstigen  Fälle , dessen  Nenner  alle 


möglichen  Fälle-  enthält. Vorausgesetzt 
ist  hierbei , dass  jeder  der  Fälle  als 
gleich  möglich  gilt.  Dies  ist  aber  im- 
mer anzunchmen.  denn  hätte  man  einen 
Grund  zur  Annahme,  dass  ein  Fall  dop- 
pelt BO  oft  eintreten  kann  als  der  an- 
dere, so  ist  dieser  orstere  natürlich  als 
zwei  Fälle  zu  betrachten  und  demgemäss 
in  Rechnung  zu  bringen. 

Also;  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
Jemand  mit  einem  Würfel  eine  3 w-erfo, 
ist  also  ^ , da  unter  6 gleich  möglichen 
Fällen  einer  dieser  Bedingung  genügt, 
die  Wahrscheinlichkeit,  eine  -ungrade 
Zahl  damit  zu  werfen,  y = da  von  den 
6 Fällen  3 diese  Bedingung  erfüllen. 
Die  Wahrscheinlichkeit  1 entspricht  also 
der  Gewissheit,  0 der  Unmöglichkeit. 

Wüsste  man  aber,  dass  der  Würfel  so 
construirt  ist,  dass  er  öfter  6 als  eine 
andere  Zahl  triO't,  also  z.  B 3 mal  6, 
während  er  jede  andere  Zahl  einmal 
trifft,  so  ist  <lie  Anzahl  der  möglichen 
Fälle  34-5  = 8,  die  Wahrscheinlichkeit  6 
zu  werfen  , die  jeder  anderen  Zahl 

Relative  Wahrscheinlichkeit 
heisst  das  Verhältniss  der  Wahrschein- 
lichkeiten zweier  Ereignisse.  Die  rela- 
tive Wahrscheinlichkeit,  3 mit  einem 
Würfel  zu  werfen , zu  der  eine  ungrade 
Zahl  zu  werfen  ist,  also;  ^ : 7 = ?• 

Zusammengesetzte  Wahr- 
scheinlichkeit ist  diejenige,  wo  zu- 
gleich mehrere  Fälle  in  Betracht  kom- 
men. Es  sind  dabei  zwei  Fälle  zu  un- 
tersuchen: 

1)  Die  Wahrscheinlichkeit, 
wenn  statt  eines  Ereignisses 
mehrere  als  gün  sti  g betrach  t et 
werd  en. 

Z.  B.  mit  einem  Würfel  soll  4 oder 
5 geworfen  werden.  Offenbar  setzt  sich 
in  diesem  Falle  die  Wahrscheinlichkeit 
aus  der  Summe  der  Wahrscheinlichkeiten 
der  einzelnen  Ereignisse  zusammen.  Also 
da  für  4 und  für  5 beide  Wahrschein- 
lichkeiten ^ sind,  so  ist  die  zusammen- 
gesetzte = 1 = ^. 

2)  Die  Wahrscheinlichkeit  des 
Zusammentreffens  mehrercrEr- 
cignissc. 

Z.  B.  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
Jemand  zweimal  werfend  mit  einem 
Würfel  erst  4,  dann  5 wirft.  Es  sind 
hier,  da  zu  jedem  der  6 möglichen  er- 
sten Würfe  6 mögliche  zweite  Würfe 
kommen,  überhaupt  G*6  möglich  und 
eins  von  diesen  günstig,  also  die  Wahr- 
scheinlichkeit Allgemein: 

Die  Wahrscheinlichkeit  des  Zusammen- 
treffens ist  gleich  dem  Product  der  Wahr- 
scheinlichkeiten der  einzelnen  Ereignisse. 
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Gewinnes  gleich 


Mathematische  Hoffnung  fiir 
einen  zu  erlangenden  Gewinn  ist  das 
Product  des  Gewinnes  und  der  Wahr- 
scheinlichkeit desselben.  Offenbar  näm- 
lich hangt  der  Werth  eines  ungewissen 
Gewinnes  nicht  allein  von  dem  Werthe 
desselben,  sondern  auch  von  der  Wahr- 
scheinlichkeit desselben  ab.  Z.  B.  wenn 
die  glückliche  Ankunft  eines  Schiffes 
einer  gewissen  Summe  n gicichzusctzcn 
ist,  weiche  der  EigenthUroer  dadurch  ge- 
winnt, und  von  p gleich  ausgerüsteten 
und  geführten  Schiffen  q untergeben,  also 
p—q  ankommen,  so  ist  die  Hoffnung  des 
ip-9)» 

V 

Die  mathematische  Hoffnung, 
dass  ei n er  von m eh r e ren  G c win - 
nen  Btattfinde,  ist  gleich  der  Summe 
der  Hoffnungen  der  einzelnen  Ereig- 
nisse. 

Dies  gilt  auch,  wenn  neben  den  Ge- 
winnen Verluste  Vorkommen.  Man  kann 
die  letzteren  nämlich  als  negative  Ge- 
winne mit  in  Rechnung  bringen. 

Bei  Hazardspielen  und  Wetten  müssen 
offenbar  die  Hoffnungen  der  Theilneh- 
mor  gleich  sein,  falls  Spiel  oder  Wette 
eine  denselben  gleich  günstige  sein  soll. 
Dies  ist  bei  Lotterie  und  andern  Hazard- 
spielen indess  nicht  der  Fall,  wo  dem 
Unternehmer  ein  Vortheil  zu  Theil  wird. 
Indess  ist  dieser  theilweise  insofern  be- 
gründet, als  Vcrwaltungskostcn  und  an- 
dere Auslagen  von  demselben  zu  leisten 
sind.  Was  noch  übrig  bleibt,  ist  als 
eine  Prämie  zu  rechnen,  welche  man  für 
die  Erlaubniss,  am  Spiele  Theil  zu  neh- 
men, zahlt.  Bei  Staats-Lotterien  stellt 
sich  diese  Prämie  bekanntlich  sehr  hoch, 
dies  ist  aber  nur  dadurch  möglich,  dass 
der  Staat  ähnliche  üntcmchmungcn  un- 
tersagt, also  Concurrenz  unmöglich 
macht. 

Bei  solchen  Spielen,  wo  entweder  wie 
beim  Schach  das  Spiel  ganz  von  der 
Geschicklichkeit  der  Theilnehmcr  geleitet 
wird , oder  wie  bei  den  meisten  Glücks- 
spielen Geschick  und  Scharfsinn  zugleich 
mit  dem  Zufall  wirken,  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit des  Gewinnes,  insoweit 
sie  von  den  ersteren  Factoren  abhängt, 
im  Allgemeinen  schwerlich  a priori  zu 
bestimmen.  Man  könnte  sie  a posteriori 
bestimmen,  indem  man  das  Verhältniss 
der  Partien,  welche  der  eine  und  der 
andere  gewinnt,  ermittelt  und  danach 
den  Einsatz  bestimmt.  Z.  B A und  B 
spielen  Piqaettc.  Unter  IQQ  Partien 
gewinnt  .1  62,  Ä 38,  man  kann  dann 
nnebmen , dass  die  Wahrscheinlichkeit 


des  Gewinnes  für  A gleich  für  B 
gleich  demnach,  wenn  der 

Einsatz  von  A = x,  von  B = y ist.  dieselben 
so  bestimmen,  dass  die  Hoffnungen 
62u  , 38x 

100  100 
nämlich  den  Einsatz  des  andern.  Es 
ergäbe  sich  also: 


und  gleich  sind.  Jeder  gewinnt 


i.  - ^ 

y ~38- 

Indess  verfährt  man  in  der  Regel  nicht 
so,  sondern  setzt  x = y,  also  nimmt  die 
Wahrscheinlichkeiten  als  gleich  rin.  In- 
dem der  Uebcrschuss  über  die  Wahr- 
scheinlichkeit I dem  Geschick  und  Scharf- 
sinn des  betreffenden  Spielers  angohört, 
so  lässt  man  demselben  also  diese  Eigen- 
schaften zu  Gute  kommen,  indem  sie 
seine  Hoffnung  vergrössem. 

Diese  Definitionen  lassen  die  Lösung 
gewisser  Aufgaben  zu,  die  aus  gewissen 
gegebenen  Wahrscheinlichkeiten  die  Be- 
stimmungen gewisser  anderer  verlangen. 
Als  Beispiel  wählen  wir  das  folgende. 
Ein  eingetretenes  Ercigniss  kann  ver- 
schiedene Ursachen  haben,  die  wir  mit 
aj,  «j  . . . bezeichnen.  Man  weiss, 
dass  wenn  man  die  Ursache  als  Grund 

dieses  Ereignisses  voraussetzt,  dass  dann 
die  Wahrscheinlichkeit  desselben  sein 

würde.  Es  wird  jetzt  gefragt,  wie  gross 
die  Wahrscheinlichkeit  sei,  dass  das  ein- 
getretene  Ereigniss  von  der  Ursache 

herrührc. 


Zunächst  lassen  sich  die  Brüche  p^, 
p,  . . . alle  auf  denselben  Nenner  n 
bringen,  cs  ist  also: 


Unter  n Fällen,  wo  dies  Ereigniss  statt- 
hat, tritt  also  Ursache  in  q^  Fällen, 

irgend  eine  der  Ursachen  aber  in 

9i  + 4-  9s  4-  . . . Fällen  ein.  Die 

erste  Zahl  bedeutet  die  günstigen,  die 
zweite  alle  möglichen  Fälle,  und  somit 
ist  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  der 
Ursache  gleich : 


^5 ^ Ps  

• • • Pi'hPs+Pt’h  • • •’ 

d.  h.  gleich  dem  Quotienten  der  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  das  Ercigniss  von 
der  verlangten  Ursache  herrühre,  durch 
die  Summe  der  Wahrscheinlichkeiten, 
dass  cs  von  einer  der  Ursachen  herrührc. 
Vorausgesetzt  ist  hier,  dass  alle  ür- 
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Sachen  gleich  wahrscheinlichcrwoiso  ein- 
trctcn  können.  Sollte  dies  nicht  der 
Fall  sein,  sondern  sich  diese  Wahrschein- 
lichkeiten wie  ßn  ßi  ‘ • verhalten,  so 

ist  offenbar: 

ßiPi+ßtPi+  • • • 
die  verlangte  Zahl. 

Sind  in  der  zuerst  gegebenen  Formel 
alle  Wahrscheinlichkeiten  , p,  . • • 

gleich  und  ihre  Anzahl  n , so  ist  — 

die  gesuchte  Zahl. 

Z.  B.  wenn  mit  einem  Würfel  über  4 ge- 
worfen wird,  kann  jeder  der  Würfe  5 und  6, 
welche  die  gleiche  Wahrscheinlichkeit  ^ ha- 
ben, die  Ursache  sein.  Die  Wahrscheinlich- 
keit, dass  der  Wurf  5 die  Ursache  ist,  wird 
somit  ^ sein. 


2)  /“(!»  p)  = l wenn  0<p<q+l, 

/■(l,  p)-0  wenn  //<1  oder  /)>?• 

Diese  Gleichungen  bestimmen  die  ge- 
suchte Function  völlig. 

Es  soll  jetzt  verstanden  werden  unter 

a der  Ausdruck : 

« 

a(rt— l)(a— 2)  . . . («—*+!) 

1-2  ...  » ’ 

also  der  s te  Binomialcoefhcicnt,  jedoch 
nur  für  nicht  negatives  a.  Für  negatives 
a soll  dagegen  immer  gleich  0 sein. 

5 kann  jede  positive  ganze  Zahl,  auch 
Null  sein,  und  in  diesem  Falle  setzen 
wir; 

rt^  = l oder  gleich  0, 

jo  nachdem  a nicht  negativ  oder  negativ 
ist.  Für  a = 0 ist  somit  auch: 


2)  A n Wendung  d er  Wahrschein- 
lich keits  rechn  ung  auf  Würfel- 
spiel. 

Beim  Würfelspiel  handelt  es  sich  im 
Allgemeinen  um  die  Augenzahl,  welche 
man  mit  einer  gegebenen  Anzahl  Wür- 
feln wirft. 

Es  enthält  jeder  Würfel  die  Augen 
1,  2 bis  6,  wir' setzen,  um  etwas  allge- 
meiner zu  verfahren , aber  die  Augen- 
zahlen  1,2...?  voraus.  Es  fragt 
sich,  wie  gross  die  Wahrscheinlichkeit 
sei,  mit  n Würfeln  die  Zahl  p zu  werfen. 

Zunächst  ist  die  Anzahl  der  möglichen 

Würfe  offenbar  gleich  Denn  bei 

einem  Würfel  sind  ? Würfe  möglich,  de- 
ren jedem  g Würfe  des  zweiten  ent- 
sprechen, also  bei  2 Würfeln  gibt  es  ?’ 
Würfe,  deren  jeder  sich  mit  g des  drit- 
ten combinirt  u.  s.  w. 

Es  fragt  sich  nun,  wieviel  Fälle  davon 
p Augen  geben. 

Sei  die  entsprechende  Zahl  gleich 
f(ttf  p).  Mit  einem  der  n Würfel  kann 
man  nun  1 werfen,  während  man  mit 
den  übrigen  p — 1 wirft,  oder  mit  dem 
ersten  2 und  den  übrigen  p— 2 u.  s.  w., 
also  endlich  mit  dem  ersten  g,  mit  den 
übrigen  p — g,  und  die  Zahl  f(n,  p)  ist 
die  Summe  der  entsprechenden  Fälle. 
Da  aber  mit  m — 1 Würfeln  p — 1 gew’or- 
fen  werden  können  in  f{n—l,p—l) 
Fällen,  p— 2 in  f(n-l,p-2)  Fällen 
n.  s.  w.,  so  hat  man  : 

1)  f{.n,p)  = f(n-hp-l)-\-f{n-l,p-2) 

■f-  • • . P ?)• 

Ist  n=:l,  so  ist  offenbar  nur  in  einem 
Falle  möglich,  die  Zahl  p zu  troffen, 
wenn  p positiv  und  nicht  grösser  als  g 
ist,  sonst  ist  dies  unmöglich,  also : 


0o=l. 

aber  wenn  s grösser  als  0,  offenbar : 


0 = 

s 


0 - (-1)  . . 


1.2 


= 0. 


Unter  dieser  Voraussetzung  kann  man 
Gleichung  2)  auch  schreiben: 

2a)  /*(!,  ;?)  = (p-l)o-(p-?-l)«, 

denn  ist  p Null  oder  negativ,  so  ver- 
schwinden beide  Glieder  rechts,  ist  p 
positiv  und  kleiner  als  g + 1,  so  ver- 
schwindet das  zweite  Glied,  das  erste 
aber  gibt  1 ; ist  p grösser  als  o , so 
werden  beide  Glieder  gleich,  ihre  Diffe- 
renz also  Null. 

Die  bekannte  Formel: 

gilt  offenbar  für  jedes  positive  a,  wenn 
s positiv  oder  Null  ist. 

Für  <1  = 0 würde  sie  geben:  * 

1”^»* 

sie  ist  also  richtig,  wenn  $ grösser  als 
Null  ist,  da  beide  Seiten  Null  geben. 

Für  s=0  geben  beide  Seiten  Eins, 
die  Formel  ist  also  auch  in  diesem  Falle 
richtig. 

Für  a=— 1 erhalten  wir: 

0.+  !=®' 

was  immer  richtig  ist , wenn  $ positiv 
oder  grösser  als  Null.  Endlich  für  ne- 
gatives <1,  das  nicht  gleich  — 1 ist,  geben 
beide  Seiten  der  Formel  Null.  Für  alle 
Wertho  von  g und  s,  die  hier  in  Be- 
tracht kommen,  ist  also  unsere  Formel 
richtig.  Aus  ihr  aber  ergibt  sich: 
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1 - 1 = 

(/>-2).+  (>>-3),+  ,=  (P-  3), 


Ö>-?+l)j+  t-  (?-»),+ 1 = (p-ih^ 

also  durch  Addition : 

(j>-i),  + (p-^),+  • • • 

eine  Furnicl,  welche  für  beliebiges  p and  q undfürs  = 0,  1,  2,  3 . . . gilt.  Nun 
bat  man  nach  1)  und  2 a); 

/■(2./0  = (f'-2)o+(/'-3)o+  . . . +(p-V-l)o 

-(p-?-2)o-(p-9-3)o- • . ^ -ip-2q-l)o, 

also  mit  Anwendung  der  letzten  Formel: 

fCl  P)  = (p-l)i-2(p-?-l)»+(p-29-l)p 

c mer  : 

f(3,  p)  = ip-2),+(jt-S),-\-  . . . +(p-9-l), 

-2[(p-9-2),  + (p-y-8)j+  ...  +(p-27-l)J 

+ (/>-29-2),  + (p-29-2)i+  ... 

= (1>-1),-3(p-9-1),+30)-29-1),+(,»-39)„ 
und  da  der  Mechanismus  des  Verfahrens  ganz  der  ans  dem  binomischen  Lehr- 
sätze bekannte  ist: 

3)  . /(«,  p)  = (p-l)y,_,-«(p-7-l)„_,+«.(p-29-l)„_i 


**»(P“39  — 1)^ 1+  . . ,, 

eine  Reihe,  welche  von  selbst  abbricht,  da  die  Grösse  in  der  Klammer  zuletzt 
negativ  wird. 

Die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  aber  ist: 

l|/_/'K  P) 

Z.  B.  die  Wahrscheinlichkeit,  mit  6 Würfeln  26  zu  werfen,  ist,  da: 


ist: 


rt  = 6,  /)  = 26,  9 = 6 


W = 


26,-6  • 20,-^6,14,-6,8,+6,2, 

6» 


16^  _ 833 
“6*  “ 2328' 


Soll  aber  die  betreffende  Wahrscheinlichkeit  II'  mittels  einer  Tafel  ausgedrüekt 
w’crdcn , so  winl  man  statt  von  der  Formel  3)  lieber  von  der  rccurrenten  Formel 
2)  ausgehen. 

Fragen  wir  jetzt  nach  der  Wahrscheinlichkeit,  eine  Augenzahl  zu  werfen, 
welche  kleiner  als  eine  gegebene  p ist. 

Sei  die  Anzahl  der  günstigen  Fälle  = y (w,  p)  und  V die  Wahrscheinlichkeit, 
so  ist: 

|T_y  P) 

’ 

7 ("»  P)=fO*y  !)+/’('*>  2)-|-  . . . +f(n,  p— 1), 


=:n  — 1 


t=p 


7(«.  P)  = ^f^  C*n_i-"(*“9)„_,+".(»-29)^_j-  . . .], 


oder; 


■r 
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K= 


woraas  sich  ergibt: 

4a)  </(",  = • • • 

Die  Wahrscheinlichkeit,  mit  3 Würfeln  unter  12  zu  werfen,  ist  also: 

-5,  _ 135  _ 5 
6*  “ 216  ~ 8*'  . 

Spielen  also  zwei  Personen  unter  der  Bedingung,  dass  der  Werfende  gewinnet 
wenn  er  wenigstens  12  wirft,  dagegen  verliere,  wenn  er  weniger  wirft,  so  ist  die 
letztere  Wahrscheinlichkeit  |,  die  crstcrc  also  1 — | = J,  5:3  die  relative  Wahr- 
scheinlichkeit von  Verlust  und  Gewinn.  Damit  die  Hoffnung  für  beide  Spieler 
dieselbe  sei,  hat  also  der  Werfende  den  Einsatz  3 zu  machen , wenn  der  Andere 
den  Einsatz  5 macht. 

Man  kann  aus  Formel  4)  auch  folgende  Aufgabe  lOsen  Zwei  Spieler  werfen 
unter  der  Bedingung,  dass  der  höchste  Wurl  gewinne.  Der  erste  hat  geworfen 
und  zwar  p Augen.  Welche  Wahrscheinlichkeit  hat  der  zweite,  zu  gewinnen? 

Er  verliert,  wenn  er  unter  p Augen  wirft,  und  hier  ist  die  Wahrscheinlich- 
keit gleich  wirft  er  p Augen,  ein  Wurf,  der  die  Wahrscheinlichkeit 


/ («.  P) 


n 


bat,  so  beginnt  das  Spiel  vom  Neuen  und  die  Wahrscheinlichkeit,  zu  ver- 


lieren, ist  dann  für  ihn  4«  <^1^0  die  zusammengesetzte  Wahrscheinlichkeit  des  Ver- 

f'  f \ 

lustes  für  diesen  Fall  ^ somit  die  Gosammtwahrschcinlichkeit,  zu  verlieren: 


<y  (”>  P)+4A”»  p) 


n 


und  die,  zu  gewinnen: 

5) 


1 y 4 p) 


n 


Mögen  jetzt  mehrere  Spieler  sein;  deren  Anzahl  sei  s-ft,  von  denen  s schon 
geworfen  haben,  und  zwar  der,  welcher  den  höchsten  Wurf  gethan  hat,  p Augen. 
Es  wird  vorausgesetzt,  dass  kein  zweiter  ebensoviel  geworfen  hat,  und  man  fragt, 
welche  Wahrscheinlichkeit  derselbe  für  sich  hat,  zu  gewinnen. 

Dies  geschieht  offenbar  dann,  wenn  der  folgende  unter  p Augen  wirft,  der 
nächste  auch  u.  s.  w.  Für  jeden  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  dies  geschieht, 

also  die  Wahrscheinlichkeit  des  Zusammentreffens  dieser  Ereignisse; 


y.  (n,  p)  y (w,  p) 


[y  («.  p)y 


n fl  nt 

9 9 9 

Es  ist  aber  dazu  die  Wahrseheinlichkeit  zu  addiren , welche  sich  daraus  für  den 
Gewinn  ergibt,  dass  einer  der  noch  Kommenden  oder  mehrere  p selbst  werfen. 
In  diesem  Falle  sei  festgesetzt,  dass  alle,  die  denselben  Wurf  gethan,  unter  eich 
um  den  Gewinn  werfen. 

Wir  suchen  zuerst  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  nur  einer  noch  den  Wurf  p 
macht,  keiner  aber  darüber.  Ist  dies  der  nächstfolgende,  so  ist  seine  Wahrschein- 
lichkeit, dass  er  p wirft,  gleich  die,  dass  kein  anderer  diesen  Wurf  thut». 


n 


(«.  P)] 


t—l 


,»♦(*-  0 


also  die  Gesammtwahrscheinlichkeit  dieses  Falles: 


f p)  y (>H  p) 


t -I 
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Da  jeder  der  ( Werfenden  aber  p treffen  kann,  so  sind  I mal  so  viel  Fälle  als 
zutreffend  zu  nehmen.  Der  Spieler,  dessen  Wahrscheinlichkeit  za  gewinnen  wir 
untersuchen,  hat  dann  nur  mit  einem  zu  werfen , und  seine  Wahrscheinlichkeit  za 


gewinnen  ist  multipliciren  also  den  obigen  Ausdruck  mit 

MOgen  nun  zwei  Spieler  p,  alle  übrigen  aber  darunter  werfen.  Die  beiden 
Nächstfolgenden  seien  es  zunächst,  die  p werfen.  Die  Wahrscheinlichkeit  ^fur 

beide  combinirt  gibt  , und  die  der  übrigen,  darunter  zu  werfen,  ist: 

_2n 


7 (»,  P) 


t-  2 


Dies  kann  so  oft  geschehen,  als  2 sich  aus  t herausgreifen  lassen, 


also  f,  mal,  und  da  3 dann  spielen,  ist  ^ Wahrscheinlichkeit  für  Jeden,  za 
gewinnen.  Wir  erhalten,  indem  wir  so  fortfahren,  für  unsere  Wahrscheinlichkeit 
r folgenden  Ausdruck: 


6)  [t(»^  P)*  + -f  P)  pY  /»)]*  ^ 

h A»*.  P)*  7 (»sp)*“  . . ..]• 

Die  Reihe  bricht  von  seihst  ab,  da  endlich  gleich  Noll  wird. 

Fragen  wir  jetzt  nach  der  Wahrscheinlichkeit,  die  einer  der  noch  folgenden 
Spieler  hat  zu  gewinnen,  so  ist  diese  für  alle  zusammen  gleich  1— K,  und  da 

jeder  die  gleiche  Wahrscheinlichkeit  hat,  für  jeden  darunter  gleich  -j  (1  — K). 

Mögen  nun  aber  von  den  s Spielern,  welche  schon  geworfen  haben,  eine 
Anzahl  r den  höchsten  Wurf  p gemacht  haben , so  bleiben  die  Wahrscheinlich* 
keiten,  dass  ausserdem  keiner  p oder  darüber,  oder  einer  p wirft  n.  s.  w.  dieselbe. 
Im  erstcron  Falle  tbeilt  sich  aber  das  neue  Spiel  unter  r,  im  zweiten  unter  r-|-l 
u.  8.  w.,  so  dass  man  bat: 


» 

für  die  Wahrscheinlichkeit  des  Gewinnes  eines  deijenigcn  Spieler,  welche  t ge* 
worfen  haben.  Für  die,  welche  noch  nicht  geworfen  haben,  ist  ebenfalls  dann  die 

Wahrscheinlichkeit  gleich  — (1— P). 

Indess  lässt  sich  für  den  Ausdruck  7),  von  dem  6)  ein  specieller  Fall  ist, 
der  r=  1 entspricht,  eine  bequemere  Form  Anden.  Za  dem  Ende  setzen  wir: 


f(n,p)  = ß,  = 


dann  ist: 


aUo: 


and: 


also: 


,,  n<--  1 t t I— I t,  t — 2 

v=,  r=~„+  — „ />.+  •••. 


t 
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da  Ht  ’ 

^ 9 


und  in  Berücksichtigung,  dass  für  ßzzO  auch  ß K = 0 ist: 

0 

Durch  theilweises  Intcgriren  erhält  man  hieraus : 


9 ß 

und  indem  man  so  fortfährt: 


«+2  .r-  2 


7.)  v= — 

((+l),"V^L  < + 2 


(r-l)  (r-2)  (»+«'+V'“’ 


^ (1+2)  (1+3) 

• • • lr/„  I -N*+r  <+»--,1 

Die  Reihe  bricht  von  selbst  ab. 

Alle  Glieder  folgen  demselben  Gesetze,  nur  im  letzten  ist  statt: 


< + r 


zu  setzen: 


(«+;») 


(«+«'+■■ -„'+^ 


Für  den  Fall,  dass  nur  ein  Spieler  die  Zahl  p getroffen  hat,  wo  also  r = l 
ist,  bat  man : 


6 a) 


y= — [(«+/»)'+*-«'+']. 

(<+1)7 


Z.  B.  8 Personen  spielen  mit  4 WUrfeln.  3 haben  schon,  geworfen  und 
einer  darunter  den  höchsten  Wurf  13  gemacht.  Wie  gross  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit seines  Gewinnes? 

Es  ist: 

q = 6,  n = 4,  i=5,  p = lS,  ß = liO,  «=435, 

wie  die  hier  folgende  Tafel  ergibt,  also: 

1 


y= 


6“  *140 


(575* -335«). 


Man  sicht,  dass  die  Rechnung  oft  sehr  mühevoll,  zuweilen  unausführbar  wer- 
den müsste.  Um  so  wichtiger  sind  in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  einfache 
Annäherungsformeln,  wie  sie  namentlich  La  Place  gegeben  hat. 
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Augen 

W a h r 8 

che 

i n 1 i c 

h k e i t 

P 

« = 1 

II 

e 

n = 3 

3 

(1 

n = 5 

3 

II 

1 

1 

1 

0 

2 

1 

1 , 

3 

1 

2 

1 

^ 4 

1 

3 

3 

1 

5 

1 

4 

6 

4 

1 

6 

1 

5 

10 

10 

5 

1 

7 

6 

15 

20 

15 

6 

8 

5 

21 

35 

35 

21 

9 

4 

2.) 

56 

70 

56 

10 

3 

27 

80 

126 

126 

11 

2 

27 

104 

205 

252 

12 

1 

25 

125 

305 

456 

13 

21 

140 

420 

756 

14 

15 

146 

540 

1161  - 

15 

- 

10 

140 

651 

1666 

16 

6 

125 

735 

2247 

17 

3 

104 

780 

2856 

18 

1 

80 

780 

3431 

19 

56 

735 

3906 

20 

35 

651 

4221 

21 

20 

541 

4332 

22 

10 

420 

4221 

23 

4 

305 

3906 

24 

1 

205 

3431 

25 

126 

2856 

26 

70 

2247 

27 

35 

1666 

15 

1161 

29 

5 

756 

• 30 

1 

456 

31 

252 

32 

126 

33 

56 

34 

• 

21 

35 

6 

36  

Beim  Würfelspiel  kommt  auch  noch  das  Paschwerfen,  d.  h.  das  Werfen  der- 
selben Augen  gleichzeitig  mit  2 oder  mehreren  Würfeln  in  Betracht. 

Die  einfachste  hierhin  gehörige  Frage  ist  die;  Wie  gross  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit, mit  n Würfeln  p gleiche  Augen,  aber  nicht  mehr,  auch  nicht  ausserdem 
noch  eine  Anzahl  gleicher  Angen  zn  werfen? 

Gleiche  Augen  mit  p Würfeln  können  die  Zahlen  1,  2 . . . q troffen,  es  sind 
also  dabei  q Fälle  möglich.  Da  aber  eine  beliebige  Verbindung  von  p Würfeln 
diese  geben  kann’,  so  tritt  jeder  dieser  Fälle  so  oft  ein,  als  sich  « Elemente  aus 
n herausgreifen  lassen,  d.  h.  n^mal,  man  hat  also  • q Fälle.  Mit  demjo+lten 

Würfel  kann  dann  jeder  andere  Wurf,  also  im  Ganzen  q-\  gethan  worden,  mit 
dem  folgenden  jeder  ausser  dem  des  vorigen  und  der  p Würfel,  welche  Gleiches 
trafen,  also  j— 2 Fälle  u.  s.  w,,  mit  dem  nten  Würfel  treten  also  g-n-f-p  Fälle 
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ein.  Mit  dem  Product  dieser  Zahlen  ist  n zu  multipliciren,  und  man  bat  den 

P 


Zähler  der  Wahrscheinlichkeit  V,  während  der  Nenner  ist.  Also 


8) 


»'  (7~1)(7-2)  . . • (9-w  + p) 
V=  


n—  I 


Suchen  wir  jetzt  die  Wahrscheinlichkeit,  zugleich  p^^,  gleiche 

Augen,  die  jedoch  unter  einander  verschieden  sind,  zu  werfen. 

Zu  dem  Ende  wollen  wir  das  Product  n(n— 1)  . . . (h  — n-fl)  mit  be- 

zeichnen,  so  dass  n = — pr  ist,  wenn  «!  = 1*2  . . . o gesetzt  w'ird. 
it  n\ 

Mit  den  ersten  J)^  Würfeln,  die  sich  rt  mal  herausgreifen  lassen,  sind  q 

Pi 

gleiche  Würfe  möglich;  die  nächsten  />,  Würfel  lassen  sich  (n—pi)  mal  herans* 

Pa 

greifen,  und  da  keine  den  ersten  gleiche  Würfe  gethan  werden  sollen,  so  sind 

deren  9 — 1 günstig;  bei  den  dritten,  die  sich  (n—pj—p,)  mal  combiniren  lassen, 

P$ 

sind  q — 2 Würfe  günstig  n.  s.  w.,  also  bei  den  letzten  p^:  9 + I — 5 Würfe,  und 
diese  Würfel  combiniren  sich  ('i—Pi—Pt~  • . • Man  hat  also 

zunächst  das  Product : 

\ ' • • (»-Pi-Pa-  • • 

r i r* 


-Pt-iK  • • • (7+1-*) 

"s 

(P^+Pa  + 


n 


p,l  ;»j!  . . . Pj! 

Mit  den  ersten  der  noch  übrigen  Würfel,  deren  Zahl  ist  «— p,— 7/*—  . . . — p^ 

sind  alle  Würfe  weniger  den  schon  getbanen  s günstig,  also  q—s,  bei  dem  näch- 
sten q—t  — 1 u.  s.  w.,  also  beim  letzten: 

7 + 1 — « — n+pj+p,-f-  . . . 

Das  Product  dieser  Zahlen  ist  gleich : 


n- 


-P,-Pa- 


-P, 


(?-*) 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen: 

Pi+Pa+  . . . +P, 

so  kommt  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit: 

„(f) 

9) 


W = 


n—  1 


Pi  I p,  1 . . • Pjl  7 
Bei  derselben  Bezeichnung  gibt  die  Formel  8); 

V=  >>(7-1) 


8 a) 


p!  7 


n— 1 


sic  entspricht  dem  Falle,  wo  »=1  ist. 

Es  ist  bei  Bildung  der  Formel  9)  vorausgesetzt,  dass  die  Anzahlen  der  glei- 
chen Augen  Pi,  Pt  - alle  von  einander  verschieden  sind.  Ist  dies  nicht  der 
Fall,  kommen  z.  B.  dreimal  p,  Augen  vor,  so  sind  die  betreffenden  Combina- 
tionszahlen  nicht  richtig,  weil  die  ersten  p,  Augen  z.  B.  sich  mit  den  zweiten 
Pf  vertauschen  können,  w'as  keine  neue  Combination  gibt;  cs  ist  also  durch  die 
Anzahl  der  Perrontationen  unter  3 Elementen  1 • 2 • 3 zu  dividiren.  Allgemein 
mOgc  die  Zahl  p Vorkommen  mal,  so  ist  zu  setzen  : 
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Ä = »*i+r,+  . . . +r^, 

und  W wird: 

W’= — : 

(P.  !)’■•  Ö-t  !)’■•  • . • 


Dieso  Formel  lOst  also  den  allgemeinsten  hier  in  BetrsM-ht  kommenden  Fall. 

Indcss  kann  man  hierlür  einen  bequemeren  Ansdnick  finden,  wenn  man  un> 
tcr  den  p^y  auch  die  Zahl  1 mit  versteht.  Dann  kommen  auch  die  eintelnen 
Augen  vor,  und  es  ist  immer: 

I)  • +»*,P,  ="» 


also: 

Sei  wie  obeu : 
II) 

so  wird : 


10) 


W'= 


4 

• • • r^=zR, 
n\ 


»"■' (Pil/Hi-.!)''*  ..  .(p.l)  'r.lr.l. 


Fragen  wir  aber  nach  der  Wahrscheinlichkeit  Z,  wenigstens  p gleiche  Augen  zu 
werfen , so  dass  mehr  als  p gleiche  Augen  mit  oder  ohne  andere  gleiche  Augen* 
zahlen  als  günstige  Fälle  zählen,  so  bat  mau  offenbar : 


11) 


Z = 2W', 


wo  die  Summe  auszudehnen  auf  alle  Zahlen  Tj  , r,  . . . r^,  p^,  pj  . . , p^, 

welche  die  Gleichung  1)  errüllen,  und  von  denen  wenigstens  eine  nicht  kleiner 
als  p ist.  Pehnntationen  der  Producte  r,  p^  p,  . . . sind  aber 'ausge- 
schlossen. 


Beispiel.  Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  mit  7 Würfeln  wenigstens 
4 gleiche  Augen  zu  werfen? 

Es  ist: 

« = 7,  p = 4.  y = 6, 


7 = 1 • 4+1 . 3 = 1 • 4+1 -2+1 . 1 = 1 • 4-1-3- 1 = 1 -5-I-1 -2  = 1 -5+2 . 1 

= 1 .6+1*  1 = 1-7. 


Man  hat  also  nach  einander  zu  setzen: 


P» 


1 


»•i 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 


»•* 


»•» 


1 

1 

3 

1 

2 

1 


1 


R 

2 

3 

4 
2 
3 
2 
1 


(7 


l)(ß-0 


5 

25 

125 

5 

25 

5 

1 
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(P,!f* 

r,l  r,! 

24 

6 

1 

1 

24 

2 

1 1 ■ 

1 1 

24 

1 

1 

6 

120 

2 

1 

1 

120 

1 

1 

2 

720 

1 

1 

1 

5040 

1 

Dio  Prodacte: 

sind  also  bezüglich: 
also  da: 


O-.l)’’’  (/>.')  • <-ll  r.l  r.l 

144,  48,  144,  240,  720,  5040, 

nl  _71._35 
n-i  ""6*  “324 


ist : 


, 36  r 5 ,25  , .125  , ^ , ±_  , J_l_  ^ 4, 1 . §§ 

“ 324  L144  48  144  240  240  720  6040J  324  \72  ■**  8 72 

1 \ 35-98  _ 245 

■^5040/“  324  - 63  “ 1458* 


3)  Anwendung  d er  Wabrschein lichkeitsrechnnng  aufs  Lotto- 
spiel. 

Das  eigentliche  Lotto  (jetzt  nur  noch  an  wenigen  Orten  eingefOhrt)  bestand 
aus  90  Zahlen  in  eiuem  Rade.  5 davon  werden  gezogen.  Jeder  Spieler  besetzt 
eine  Anzahl  von  Zahlen  unter  den  90;  es  steht  ihm  frei,  entweder  so  zu  setzen, 
dass  er  einen  gewissen  Gewinn  erhält,  wenn  eine  dieser  Zahlen  gezogen  wird, 
oder  dass  auch  die  darin  enthaltenen  Amben , Temen  u.  s.  w.  in  Rechnung 
kommen. 

Seien  der  Allgemeinheit  wegen  jetzt  n Zahlen  im  Rade , mögen  r davon  ge- 
zogen werden,  und  s davon  besetzt  sein.  Man  fragt  nach  der  Wahrscheinlichkeit, 
dass  eine  Verbindung  zu  t,  aber  nicht  mehr,  von  diesen  $ gezogen  werde.  Ver- 
bindungen zu  r unter  den  n,  also  Zuge,  sind  überhaupt  möglich  n^,  von  den  be- 
setzten t Zahlen  lassen  sich  t heransgreifen  auf  Arten,  und  jeder  dieser  Com- 

binationen  entsprechen  so  viel  Züge,  als  sich  die  nicht  besetzten  n— s im  Rade 
enthaltenen  zu  r—t  combiniren  lassen,  also  (n— man  hat  somit  günstige 

Filler  s^(n—s)^_p  und  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  W ist  also^ 


oder  bei  Einführung  der  Bezeichnung  des  vorigen  Abschnitts: 

1)  . 

<! 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  alle  s besetzten  Zahlen  berauskommen , ergibt 
sich,  wenn  man  setzt  l = s,  dann  ist: 

also  : 


» 
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,(0 

n'^  ' 

Sacht  man  aber  die  Wahrscheinlichkeit  W',  dass  r oder  mehr  Ton  den  be- 
setzten Zahlen  beraoskommen,  so  ist: 

t = s 

2)  W'=SIV. 

t=T 

Z.  B.  Ein  Spieler  hat  5 Zahlen  besetzt.  Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit, 
eine  Ambe,  und  wie  gross  die,  eine  Teme  oder  mehr  zu  gewinnen? 

Man  hat: 

n = 90,  r = 5,  » = 5,  t = 3, 

85-35  _ 2975 

332949* 


5 • 4 ♦ 3 • 85  • 84  • 5 • 4 • 3 

=T— 


1 - 2 • 3 • 90  • 89  • 88  • 87  • 86  89  - 87  - 43 

Bildet  man  IV',  so  ist  < = 3,  4,  5 zu  setzen.  Man  erhält  für  t=:4: 
5-4-3-2- a5-5-4-3-2  5-85 


»V=- 


für  t = 5i 


1 • 2 • 3 • 4 - 90  • 89  • 88  • 87  - 86  6 • 89  • 11  • 87  • 86 

1V=  5-4-3-2-1 


'90  - 89  • 88  - 87  - 86* 

Aus  der  Summe  der  s Werthe  von  W setzt  sich  IV'  zusammen. 

Setzt  der  Spieler  eine  Summe  P,  und  ist  IV  die  Wahrscheinlichkeit  des  Ge- 
winnes und  dieser  gleich  (>,  so  ist  WQ  seine  Hoffnung,  und  diese  muss  also 

p 

gleich  P sein,  so  dass  sich  ergeben  würde,  wenn  der  Vortheil  der  Anstalt 

und  des  Spielers  ein  gleicher  wäre. 

Beschäftigen  wir  uns  jetzt  mit  der  Frage: 

* Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  nach  s Ziehungen  q gegebene  im 

Bade  enthaltene  Zahlen  hervorkommen?  ' r,  ,, 

Sei  Z die  Anzahl  der  Fälle,  in  welchen  nach'  s Ziehungen  alle  Zahlen 

n,  q ’ 

von  1 -'bis  q gezogen  werden,  so  ist  offenbar  diese  Grösse  gleich  der  Anzahl 
derjenigen  Fälle,  wo  die  Zahlen  1 bis  9 — 1 gezogen  sind,  weniger  der 

Anzahl  deijenigen,  wo  9 nicht  herauskomm't.  Diese  Zahl  ergibt  sich  aber,  wenn 
man  die  Zahl  9 aus  der  Lotterie  weglässt,'  upd'  die  Fälle  bestimmt,  in  welchen 
dann  1,  2 . . . 9— 1 gezogen  wird,  ist  also  gleich  ^ 

die  Gleichung: 

Z =Z  ,-Z  , = AZ„  „ ■ 

9 n — 1,9  — 1 «»9—1 

Bei  einer  Ziehung  sind  möglich  Fälle,  also  bei  s Ziehungen  («^)*.  Die  An- 
zahl der  Fälle,  wo  eine  bestimmte  Zahl  1 nicht  gezogen  wird,  ergibt  sich  hieraus, 
wenn  man  n mit  n — 1 vertauscht,  also  [(«—1)^]*,  und  die  Anzahl  der  Fälle, 
wo  1 gezogen  wird,  ist  sonach: 

• ^ . 

wo  A der  gewöhnliche  Ausdruck  fftr  eine  Differenz  ist. 

Die  Gleichung  für  Z gibt  sonach : 

fl,  ^ 


n.  8.  w.  allgemein; 


Z = A^  (u  )*» 
n,  9 ^ r'  ’ 
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also  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  q gegebene  Zahlen  erscheinen,  ist: 


ir= 


Sollen  alle  n Zahlen  gezogen  werden,  so  ist  q=.n  za  setzen. 

Wenn  man  von  ^ zu  ,,  u.  s.  w.  Obergeht,  so  hat  man,  wie  immer 

bei  Difl'erenzcnbestimmungen  den  Algorithmus  des  binomischen  Satzes,  und  des* 
halb  hat  mnn  : 


und 


" =‘-»'  (— ) +»■  L .(.-i)  -J  - • • • 

q r(«-r)(n-r-l)  . . . (»-r-y-f  1)1» 

^ ' L «(/i-i) . . . («-9+1)  J ■ 

Nehmen  wir  nun  an,  es  sei  n sowohl  als  t sehr  gross,  so  dass  mnn  setzen  kann 
s = n M,  wo  rr  jedoch  nicht  sehr  gross  sein  soll,  so  hat  man  bekanntlich : 


(i-^r= 


-aQ 


mit  Vernachlässigung  von  Grössen  zweiter  Ordnung.  Es  ergibt  sich  sonach  als 
Grenzwerth ; 


ir  — 1 „~2«r  3rtr  , 

Ir  — l~q  S "f"9 1 ® ”^1  ® "!*•••  — (1~C 


Stellen  wir  uns  z.  B.  die  Aufgabe: 
Wie  ^ 
so  kommt 


1 . 


Wie  viel  Ziehungen  sind  nötbig,  damit  die  Wahrscheinlichkeit  gleich  — ist? 


1-A 


= e 


s r 
n 


•1  r 
1 » 


also: 


Soll  nun  q auch  gleich  n sein,  so  wird  — sehr  klein,  und  man  hat  mit  Weg- 

9 

lassung  der  höheren  Dimensionen  : 

I 

!-*•  ’ = 7 '8  *-4;  Ce  *)■ 

1 


lg(l  — A ^ ) = lglgA-lg?  + lg(l- ^ lg*) 


Für  das  letzte  Glied  kann  man  hier' auch  schreiben: 


so  dass  man  hat:^ 


»t 


u--.'  tl 


-.Sb.,  s - 


Die  Logarithmen  sind  natürliche.  ^ 

Z.  B.  Wieviel  Züge  mOssten  in  der  preussischen  Lotterie,  bestehend  aus 

23 
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92000  Losen,  geschehen,  wenn  man  1 gegen  1 wetten  kann,  dass  alle  Lose  her 
auskommen? 

Es  ist  hier: 

k = 2,  »*  = 11  9 = n = 92000. 


also  : 


lg  92000= lg  92+3  lg  10 
lg  92  = 4,5217886 
3 lgilO  = 69077553 

lg  2 = 0,0000075  (lg  2 = 0,6931472) 
-lg  lg  2 = 0.3665702 

11,7961216-92000, 

1 = 1085243,18. 


4)  Wahrscheinlichkeit  bei  Wiederho  lungcni 

Mau  kann  aber  auch  ganz  allgemein  die  Frage  stellen,  wie  gross  die  Wahr- 
scheinlichkeit eines  Ereignisses  bei  Wiederholung  der  Ursachen,  welche  za  diesem 
fuhren  können,  sei,  wenn  man  die  Wahrscheinlichkeit  des. Ereignisses  in  jedem 
einzelnen  Falle  kennt. 

Der  einfachste  hierhin  gehörige  Fall  ist  der  folgende. 

Es  ist  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses  <* , wenn  irgend  welche  Um- 
stände einmal  eintreten.  Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  dieses  Er- 
cigniss  wenigstens  einmal  stattfinde,  wenn  diese  Umstände  sich  nmal  wieder- 
holen ? 

Also  z.  B.  wird  gefragt: 

Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  in  6 Würfen  mit  3 Würfeln  wenigstens 
einmal  26  zu  werfen,  da  diese  Wahrscheinlichkeit  bei  einmaligem  Werfen  gleich 


833 

2328 


ist  ? 


oder : 


Wenn  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  irgend  ein  Jahr  ein  trockenes  sei,  gleich 
I ist,  wie  gross  ist  diejenige,  dass  unter  10  Jahren  wenigstens  ein  trockenes  sei? 

Die  Wahrscheinlichkeit , dass  das  betreffende  Ercigniss  das  erste  Mal  nicht 
cintritt,  ist  1 — rt,  ebenso  beim  zweiten  Male  1 — n n.  s.  w.,  diejenige,  dass  cs 
in  n Malen  nicht  eintritt,  ist  also  (Abschnitt  1)  das  Froduct  dieser  Wahrschein- 
lichkeit, also  somit  ihr  Werth: 

T=(l-n)” 

and  somit  auch  diejenige,  dass  es  wenigstens  einmal  eintritt: 

S=l-(1-«)", 

also  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  in  unserem  Beispiele  wenigstens  ein  trockenes 
Jahr  in  10  Jahren  eintrete,  ist: 

S = 1 - (1  - i) ' ® = 1 - (I)  ‘ 1 - 0,0563  = 0,9437. 

Man  kann  auch  die  Frage  stellen: 

Wie  oft  muss  sich  die  Sache  wiederholen,  damit  die  Wahrscheinlichkeit  S 
eine  gegebene  Grösse  habe? 

und  man  erhält: 

Ig(l-S) 


Also  z.  B.  für  wieviel  Jahre  ist  Eins  gegen  Eins  zu  wetten , dass  in  denselben 
wenigstens  ein  trockenes  sei  ? 

Es  ist  dann  S = ^,  also: 


n = 


_ Jg2 


0,30103 


zwischen  2 und  3 Jahr.  0,12492 

Man  ist  in  solchen  Fällen  gewöhnlich  geneigt,  wenn  die  Wahrscheinlichkeit 
z.  B.  i ist,  anzunehmen,  dass  bei  der  Hälfte  von  4,  also  bei  2 Wmderbolangen, 
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die  Wette  Eins  zu- Eins  angemessen  sei.  Dem  würde  die  Formel  entsprechen, 

2a 

während  die  richtige : 

Igi lg  2 

lg(l_„)  -_lg(l_„) 

ist.  Es  lässt  sich  zeigen,  dass  bei  der  falschen  Formel  jedesmal  der  im  Vortheil 
ist,  der  für  das  Stattfinden  des  Ereignisses  stimmt,  d.  h.  dass : 

lg  2 


1 


ist,  denn : 


2«'  _lg(l_„) 


- lg(l-«)  = „ + ^ + ^+  . . „ 


also  > re. 


lg  2 = 0.30103  <i. 

In  dem  Bruche  rechts  ist  also  der  Zähler  kleiner  als  der  Nenner  grösser  als 
er,  also  der  Bruch  kleiner  als 

Stellen  wir  aber  jetzt  die  Frage:  , 

Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  bei  n maliger  Wiederholung  das 
Ercigniss  einmal  und  nicht  öfter  stattfindet? 

Dass  es  bei  einem  vorberbestimmten  Male , z.  B.  beim  dritten  stattfindet, 
dafür  ist  die  Wahrscheinlichkeit  n,  weiche  mit  der,  dass  cs  bei  den  übrigen  Ma- 
len nicht  stattfindet,  (1  — «)”  ^ zu  multipliciren  ist.  Da  aber  dasjenige  Mal, 
wo  das  Ercigniss  stattfindet,  ein  beliebiges  sein  kann,  so  hat  men  n günstige 
Fälle  von  der  Wahrscheinlichkeit: 


also : 


.*  t 


/I  1 

ff  (1  — o)  , 


vM-  1 


-'■ij  a;.j  naiu 


S=na(l—ay 

Fragen  wir  jetzt  nach  der  Wahrscheinlichkeit,  dass  es  p beliebig  berausge- 

griflene  Male  stattfinde ; ist  mit  der,  dass  es  die  übrigen  Male  nicht  stattfinde, 

(1  — «)”  ^ zu  multipliciren,  und  diese  Zahl  so  oft  zu  nehmen,  als  sich  p Fälle 
aus  n herausgreifen  lassen,  also  mal.  Also: 

S=zn  ffP(l-«)"“^ 

Endlich  fragen  wir  nach  der  Wahrscheinlichkeit,  dass  dies  Ereigniss  wenig- 
stens pmal  stattfinde. 

Sie  ist  offenbar  die  Summe  der  Wahrscheinlichkeiten,  dass  das  Ereigniss 
pmal,  /»-j-ltual*  p+2  mal  u.  s.  w.  bis  nmal  stattfinde,  also: 

S = ,yP(l-,f-P+n^^y+\l-,)’'-P-'+  . . . +»,»”• 

Man  kann  auch  das  letzte  Glied  weglassen , da  die  Reihe  von  selbst  abbricht, 
also : 

Diese  Reihe  gibt  Null,  wenn  p grösser  als  n ist,  wie  dies  auch  sein  muss.  Ist 
p nicht  grösser  als  n,  so  kann  mit  dem  letzten  Gliede  n n"  begonnen  werden, 

fl 

und  man  hat: 

S— <*-f-i»ff  (1  — ff) -f- fl,  ff**  "(1— ff)*+  • • • ■1***,| “*■ 

jedoch  ist  diese  Reihe  der  Erweiterung  für  den  Fall,  dass  p grösser  als  » ist, 
nicht  fähig.  , ” • — - 
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5)  Das  Theilnngsproble  m bei  Spielen. 

Das  Thcilungsproblem , wie  es  Pascal  dem  Fermat  zur  Auflösung  vorschlug, 

besteht  in  folgender  Aufgabe:  , - . o 

Zwei  Spieler  von  gleicher  Geschicklichkeit  und  welche  gleiche  Summen  ge- 
setzt haben,  wollen  so  lange  spielen,  bis  einer  eine  gewisse  Anzahl  von  Partien 
eewonncn  hat.  Sie  beschlicssen  aber  aufzuhören  zu  einer  Zeit,  da  dem  ersten 
noch  X,  dem  zweiten  y Partien  fehlen.  In  welchem  Verhältnisse  ist  die  eingesetzte 

Summe  zu  thcilen?  ........  . ^ j 

Offenbar  im  Verhältnisse  der  Wahrscheinlichkeit  des  einen  und  des  andern, 

zu  eewinnen.  Bezeichnen  wir  diese  Wahrscheinlichkeit  für  den  ersten  Spieler  mit 
f(x  tt)  Gewinnt  derselbe  bei  der  nächsten  Partie,  so  ist  dann  seine  Wahrschein- 
lichkdt  gleich  f(x-h  y),  un'i  wenn  er  dabei  verliert  /*(x,  y-1);  die  Wahrschein- 
lichkeit jedes  dieser  beiden  Ereignisse  ist  aber  und  folglich : 

1)  /■(*,  y)  = i/‘(*-i»  y)+i  y~i)- 

Um  diese  partielle  Differcnzengleichung  zu  integriren,  wenden  wir  die  von  La 
Place  eingeführte  Theorie  der  erzeugenden  Functionen  an.  Es  sei: 

i-au+ßv-  0,  0^  1,  0 ^ 0,  t ^ 2,  0 I,  I 0,  a 

wo  U ein  Polynom  von  v allein  ist.  » , , ä- 

Mnltiplicirt  man  mit  dem  Nenner,  so  erhält  man  einen  Ausdruck  für  «,  in 

welchem  der  mit  muliiplicirte  Coefficient  ist: 

“a:,y—“  y-i’ 

und  dies  wird  gleich  Null  sein,  wenn  U kein  entsprechendes  Glied  enthalt. 

Setzt  man  also: 

a „ = /*(*!  y).  a = ß = h 
*»  y 

so  hat  man  die  Gleichung  1),  und  cs  ist  also  /(x,  y)  der  Coefficient  von 
in  der  Entwickelung  von  Daher  wird  dieser  Ausdruck  die  erzeu- 

gende Function  der  Gleichung’l)  genannt.  Diese  Theorie  erstreckt  sich  auf  alle 
parüellen  linearen  Differenzcngleichungen.  Den  Grenzbestimmnngen  genügt  man 
durch  die  Auswahl  von  U.  In  unserm  Falle  ist  offenbar  y)  = l,  da  dann  der 
erste  Spieler  bereits  gewonnen  hat,  f(0,  0)  aber  kann  gar  nicht  Vorkommen,  da 
beide  nicht  zugleich  gewonnen  haben  können.  Es  muss  also  ffir  x=0  die  er- 
zeugende Function  die  Gestalt  haben  denn  die  Coefficienten  dieser  Ent- 

der  wegfällt, 


Wickelung  sind  in  der  That  alle  gleich  1,  bis  auf  den  ersten  o 
wie  dies  nach  dem  Obigen  sein  muss.  Dieser  Ausdruck 


0,0’ 

e 


1-t 


entsteht  aber 


offenbar  aus  der  gegebenen  erzeugenden  Function,  wenn  daselbst  u = 0 gesetzt 
wird,  also : 

U e 


woraus  sich  ergibt: 


1-1  e l-t>’ 


1—v 


Um  f{x,  y)  zu  finden,  ist  nur  noch: 


nach  Potenzen  von  u und  t>  zu  entwickeln.  Der  Coefficient  von  u*  ist  hierin: 

1 r 


2*  (1 -.)(!-*,)* 
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und  der  CoefBcient  in  diesen  Ansdrücken  ergibt  sich  leicht: 

v+T + - 1 . 2 + —rrr-— 25+  ■ • • 

, . . . (x+y— 2)  1 \ 

+ -T- 


1-2 


tf-1  2^ 


Man  sieht  leicht,  dass  wenn  n Spieler  vorhanden  sind,  denen  bezüglich  x,,x,  ... 
X Spiele  fehlen,  man  zu  der  Gleichung: 

/(Xp  X,  . . . * ) — *1  • • ' * • • 

It  19  19  ff  fl 

+ ~ ^ (*n  *1  • • • j) 

geführt  wird,  welche  auf  fthnliche  Weise  gelüst  werden  kann. 

6)  Grenzfklle  der  Wahrscheinlichkeit. 

Unter  GrenznUlen  sind  hier  solche  Ausdrücke  verstanden , gegen  welche  der 
Wahrscheinlichkeitsansdrnck  convergirt , wenn  Zähler  und  Nenner  sehr  gross 
werden. 

Bei  irgend  einem  Spiele  sei  p die  Wahrscheinlichkeit,  zu  gewinnen,  also  1— p 
die  zu  verlieren.  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  man  bei  n maliger  Wiederholung 
des  Spieles  smal  gewinne,  war  nach  Abschnitt  4): 


F=n^p'(l-p)’ 


n— * 


n! 


* /t  \n— s 

P (1-p) 

s!(»-s)! 


Sei  k der  grösste  Werth  von  V,  Vermindert  und  vermehrt  man  t um  Eins , so 
erhält  man  bezüglich: 


Es,  muss  also  sein : 
d.  h.: 


«— s 1— p 

Die  erstere  Ungleichheit  gibt: 
und  die  letztere : 
also: 


iL  — 1.  _ *P 

‘ p(fi— s+l^’  * 1— ps-f-l’ 

k>k^y  und  A>A„ 


s+1  P ^ P * 


p—1  «— s+l* 

s>(ii+l)p-l, 
s<(n+l)p, 


(«+l)p-l<s<(n+l)p, 

so  dass  $ die  grösste  in  (n-f'l)p  enthaltene  ganze  Zahl  ist.  Setzen  wir  also: 

S+»  = (fl+l)p, 

wo  t also  ein  echter  positiver  Bruch  ist,  so  kommt: 

„_»  + « , __w-s4-l-<  p *-f-e 

» + i*  n— s+l  — * 

Sind  s und  n — s sehr  gross,  so  hat  man  fast: 

P _ » 

1— p “ n—  i' 

Es  ist  also  dann  am  wahrscheinlichsten,  dass  sich  die  Anzahlen  der  Gewinn*  nnd 
Verlostspiele  wie  die  Wahrscheinlichkeiten  derselben  verhalten. 
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Findet  für  * = » die  höchste  Wahrscheinlichkeit  statt,  so  ist  diejenige,  welche 
der  Gewinnanzahl  s^h  entspricht: 

n! 

Vergleicht  man  den  Stirling’schen  Naherungswerth  für  Factoriellen  hiermit  (ver- 
gleiche den  Artikel ; Quadraturen,  Abschnitt  51) ; 


so  wird: 


n!  = c-"«”+iV2«, 

^ _/j  L ? 

ö^rC— +*)' 


,n  — s+4 


y2n  ' 


Man  kann  aber  setzen: 


nnd : 


Setzt  man  hierin: 


also: 


(i  M-  * 

k* 

A’ 

Vs) 

2s» 

3s»’ 

1 

Ä» 

A k 

1 

II 

1 

«• 

1 

>« 

e 

2s  6 

indem  wir  annehmon,  dass  Ä*  und  $ von  gleicher  Ordnung  seien,  — aber  ver- 
nachlässigen. 

Beihenentwickelnng  gibt  endlich: 


i-S 


und  ebenso : 


\ ^2»  6s«/’ 


(« — s+A)  *=e 


Setzen  wir  jetzt: 
so  wird : 


— A- 


A» 


2(a-s) 


(«-*)*”  

^ \ 2(«-s) 

^ 2 («-.)’/• 


* +s  j—  « 


«+1  n 

s — rt# 


a = 


n-f-r 

also  « eingeschlosscn  sein  in  die  Grenzen: 


DIgltized  by  Google 
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and 


n—  $ 


n+1  n+l’ 

also  kleiner  als  Eins  sein,  vom  Zeichen  abgesehen.  Auch  ist : 

n—s  + a 


l-p  = 


n 


und  somit: 


1 . I \fi  — s+A 

p‘-  * (1-  p)"-* + * = 


n 


n 


wns  wie  oben  gezeigt  wird.  Es  ist  somit: 

nA* 


n!  + ^ _ Vne  2»(»-Q 

(i  — A)1  (n  — *+A)l 


^ ' /.  . nah  A(fi  — 2s) 

Vny(2s[n  — sj)  \ i(fi  — i)  2s(n  — 5) 

A*  AJ  \ 

6i>  ^ 6(n  — s)>r 


Sucht  man  den  Aasdrack,  der  der  Gewinnzabl  s+A  entspricht,  so  ist  A ne- 
gativ zu  nehmen.  Wenn  man  die  entsprechenden  beiden  Glieder  addirt,  so  erhält 
man  die  Summe: 


n A* 


2Vn 


2s  (n  — s) 


»-V-IVC2»  [»-•])'  ■'  • 

Die  Summe  dieser  Ausdrücke  von  A=0  bis  A = A — 1 lässt  sich,  da  jedes  Glied 
y als  verschwindend  klein  zu  betrachten  ist,  mit  einem  Integrale  vergleichen. 

Man  kann  nämlich  betrachten  ^ ydh  als  einen  ebenen  Flächeninhalt,  unter  A die 

Abscissc,  unter  y die  Ordinate  verstanden.  Dieses  Integral  ist  aber  näherungs- 
weise  gleich  der  Summe  der  Flächeninhalte  der  darin  enthaltenen  Trapeze , und 
da  die  Diilerenz  zweier  auf  einander  folgender  A hier  1 ist , so  ergibt  sich  dafür : 


/ 


ydhz:£y-\-\y  — \ Y, 


wo  y dem  Werthe  A selbst  entspricht,  Y auf  A = 0 geht.  Dieser  Ausdruck  ^ Y 
verschwindet  hier  aber,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  alle  A zweimal  (positiv  und 
negativ),  A = 0 aber  nur  einmal  vorkommt,'  also : 

ph 

. -y  = / ydh  — ^y. 

Setzen  wir  Jetzt: 

A \n 


so  kommt: 


Es  war  nun: 


/2s(n— 5)’ 

\,2y^^  e“'«  dt+  . 

0 yn  v'2i(n  — s) 


i = nj3+«r, 


wo  R kleiner  als  1 ist,  also: 


i+A  a+A  R < )/25  (n  — s) 
r~=~H ttt: — ' ' 


n n n ' « V« . 

Der  Werth  von  2y  drückt  also  die  Wahrscheinlichkeit  aus,  dass  der  Unterschied 
zwischen  dem  Verhältnisse  der  Anzahl  der  Gewinnfälle  zur  Gesammtanzahl  der 
Fälle  zur  Wahrscheinlichkeit  des  Gewinnes  Uberfaiiaopt  in  den  Grenzen  t 
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< V2i(n  — 5)  ^ a ^ ^ 
n\n  n 


enthalten  sei. 

Der  Ausdruck 


/' 

^ 0 


e dt 


nähert  sich  mit  wachsendem  t sehr  schnell  der 


constanten 


Grenze 


Denkt  man  sich  also  das  obige  Intervall  A unveränder- 


lich, so  wird  der  Ausdruck  t fortwährend  wachsen,  und  Zy  sich  also  der  Einheit 
sehr  schnell  nähern.  Ist  dagegen  t veränderlich,  so  wird  Zy  sich  nur  sehr  wenig 
ändern,  dagegen  wird  das  Intervall  A immer  kleiner  und  endlich  gleich  Noll. 

La  Place  nimmt  folgendes  Beispiel: 

Angenommen  unter  35  Geburten  seien  17  Knaben,  und  cs  werden  in  einem 
Jahre  14000  Kinder  geboren.  Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  nicht 
mehr  als  7363  Knaben  und  nicht  weniger  als  7037  darunter  sind. 

Mao  hat  * 


p = J|,  5 = 7200,  « — 5 =6800,  « = 14000,  ä = 163. 

Formel  1)  gibt  dann  0,994303  für  diese  Wahrscheinlichkeit. 

Weiss  man,  wie  viel  Gewinnfälle  unter  den  » stattfanden,  so  gibt  Formel  1) 
die  Wahrscheinlichkeit , dass  p in  gegebenen  Grenzen  liegt.  Denn  sei  diese  An- 
zahl 5-|-Ä  = a,  so  gibt  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  — — p in  den  Grenzen  A 

n 

enthalten  ist,  d.  h.  dass  p in  den  Grenzen: 

iL  _ ü.  + ^ 

n n — « y« 

liegt 

Nähorongsweise  kann  man  für  s hier  a setzen  und  — vernachlässigen,  so  dass 

fl 

diese  Grenzen  sind : 

ff  ^ * V^2(t(«  — fl) 

« "^  n y« 

In  1)  ist  dann  ebenfalls  5 mit  a zu  vertauschen. 

7)  Ueb er  moralische  Hoffnung. 

Die  mathematische  Hoffnung  hängt,  wie  wir  gesehen  haben,  nur  von  der  er- 
warteten Summe  und  der  Wahrscheinlichkeit,  sie  zu  erlangen,  ab.  Es  lässt  sich 
nicht  leugnen , dass  dies  mit  dem , was  wir  gewöhnlich  Hoffnung  nennen , nicht 
völlig  übcrcinstimmt. 

Der  Werth  eines  erwarteten  Thalers  ist  nämlich  offenbar  für  denjenigen  ge- 
ringer , der  7000  Thaler  besitzt,  als  für  den,  der  nur  einen  Thalcr  besitzt.  Wie 
gross  dieser  Unterschied  ist,  darüber  ist  cs  schwer,  zu  einem  präcisen  Resultat  zu 
kommen.  Am  einfachsten  ist  es  wohl,  anzunehmen,  dass  dieser  Werth  dem 
schon  vorhandenen  Vermögen  umgekehrt  proportional  sei.  Diesen  subjcctiven 
Werth  einer  erwarteten  Summe  nennt  man  moralische  Hoffnung.  Die  eben  ge- 
gebene Regel  aber  gilt  nur  für  unendlich  kleine  Summen , da  jede  Zunahme  ja 
dos  schon  vorhandene  Vermögen  ändert.  Ist  sonach  das  Vermögen  x,  der  er- 

A4/ 

wartete  Gewinn  dx,  so  ist  die  moralische  Hoffnung  — wenn  k eine  Constante 

X 

ist.  Soll  also  das  Vermögen  Xg  bis  zum  Betrage  x steicen,  so  ist  die  moralische 
Hoffnnng : 


und  somit: 


H=i:Ogar  — lgx,). 
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Unter  vorhandenem  Vermögen • sind  natOrlich  hier  alle  Hülfsquellen  verstanden, 
Arbeitskraft,  selbst  zu  erlangende  Unterstützung  u.  s.  w. , so  dass  niemals 
gleich  Null  sein  kann. 

Es  ist  hier  vorausgesetzt,  dass  die  Wahrscheinlichkeit,  die  Summe  zu  erlan* 
gen,  gleich  1 sei.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  ist  A noch  mit  der  Wahrschein- 
lichkeit sn  mnltipliciren. 

Wenn  Jemand,  dessen  Vermögen  ist,  eine  Summe  | gewiss  zu  erwarten 
hat,  statt  dessen  aber  mehrere  ungewisse  a,  ß,  y . . . wählen  kann,  deren  Wahr- 
scheinlichkeit bezüglich  p,  q,  r . . . ist,  so  dass  + * =1  ist,  so  ist 

die  moralische  Hoffnung  für  den  ersten  Gewinn: 

und  für  den  zweiten: 

lg  (-Po +/*)+»•  iß(^o+y)+  . . . -Ig-foh 
Damit  beide  gleich  seien,  ist  also  zu  setzen: 

*o+f=(afo+«)^  • • • 

Diese  Grösse  | nennen  wir  moralischen  Vortheil. 

Die  Summe  dagegen,  deren  mathematische  Hoffnung  der  des  zweifelhaften 
Gewinnes  gleich  ist,  ergibt  sich: 

V=pa+g  ß + ry+  . . . 

Es  folgt  hieraus,  dass  bei  einem  vollständig  gleichen  Spiele  unter  zwei  Spielern 
der  Spieler  in  Bezug  auf  die  moralische  Hoffnung  immer  im  Nachtheile  ist.  Denn 
ist  /n  der  Einsatz,  p die  Wahrscheinlichkeit,  zu  gewinnen,  so  ist  pu  die  Hoffnung 
des  ersten,  die  des  Gegenspielers  (1— Sei  1 — p die  des  Gegenspielers, 
und  (1  — p)/j  seine  mathematische  Hoffnung  zu  gewinnen.  Setzt  dieser  also  y, 
so  ist  py  die  Hoffnung  des  ersten  Spielers,  und  es  muss  py=z(l  — p)fi  sein, 
damit  Gleichheit  statttinde.  Die  moralische  Hoffnung  des  ersten  Spielers  beim 
Gewinne  ist  also  nach  dem  Obigen  gleich: 

^/»[lg(*o  + *')— lga^o]  = *P[lg*o+-^^— — lg*o]. 
die  des  Verlustes: 


* (1 — P)  Hg  (x,  — /i)  — lg  X J = A ( l -p)lgx. 

f ist  hier  =0,  da  die  moralische  Hoffnung  mit  der  verglichen  werden  soll,  welche 
dem  Falle,  wo  gar  nicht  gespielt  wird,  entspricht.  Wären  beide  gleich,  so  müssten 
also  gleich  sein : 


oder: 


IgXo  nnd  + 


X,  und  ^ 


Der  Ausdruck  rechts  aber  ist ; 

Xo 


\ p xj  \ xj 


P 


Dieser  Ausdruck  ist  gleich  x,  für  ^ = 0. 

Der  Diffcrenzialqnotient  nach  /n  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  immer  negativ.  Der 
Ausdruck  nimmt  also  mit  wachsendem  ft  ab,  und  ist  daher  derselbe  kleiner  als 
x^,  also  die  moralische  Hoffnung  geringer,  als  beim  Nichtspielen. 

Vergleichen  wir  jetzt  die  beiden  Verhältnisse,  wo  Jemand  sein  Besitzthum 
einer  Gefahr,  mit  der,  wo  er  es  in  Theilcn  verschiedenen  Gefahren  aussetzt.  Sei 
z.  B.  die  Summe  i einem  Schiffe  anvertraut , x^  das  Vermögen  des  Besitzers, 
und  p die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  Schiff  von  ähnlicher  Beschaffenheit  glück- 
lich ankomme,  so  ist  die  moralische  Hoffnnng: 

* P (lg  [*•  (1+0]  - lg  X,)  =*  kp  lg  (1  + 0, 
und  der  moralische  Vortheil  ergibt  sich: 
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also: 


Der  Ausdruck  rechts  aber  ist  kleiner  als  der  mathematische  Vortheil  (mathema« 

tische  Hoffnung)  x^pt,  denn  der  Ausdruck  (1+-*)^— 1— ps  ist  Null  fllr  «=0, 

und  der  Differenzialquotient  nach  s,  d.  h.  + — 1)  »at  immer  negativ, 

da  p ein  echter  Bruch  ist,  also: 


Werde  jetzt  die  Summe  « in  r Thoilo  getheilt  und  r Schiffen  übergeben, 

so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  alle  Schiffe  ankommen,  p , dass  alle  bis  auf 

eins  ankommen  rp  (1— p)  **•  s-  w,  (vergleiche  den  vorigen  Abschnitt),  das 

Vermögen  des  Kaufmanns  aber  wird  in  jedem  dieser  Fälle  werden : 


(1+0» 


•> 


also  die  moralische  Hoffnung: 

«=*(,’'lg(l+,)+r(.’'“‘  (1-p)  'e(l+ 

+rap’’“*  (1-p)’  lg  (l+  »)+  • • 

Zieht  man  davon  die  obige  moralische  Hoffnung  A:plg(l+0  so  iat  die  Diffe- 
renz Null  für  * = 0. 

Setzt  man: 


A:plg(l+0=*P(P  + 1— P)^  ^lg(l+0  = ^P[P*^  'lg(l+0 

+ (r_l)p’—-  (l-p)lg(l  + 0+(r-l),p^“'  (1  -P)*  lg (1  + 0 + 

und  differenziirt  die  Differenz  nach  $,  so  kommt: 


kp 


(' 


r — 1 


r — 1 


1+s  1+« 


+(r-i)p’— *(i-p) 


(r-l)  (r-2).r-2 
1-2 


. •] 


ein  Ausdruck,  der  positiv  ist,  so  dass  also  die  obige  Differenz  von  s = 0 immer 
znnimmt.  Es  ist  also  die  moralische  Hoffnung  bei  der  Vertheilung  der  Somme 
grösser,  als  wenn  sie  ungetheilt  der  Gefahr  ausgesetzt  wird. 

Es  lässt  sich  aber  auch  zeigen,  dass  mit  der  Zunahme  von  r der  moralische 
Vortheil  znnimmt  und  sich  dem  mathematischen  x^pe  bis  auf  jede  Grenze  nähert. 
Zn  dem  Ende  bringen  wir  den  Ausdruck  für  die  mathematische  Hoffnung  H in 
die  Form  eines  bestimmten  Integrals.  Man  hat  zunächst: 


H=kp‘x'  'rp'-‘  '(1-P)*lg(n-+-*.) 

J=0  \ r / 


Non  ist.  bekanntlich  ; 


*=r=i 
= kp  J / (r  — 1)  p 
* = 0 0 

/CD  1 

0 « 


— 5-1  (1-p)* 


dt. 


also: 
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1 + 


1 ^ r® 

r — s J 0 


dx  dt 


H=kf  r r'^ X(r-l)/-‘-'({-T)’  ‘ •• 

f ^ ^ yi— p\l~*  // 

Der  Ausdruck  unter  dem  Doppclintegral  nimmt  ab  zwischen  * = 0 und  x = oo, 
der  DifTercnzialquoticnt  ist  nämlich,  wie  leicht  zu  sehen,  negativ.  Theilen  wir 
das  Integral  nach,  x in  zwei  Tbeile : 

/<r  /»+0O 

+ / . 1 

0 «'ff 

wo  a zunimmt,  aber  gegen  r nur  klein  sein  soll,  und  betrachten  wir  zunächst  den 
leuten  Theil.  Ihm  entspricht  von  //  der  Theil: 

I 


pk 


dxdt. 


Integriren  wir  zuerst  nach  c,  so  erhält  man : 


WO  V ein  echter  positiver  Bruch  ist.  Das  Argument,  und  somit  das  ganze  Inte- 
gral aber  nähert  sich  mit  wachsendem  a der  Null. 

Es  ist  also  für  wachsendes  r zu  setzen; 


dxdfy 


wo  a gegen  r verschwindend  klein  ist.  Der  Ausdruck  unter  dem  Doppelintegral 
wird  dann  : 


— X 


also  wenn  man  nach  x integrirt,  so  kommt : 


H=pk/ 

f 


d$i 


• = klg  (1-I-pO- 


0 1+P* 

Der  entsprechende  moralische  Vortheil  sei  {,  so  ist:  ‘ 

tl8^=*lg(l+p0.  ■ ' ' 

also  { = x„ps,  also  dem  mathematischen  Vortheile  in  der  That  gleich. 

Es  soll  mit  Hülfe  dieser  Betrachtungen  noch  gezeigt  werden , dass  sich  bei 
Versicherungen  der  moralische  Vortheil  der  Kasse  mit  dem  des  Versicherten  ver- 
einen lasse. 

Sei  ein  Theil  x^t  des  Vermögens  irgend  einer  Gefahr  unterworfen,  und  p 
die  Wahrscheinlichkeit  der  Rettung.  Damit  zwischen  den  mathematischen  Vor- 
theilen der  Kasse  und  des  Versicherten  Gleichheit  herrsche,'  muss  die  Versiche- 
rungs-Summe dann  (1  — p)x,c  betragen.  Die  moralische  Hoffnung  der  unver- 
sicherten Summe  ist  dann:  ‘ • t-  i,  i--'  — 


Dlgilized  by  Google 
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*plg(l+»X 

und  bei  der  Versicherung: 

*lg  (1+pO- 

Da  aber,  wie  oben  gezeigt: 

(1  <H-p« 

ist,  so  ist  der  letztere  Ausdruck  der 
grössere.  Wird  nun  vorausgesetzt,  dass 
die  Versicherungs- Summe,  wie  dies  ja 
immer  der  Fall  ist,  grösser  als  (1—  < 

sei,  und  zwar  um  aXg,  so  ist  die  Grenze, 
wo  die  Versicherung  aufbört,  vortheilhaft 
zu  sein,  gegeben  durch  die  Gleichung: 

lg  (1—  a-HpO  = P lg (1+0. 

also: 

« = l+ps—  (1+#/. 

8)  Ueber  die  Begründung  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Die  Theorie  der  moralischen  Hoffnung 
gab  Daniel  Bernoulli  bei  Gelegenheit  eines 
mit  ziemlicher  Erbitterung  von  ihm  und 
d’^Alembert  geführten  Streites  Uber  die  Be- 
gründung der  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung. Der  Letztere  stellte  n&mlich  (Opuscu- 
Us  tnatkänatiques  und  MSlanges  de  iitera- 
ture  etc.)  die  Behauptung  auf,  dass  die 
mathematische  Wahrscheinlichkeit  nicht 
völlig  mit  der  in  der  Natur  vorkommen- 
den, oder,  wie  sich  d’Alerobert  ausdrückt, 
der  physischen  Wahrscheinlichkeit  über- 
einstimmt. Die  letztere  n&mlich  soll, 
wie  er  behauptet,  darin  sich  unterschei- 
den , dass  eine  besonders  grosse  Regel- 
mässigkeit in  den  Verbindungen  über- 
haupt physisch  unmöglich  sei , während 
sie  die  Rechnung  eben  nur  als  sehr  un- 
wahrscheinlich ergebe.  So  z.  B.  ist  der 
Rechnung  nach  die  Wahrscheinlichkeit, 
100  mal  hinter  einander  mit  einem  Wür- 
fel 6 zu  werfen , = -.V- , nach  d’ Alem- 

bert  aber  kann  dies  in  der  Natur  über- 
haupt nicht  Vorkommen , ohne  dass  er 
sich  jedoch  getraut,  diese  Grenze  hier 
zu  bestimmen.  Um  dies  zu  zeigen,  be- 
trachtet er  folgenden  Fall. 

Zwei  Personen,  Peter  und  Paul,  spie- 
len das  bekannte  Spiel:  Schrift  oder 
Bild,  d.  h.  Pnul  wirft  ein  Geldstück  zu 
wiederholten  Malen  und  so  lange,  bis 
die  Bildseite  oben  liegt.  Die  Bedingun- 
gen aber  sind  folgende  : Wirft  Paul  beim 
ersten  Male  das  Bild , so  erhält  er  von 
Peter  einen  Franc,  wirft  er  es  erst  beim 
zweiten  Male  2 Francs,  beim  dritten  4, 
beim  vierten  8 u.  s.  w.,  also  wenn  das 
Bild  erst  beim  n ten  Male  erscheint, 

2**““  * Fiancs,  wo  also  n jede  beliebige 


Grösse  haben  kann.  Die  Frage  ist,  wel- 
chen Vortheil  (Hoffnung)  hat  Paul  hier- 
bei, d.  h.  welche  Summe  muss  er  gegen- 
setzen. 

Nehmen  wir  zunächst  au,  dass  das 
Spiel  nur  bis  zu  irgeud  einem,  dem 
n ten  Wurfe  fortgesetzt  werden  soll,  der- 
art, dass  wenn  bei  diesem  noch  nicht 
das  Bild  erschienen  ist,  das  Spiel  auf- 
hört, und  Paul  gar  nichts  erhält. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  beim  ersten 
Male  das  Bild  zu  treffen,  ist  die  beim 
ersten  Male  nicht  wohl  aber  beim  zwei- 
ten die  zwei  ersten  Male  nicht  wohl 
aber  beim  dritten  ^ u.  s.  w.  Diese 
Zahlen  mit  den  entsprechenden  Gewin- 
nen multiplicirend  erhalten  wir: 

• 1+^  * 2+^  • 2»+  . . . 

-I-  — 2**  ^ = -^  Francs. 

2**  2 

Dies  ist  also  Pauls  Einsatz,  und  der- 
selbe wird  unendlich  gross,  wenn  n un- 
endlich ist,  d.  h.  das  Spiel  so  lange  fort- 
gesetzt werden  soll,  bis  das  Bild  fällt. 
Wer,  fragt  nun  d’Alembcrt,  wird  aber 
bei  einem  solchen  Spiele  auch  nur  1000 
Francs  auf  diese  Wahrscheinlichkeiten 
hin  setzen.  Er  findet  nun  den  Grund 
von  diesem  richtig  vorausgesetzten  all- 
gemeinen Widerwillen  gegen  einen  sol- 
chen Einsatz  darin,  dass  sehr  viel  Bild- 
würfo  hinter  einander,  setzen  wir  etwa 
20,  überhaupt  unmöglich  sind.  Im  letz- 
teren Falle  würde  dann  allerdings  der 
Einsatz  nur: 

• 1+^*2+  . . . +277  2‘* 

= Francs 

betragen  dürfen , ein  Einsatz , für  den 
sich  allerdings  wohl  eher  Liebhaber  fin- 
den möchten.  — Hätte  aber  d’Alembert 
Recht,  so  würden  auch  diejenigen  Pha- 
raospieler  Recht  haben , welche  eine 
Karte,  die  19 mal  verloren  hat,  augen- 
blicklich hoch  besetzen,  in  der  Ueber- 
zeugung,  dass  sie  nun  endlich  gewinnen 
müsse,  während  die  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung hier  die  Wahrscheinlichkeit 
gleich  Y,  also  ganz  wie  immer,  ergibt. 

Daniel  Bernoulli  zeigt  non , dass  der 
Kern  der  Frage  nicht  in  dem  Unter- 
schiede zwischen  mathematischer  und 
physischer  Wahrscheinlichkeit,  sondern 
in  dem  zwisdien  mathematischem  und 
moralischem  Vortheile  (Hoffnung)  liege. 
Ein  Vortheil  von  zehn  Millionen  ist 
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zwar  dem  Geldwerth  nach  geringer  als  ein  solcher  ron  20  Millionen;  ein  einzel- 
ner Mensch  von  geringem  Vermögen  wird  aber  beide  moralisch  für  gleich  er- 
achten. In  der  That  ist  der  Unterschied  der  moralischen  Hoffnangen,  wenn  man 
das  vorhandene  Vermögen  gegen  zehn  Millionen  vernachlässigt: 


*(lg2 


lg  10000000)  = * lg  2, 


also  jedenfalls  gegen  * lg  10000000  sehr  gering.  Der  Kern  der  Frage  liegt  also 
darin  , dass  di:  hohen  möglichen  aber  sehr  unwahrscheinlichen  Treffer  bei  dem 
betrachteten  Spiele  keinen  entsprechenden  moralischen  Vortheil  gewähren,  dass 
überhaupt,  wie  im  vorigen  Abschnitte  gezeigt  wurde,  bei  Spielen  nur  dann  ein 
mit  dem  mathematischen  Vortheile  übereinstimmender  moralischer  sUtthndet,  wenn 
der  Einsatz  gegen  das  vorhandene  Vermögen  gering  ist,  was  allerdings  eine  be- 
kannte Klugheits-  und  Moralitätsregcl  ergibt.  Wollte  man  hiernach  nach  der 
Theorie  der  moralischen  Hoffnung  den  Einsatz  für  das  besprochene  Spiel  berech- 
nen , so  erhielte  man  in  der  That  einen  endlichen  Einsatz.  Wenn  x das  vor- 
handene Vermögen,  um  den  Einsatz  vermindert,  ist,  so  sind  die  Hoffnangen  be- 
züglich für  jeden  Wurf: 

*lg(x+l),  *lg(x-l-2),  Alg(z-f2‘)  . . . — ilgx, 

und  die  Summe  derselben,  bezüglich  mit  den  entsprechenden  Wahrscheinlichkeiten 
multiplicirt: 

-|lg(*+l)+^lg(jr+2)+ilg(*+2»)+  . . . -*lgx 


= * lg  lV(x+l)  #(x+2)  f(x+4)  . . J . 

dies  muss  gleich  der  moralischen  Hoffnung  sein,  den  gethanen  Einsatz  y znrück- 
zugewinnen,  und  diese  ist: 

Älg(»-f-y)  — Älgx, 

so  dass  man  hat: 

(x-fy)  = (x-t-l)i(x-f2)*(x-f4)^  . . . 

Dass  dies  Product  rechts  eine  endliche  Grösse  bildet,  zeigt  sich  daraus,  dass  der 
Logarithmus  desselben  eine  convergente  Reihe  ist.  Das  nte  Glied  derselben  ist 
offenbar : 

i|g(x+2"“'). 

2* 


Der  Quotient  dos  nten  durchs  n — Ite  also: 

2"~‘  lg(x-H2"~  *) 

2"  lg(x+2") 

und  da  nir  wachsendes  n man  x vernachlässigen  kann: 

1 n — 1 

2 n ’ 

ein  Ausdruck,  der  kleiner  als  Eins  ist,  was  bekanntlich  die  Convergenz  der  obigen 
Reibe  bedingt. 

Setzt  man  z.  B.  für  den  Grenzfall  x = 0,  so  ergibt  sich: 

y = 2*  • 2^  • 2'*^  . . . ‘ * 

Nimmt  man  nun  von  dem  Ausdrucke: 

/■(o)s=l-f-o4-o*-t-  . . . ^ 


wo  er  ein  echter  Bruch  ist,  den  Differenzialquotienten : 

r(«)  = l+2a-f3a*+  . . . = ^ „yy 


und  setzt  a = ^,  so  ergibt  sich: 
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y_2T  (!+!+{+  • • .)-2^*'^=2, 

für  x = oo  dagegen  folgt: 

— ar  = x—  X, 

also  in  diesem  Falle  wäre  sogar  jeder 
Einsatz  za  hoch. 

9)  Historisches. 

Die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  ist 
namentlich  in  Bezog  aaf  Spiele  seit  lan> 
ger  Zeit  angewandt  worden , aber  erst 
Fermat  und  Pascal  (Mitte  des  17.  Jahr- 
hunderts) haben  allgemeine  Principien 
gegeben.  Das  Theilungsproblem  stammt 
aus  einem  Schriftwechsel  dieser  beiden 
Mathematiker.  Eine  Abhandlung  über 
diesen  Gegenstand  gab  Huyghens  unter 
dem  Titel;  Traclalut  de  ralocinüs  in 
ludo  ahne  1658.  Sehr  erweitert  wurde 
diese  Wissenschaft  durch  Jakob  Ber- 
nonlli’s  Schrift:  Ars  conjectandi  (erschie- 
nen 1706,  sieben  Jahre  nach  des  Ver- 
fassers Tode). 

Montmort  schrieb:  Essai  sur  les  jeux 
de  hasard , Moivro  ein  ähnliches  Werk, 
das  1711  in  den  Philosophical  Irans- 
actioHs  erschien.  Deparcienx,  Kerse- 
boom,  Siissmilch  und  Andere  wandten 
die  Wahrscheinlichkeit  auf  Lebensdauer 
an.  Die  Theorie  der  moralischen  Ho£f- 
nnng.  gab  Daniel  Bernoulli  bei  Gelegen- 
heit nnd  zur  Lösung  eines  Paradoxons, 
dessen  hier  Erwähnung  gethan  ist.  Haupt- 
werk für  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
ist:  La  Place,  Theorie  analyligue  des 
probalites,  sowohl  wegen  der  vielen  An- 
wendungen, als  der  analytischen  Prin- 
zipien. Namentlich  die  darin  enthalte- 
nen Naherungswerthe  für  Grenzfälle  sind 
wichtig,  wenn  anch  die  dazu  führenden 
Methoden  nicht  als  vollkommen  scharf 
anzusehen  sind. 

In  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
gehört  auch  die  Ermittelung  der  wahr- 
scheinlichsten Resultate  aus  vielfachen 
Versuchen,  d.  h.  die  Methode  der  klein- 
sten Quadrate  (vergleiche  den  entsprechen- 
den Artikel),  welche  von  Gauss  her- 
rühn. 

Von  neueren  Werken  erwähnen  wir: 
Hagcn’s  Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Walze. 

Gleichbedeutend  mit  Cylindor  und 
Welle  (vergleiche  Rad). 

Wasser. 

Siehe  Hydrostatik  und  Hydraulik. 


Wasserdampf. 

Siehe  Wärme. 

Wasserrad,  verticales  (Maschinen* 
lehre). 

1)  Zweck  und  Einrichtung  der 
Wasserräder. 

Das  Wasserrad  ist  ein  Rad  an  der 
Welle,  welches  durch  das  Gewicht  des 
auffallenden,  oder  durch  den  Druck  des 
zuströmenden  Wassers  in  Bewegung  ge- 
setzt wird , und  so  die  ihm  ertheilte  le- 
bendige Kraft  an  Arbeitsmaschinen  über- 
trägt. — Die  Wasserräder  werden  zu- 
nächst in  horizontale  (mit  verticaler  Axe) 
und  vcrticale  (mit  horizontaler  Axe)  ge- 
theilt.'  Von  den  erstcren  wird  der  fol- 
gende Artikel  handeln. 

Die  verticalcn  Räder  thcilt  man  ein 
in  oberschlächtigc , roittelschlächtigc  und 
untcrschrächtigc,  je  nachdem  das  Wasser 
zunächst  den  oberen,  mittleren  oder  un- 
teren Theil  der  Radperipherie  trifft.  Zu- 
weilen unterscheidet  man  auch  rücken- 
schlächtigc,  w'o  das  Wasser  zwischen 
dem  höchsten  Punkte  und  der  Mitte  auf- 
schlägt. Poncclcträder  sind  solche,  wo 
das  Wasser  au  krummen  Flächen  auf- 
und  absteigt,  also  nicht  durch  plötzlichen 
Stoss  einwirkt.  Die  unterschlächtigen 
sind  entweder  frei,  wie  z.  B.  die  Schiff- 
raöhlcnräder,  oder  in  Gerinnen,  graden 
oder  kreisförmigen  (Kropfgerinnen),  cin- 
gcschlossen,  auch  mittelschlächtige  haben 
zuweilen  Kropfgerinne. 

Die  Wasserräder  haben  eine  kölzerne 
oder  eiserne  Welle,  zwei  Kränze  von 
gleichem  Durchmesser,  selten  einen  oder 
mehr  als  zwei,  durch  Arme  mit  der  Welle 
verbunden;  zwischen  den  Kränzen  be- 
finden sich  die  Schaufeln,  auf  welche 
das  Wasser  anschlägt;  zuweilen  sind  die 
Kränze  nach  dem  Innern  zu  durch  einen 
Boden  verbunden,  welche  mit  den  Schau- 
feln wasserhaltende  Träger  oder  Zellen 
bilden , wenn  die  Schaufeln  mehr  tan- 
gential oder  radial  gerichtet  sind.  Man 
unterscheidet  daher  noch  Schaufelräder 
mit  mehr  radial , und  Zellcnräder  mit 
mehr  tangential  gestellten  Schaufeln. 
Zellenräder  werden  als  oberschlächtige, 
zuweilen  auch  mittelschlächtige  .Räder 
angewandt. 

Die  Räder  können  von  Holz  oder  Eisen 
sein,  oder  aus  beiden  Stoffen  bestehen. 
Hölzerne  Räder  sind  entweder  Sattel- 
räder, bei  welcher  die  Arme  die  vier- 
kantige Welle  umfassen,  oder  Sternräder, 
wo  die  Arme  in  der  durchlöcherten  Welle 
stecken.  Letztere  Construction  ist  sel- 
ten und  weniger  zweckmässig. 
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Bei  hohen  Rädern  sind  in  die  Ann- 
gcviere  noch  andere  sogenannte  Hclfarme 
eingesetzt.  Bei  eisernen  Rädern  sind  die 
Arme  durch  Schrauben  an  eine  Sclieibe 
oder  Rosette  befestigt,  welche  auf  der 
Welle  sitzt.  Sind  die  Kränze  hier  sehr 
weit  aus  einander,  so  kommt  noch  ein 
dritter  dazwischen. 

Hier  sind  auch  Schaufeln  von  Eisen- 
blech zweckmässig,  welche  mittels  Schrau- 
ben anf  Rippen  sitzen,  welche  an  die 
inneren  Kranzflächen  angegossen  sind. 

2)  Construction  oberschläch- 
tiger  Räd  e r. 

Sei  h das  Totalgclälle  des  wirkenden 
Wassers,  so  muss  zunächst  das  Wasser, 
welches  die  Geschwindigkeit  c haben  soll, 
ans  einer  gewissen  Höhe  aufs  Rad 
stQrzcn,  so  dass  man  hat: 

2g  A,  =c», 

ist  A,  das  Radgefälle,  so  hat  man  dann: 


woraus  sich  ergibt: 

^ _A- 0.000193  (il  wo)» 
l-f-cos# 

Ans  dieser  für  a (quadratischen  Gleichung 
berechnet  man  annäherungsweise : 

A (1-0,000048 (Au)»  A) 

1 -j-  cos  a-  ’ 

Hohen  Rädern  gibt  man  bis  10  Fass 
Umfangsgeschwindigkeit,  kleinen  nicht 
unter  2\. 

Die  Kranzbreitc  (Radtiefe)  beträgt 
10  bis  12  Zoll,  selten  darüber.  Ist  e 
jetzt  die  Radwoite  und  d die  Kranz- 
weite, so  ist  de  der  Querschnitt  des  von 
Kranz  und  Boden  gebildeten  ringförmi- 
gen Raumes,  und  dev  der  Fassungsraum 
für  die  iu  der  Secunde  eintretende  Was- 
sermenge. Da  die  RadzcIIen  aber  klei- 
ner sind,  so  mnss  man,  wenn  Q das 
Aufschlagsquantum  in  der  Secunde  ist, 
setzen : 


A.  = A— A^  = A— Q = tdev,  f<l. 

^ ^ ^ Gewöhnlich  nimmt  man  ( = i bis  i,  und 

indess  geht  ein  Theil  der  lebendigen  man  hat: 

Kraft  bei  der  Uebertragung  verloren,  Q n qqo  n 

wenigstens  6 Procent,  nehmen  wir  hier  e = — - oder  = — 

10  an,  so  ist : e u da  - j » 


uad 


zu  setzen,  also: 


Wenn  der  Radius  der  Eintrittsstelle  des 
Wassers  mit  dem  Radius  am  Scheitel 
des  Rades  den  Winkel  ^ macht,  und  a 
der  Radius  des  Rades  ist,  so  hat  man 
offenbar : 

A,  = a(l  + cos  &), 

h-h, 

^~1-1-C08  9’ 

Sei  jetzt  v die  Umfangsgesekwindigkeit 
des  Rades,  das  Verhältniss  A = — heisst 

t 

dann  Geschwindigkeitacoefficient.  Ist  u 
ferner  die  Anzahl  der  Umdrehungen  in 
der  Minute  (während  c und  « auf  die 
Secunde  bezogen  sind),  so  hat  man: 

nau  = öOv  = -7-, 
k 

also: 

u = 0,1047  ua, 

and ; 

/I  , n\  f *1»  1 /A  n flu\* 

«d  + C«. 


wenn  man  <=i  nimmt. 

Die  Schaufelzahl  ist  aus  dem 
Grunde  gross  zu  nehmen,  weil  eine  klei- 
nere Wassermenge  auch  länger  beharrt. 
Indess  darf  wegen  der  Dicke  der  Schau- 
feln, und  aus  dem  Grunde,  dass  keine 
in  den  Fnssungsraum  der  andern  tritt, 
diese  Zahl  nicht  zu  gross  werden;  bei 
dünnen  eisernen  Schaufeln  kann  sie  grösser 
als  bei  hölzernen  sein.  Gewöhnlich 
nimmt  man  die  Schaufelzahl  n gleich 
8 a oder  6 a an.  Der  Theilwinkel 
360» 

ff-  = zeigt  den  Winkelraum  jeder 
Schaufel  an. 

Die  Form  derSchaufeln  ist  von 
der  grö-sten  Wichtigkeit;  sie  muss  so 
sein,  dass  das  Wasser  ungehindert  in  die 
Zelle  tritt,  und  darin  so  lange  als  mög- 
lich beim  Heruntersteigen  zurückgebal- 
ten  wird. 

Es  kommt  hierbei  zunächst  (Fig.  158) 
anf  den  Winkel  BAT=ß  an,  welchen 
das  Schanfelcnde  «nit  dem  Radumfange 
macht  (Eintrittswinkel);  er  ergänzt  den 
Winkel  BÄC  zwiscdien  ^dius  und  Schau- 
felendc  (Deck-  oder  Deckungswinkel)  zu 
einem  Rechten.  Wenn  das  Schaufelcnde 
AB  horizontal  ist,  so  bildet  es  keine 
'Seitenwand  mehr,  und  der  Fassungsraum 
der  Zelle  wird  gleich  Null;  dann  ist 
Punkt  A nm  Winkel  ACF=ß  von  der 
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Fig.  158. 


tiefsten  Stelle  entfernt,  und  cs  muss  da- 
her möglichst  klein  sein. 

Diese  Kleinheit  findet  jedoch  ihre 
Grenze  in  dem  Umstande,  dass  der 
Zellenqaerschnitt  AE  eine  gewisse  Grösse 
haben  muss.  Es  kommt  auch  die  Form 
des  übrigen  Theils  der  Schaufel  in  Be- 
tracht, und  aus  diesem  Grunde  sind 
ebene  Schaufeln  unzweckmässig. 

nölzcrne  Schaufeln  lässt  man  gewöhn- 
lich ans  zw’ci  ebenen  Theilen  AB  und 
BD  bestehen,  die  einen  stumpfen  Win- 
kel machen , der  äussere  Tbeil  ist  die 
Stoss-  oder  Setzschaufcl,  der  innere,  wel- 
cher radial  ist  (zuweilen  senkrecht  gegen 
den  ersten) , die  Kropfschaufel.  Die 
Schaufclthcilo  stossen  in  einem  Kreise, 
Theilkreis  genannt,  zusammen.  Dieser 
ist  bei  kleinen  Eintrittswinkcln  in  der 
Mitte  der  Kränze,  bei  grösseren  nimmt 
er  I der  Kranzbreite  vom  äusseren  ein. 

Am  einfachsten  lässt  man  die  Stoss- 
Bchaufel  AB  von  den  Schenkeln  CA  und 
CB  des  Theilwinkels  (der  von  zwei  Kropf- 
schaufcln  gebildet  w’ird , cinschliessen. 
Soll  der  Eintrittswinkel  aber  kleiner  sein, 
so  wird  der  Winkel  ACB  = i/ß  etwa  gleich 
f des  Theilwinkels  genommen.  Der 
Eintrittswinkol  ist  dann  gegeben  durch 
die  Relation: 


t cos  0 


tg/9  = 

sin  0 


w'O  a^  der  Halbmesser  des  Theilkreises, 
a der  des  äusseren  Kadumfanges  ist. 
Ist  die  Kranzbreite  DE=d,  so  ist  nach 
der  obigen  Annahme: 


a,  = a— oder  =«— Jrf. 

Schaufeln  von  Gusseisen  oder  Blech 
(Stoss-  oder  Riegclschanfeln)  macht  man 
continnirlich  gekrümmt,  und  der  Fortfall 
der  Ecke  vergrössert  hier  den  Fassungs- 
raum. Diese  Schaufeln  werden  oft  kreis- 


förmig und  so  gemacht,  dass  sic  mit 
einem  Winkel  von  45®  an  den  Rand- 
boden anstossen  (Fig.  159).  Ist  M der 
Mittelpunkt  des  Schaufclbogcns,  so  macht 
man , wenn  C der  Mittelpunkt  des  Ra- 
des ist,  CAM  — ß,  also  gleich  dem  Tlicil- 
winkel.  Dadurch  ist  die  Form  der  Sclian- 


fel  bestimmt,  und  alle  Schaufel  - Mittel- 
punkte liegen  in  einem  concen  tri  sehen 
Kreise. 

Auch  bei  Holzscbaufeln  kann  man  die 
Riegelschaufel  unter  45®  auf  den  Rad- 
boden richten,  oder  (Fig.  160)  die  Kante 


Fig.  160. 


durch  ein  drittes  Schaufelstück  ab- 
stumpfen. 

Der  Einfall  des  Wassers  ge- 
schieht entweder  frei  aus  dem  Gerinne, 
oder  mittels  einer  Spannschütze.  la 
diesem  Falle  kommt  für  die  Einfallsge- 
schwindigkeit ausser  der  Fallhöhe  noch 
die  Druckhöhe  in  Betracht.  Ist  keine 
Schütze  vorhanden,  so  wendet  man  eia 
Schutzgerinnc  G (Fig.  161)  an.  um  eine 
bestimmte  Richtung  zu  erzielen.  Der 
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Fig.  161. 


Alifaliluttcn  über  wclcliem  eine  mittels  , . 

einer  Hebelvorrichtung  zu  öffnende  Fall- • = + = 1/ , 

klappe  F liegt,  dient  zum  Fortschaffen  ' 

des  überOüssigen  Wassers.  wo  Q das  Wasscrqunntuin , und  G der 

Ist  c,  die  Geschwindigkeit  des  Wassers  Qncrschnittsinhalt  des  zufliessenden  Was- 
im  Gerinne,  AH  = h,  die  Fallhöhe  vom  sers  ist.  — Spannschötzen  dienen,  das 
Wasserspiegel  bis  zum  Eintrittspunkt,  so  Gerinne  so  viel  als  möglich  abzusperren, 
hat  man  bekanntlich:  Man  hat  horizontale  (Fig.  162),  wo  eine 


Fig.  162. 


Hebel-  und  Zugstange  das  Schnlzbrett  in 
Bewegung  setzt  *,  es  sind  aber  auch  senk- 
rechte und  schiefstehende  gebräuchlich, 
die  durch  Zahnräder  oder  Schrauben  be- 
wegt werden.  Ist  A,  die  Druckhöhe,  und 
c,  die  Ansflussgcschwindigkeit,  so  wird: 

Co=/u  V2gh^^ 

und  wenn  s die  freie  Fallhöhe  von  der 
SchUtzmQndnng  bis  zum  Eintrittspunkt 

ist: 

e = y7ö*TW*=V2g  {fi*  A,-f  z). 

fl  ist  der  Ausflusscoeffleient , und  ge- 
wöhnlich setzt  man: 

/i=0,95. 

Das  Wasser  muss  ungehindert  in  die 
Zelle  treten,  darf  also  erst  nahe  dem  In- 
nern Umfange  einen  Stoss  erleiden.  Da 
es  nun  an  der  Umdrehung  des  Rades 


Tbeil  nimmt,  so  muss  die  Geschwindig- 
keit beim  Eintritt  sich  in  eine  Compo- 
nente,  die  mit  der  Umfangsgeschwindig- 
keit zusaromenfällt,  und  in  eine  parallel 
dem  äusseren  Scbaufelende  tbeilen.  Da 
die  erstere  der  Richtung  und  Grösse  die 
zweite  der  Richtung  nach,  die  Eintritts- 
gesebwindigkeit  der  Grösse  nach  gegeben 
ist,  so  lässt  sich  auch  ihre  Richtung 
hiernacii  leicht  bestimmen. 

Ist  a der  gesuchte  Winkel  EA  T (Fig. 
163),  welchen  das  Wasser  beim  Zutritt 
mit  dem  Radumfange  macht,  ß der  Ein- 
trittswinkel, Av=.v  die  Eintrittsgeschwin- 
digkeit, Aid  ZI  K die  relative  Geschwin- 
digkeit des  Wassers,  so  ist: 

sin  a _ UJ  ^ 

siu^  ""  c’ 

sin(/?— ff) ® ^ 

sin/}  c k* 

24 
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t 


Fig.  163. 


tel  abwcicht,  v — EAU  der  Neigangswin- 
kel  des  Strahles  gegen  den  Horizont,  so 
hat  man: 

V = 5 + Of. 

Ist  b (Fig.  164)  gleich  dem  Bogen  AK, 
weh  hen  der  eintretende  Wasserstrahl  ein- 
nimmt so  ist  KB  = b sinn  die  Dicke  des 
Strahls  vor,  AN  =zb sin  ß die  nach  dem 
Eintritt.  Ist  e die  Strahlbreito , welche 
gleich  der  Radweite  ist,  so  sind  e&sino, 
e&sin^  die  bezQglichen  Querschnitte,  und 
die  Masse  des  Aafschlagawassers: 

(^=e&csin  n=e Riesin /3. 

Es  war  aber: 

Q = t det, 

wo  A die  Radtiefe,  i der  Fiillungscocffi- 
cient  ist,  also: 

vtd  . ^ vtd 
sina  = — sinßr: — 

CD  ’^teb 

und  angenähert: 


also: 


sin  (ß—u)  = 


_ sin  ß 


tC  — C 


sin  a 
siq  ß 


b = 


Mit  Berücksichtigung,  dasS  a sehr  klein 
ist,  kann  man  aber  auch  setzen: 

«_ic  ß — rt e «g 

~ß~~c'  ß ~ ~c~  ” c ’ 
also: 

ic=c  — t),  =(t— l)e,  n = ^ ß. 


(k — l)sin/f* 

Es  darf  aber  bei  oberschlachtigen  Rä- 
dern, wo  der  Radboden  nicht  durchlöchert 
ist,  die  Einmündung  nie  ganz  vom  Was- 
ser gefüllt  sein,  damit  die  Loft  ent- 
weichen kann.  Also  b muss  kleiner  als 
AAi  sein. 

Ist  a der  äussere  Radhalbmesser , n 
die  Anzahl  der  Schaufeln,  so  ist: 

AA,=  ?^. 

* n 


Es  'würde 
sein : 


also,  wenn  b=ÄA^  wäre. 


Die  relative  Geschwindigkeit  darf  nicht 
zu  gross  sein,  weil  sonst  ein  Theil  des 
Wassers  wieder  aosträte ; es  ist  also  k 
nie  gross,  in  der  Regel  zwischen  14  und 
2 zu  nehmen. 

Ist  noch  der  Winkel  SC.'l,  um  wel- 
chen der  Eintrittsponkt  A vom  Radschei- 


_2na  __  {k—l)2nasinß 
b ~ fd 

Man  nimmt  hiervon  nur  einen  Theil,  be- 
züglich die  Hälfte,  so  dass  man  bat: 

_{k — 1)  nasinß 


Fig.  164. 


Je  kleiner  der  F&lIungscoelBcient  e und 
die  Breite  d,  und  je  grösser  das  Ge- 
schwindigkeits-Verhältniss,  der  Halbmes- 
ser und  der  Eintrittswinkcl,  desto.grösser 
kann  die  Anzahl  der  Schaufeln  sein. 

Das  Wasser  fällt  aber  oCfenbar  nicht 
sogleich  völlig  heraus,  wenn  eine  Schau- 
fel horizontal  liegt.  Möge  sich  diese 
Schaufel  um  einen  Winkel  noch  ge- 
gen den  Horizont  gedreht  haben , die 
Beschleunigung  eines  Wassertheilchens 
gleich  9 sin  ^ , und  die  Fallgeschwindig- 
keit: 

■ die  = ^ sin  t/>  dt 


1 


I 

t 

t 

# 

I 


ks 
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sein,  ist  e die  Geschwindigkeit  des  Ra- 
des, so  wird: 

. agsinil/dtp 
atp=vt,  dw--^ 

«J  = ~ (1  — cos^), 

nnd  der  Raum  s,  welchen  das  Element 
in  der  Zeit  t zni^cklegt,  ergibt  sich : 

ga* 

ds  = V}  dtzz^^  (1— cos  ^)i/^ 


ou' 


Bei  schneller  Umdrehung  kommt  noch 
die  Centrifngalkiaft  hinzu,  und  man  kann 
g (annäherungsweise)  ersetzen  durch 
©* 

^4*  — t so  dass  man  hat: 
a 

(V  *\  a* 

tp — sin  tp 

Da  — ~ den  Iqhalt  eines  Kreis- 

Segmentes  mit  Radius  1 vorstellt,  so  ist 
\p  der  Centriwinkel  eines  solchen  mit 

Radius  T— ^ * . 

Soll  alles  Wasser  sich  dann  entfernt 
haben,,  wenn  das  äussere  Schaufelende 
im  Fusspunkto  ankommi,  so  muss  für  s 
die  Schaufelbreite,  nnd  tp=ß  gesetzt 
werden.  Also : 

e’  f 

ß—Binß  = —. — 

a(sra+®’) 

Diese  Formel  gibt,  wie  klein  ß sein 
darf,  um  so  kleiner  nämlich,  je  grOsser 
a,  nnd  je  kleiner  v und  s (Schanfcl- 
breite)  ist. 

Damit  das  Wasser  in  der  verlangten 
Riditung  aufs  Rad  falle,  mnss  die 
SebOtzenmündung  der  Eintrittsstelle 
äusserst  nahe , nnd  das  Schntzbrett  auf 


der  Strahlricbtnng  rechtwinklig,  oder 
ein  Schutzgerinne  in  der  verlangten  Rich- 
tung vorhanden  sein,  oder  endlich  das 
Schutzbrett  so  gestellt  sein,  dess  das 
Wasser  vermöge  des  freien  Falles  diese 
Richtung  annimmt 

■Im  letzteren  Falle  sei  wieder  Ac  = c 
die  Geschwindigkeit,  RAM=y  der  Win- 
kel des  fallenden  Wassers  gegen  den 
Horizont,  so  ist  (Fig.  165): 

c*  sin  K* 

Mi)-=x  — — 

2g 

die  vertikale  Abscisse  des  Scheitels  der- 
jenigen Parabel,  welche  das  Wasser  be- 
schreibt, dagegen  die  Ordinate: 

. ,,  c*  sin  2»' 

A«  = y = - 


2?  • 

Sei  in  P nun  die  Schutzmündung , nnd 
deren  Höhe  MN=t  über  der  Eintritts- 
stelle (im  Scheitel)  gegeben;  sei: 


Oßf=x^,  NP= 


also: 

so  kommt: 


yo. 


x,=x-z, 


y* 


und  für  den  Neigungswinkel  TPNzzy^: 

2x,  2 /x(x— z) 

tgKo= = iw 

y.  y 

Die  Ebene  PK  des  Sebutzbrettes  steht 
senkrecht  auf  der  Tangente  PT.  Seine 
Lage  ist  also  bestimmt,  wenn  man 
OT=ON  macht,  PT  zieht,  und  PK  senk- 
recht darauf  nimmt.  Die  Ausflnssge- 
schwindigkeit  bei  P ist: 

c^  = V(c*  — 2yz), 

und  die  Dmckböhe  dafür  also:  * 

• » • ' 

oder  mit  der  n^ithigen  Rednetion: 


A % 
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Die  Weite  der  SchUtzmündung  ist  nur 
einige  Zoll  kleiner  als  die  Radweitc  zu 
machen. 

üm  den  Punkt  W zu  finden , in  wel- 
chem der  Strahl  aufschlägt,  sei  der 
senkrcrhtc  Abstand  MN  (Fig.  166)  die- 
ses Punktes  vom  Eintrittspunktc,  so  ist: 

ON=  OM-{-MN, 

d.  h. : 

JV»'=j,,=y  l/^=s|/l+  £•. 

Sei  T^WN=y^  der  Neigungswinkel 
des  Strahles  gegdn  den  Horizont,  so  ist: 

und  für  Winkel  ^VCS  = ^^y  um  den  W 
vom  Kadscheitel  abweiebt: 


c,  = K%(0,9A^-f-s+* *i). 

Untersuchen  wir  jetzt  die  Stosswirkung 
des  Wassers.  AFW  (Fig.  166)  ist  die 
Axe  des  Wasserstrahls  vor  dem  Zusam- 
mentreffen, ABD  und  EFG  zwei  auf 
einander  folgende  Schaufeln,  also  AGE 
die  Zelle,  welche  den  Strahl  anfnimmt. 
Derselbe  gelangt  fast  ohne  Stoss  in  die 
Zelle;  dieser  erfolgt,  während  letztere 
von  AGE  nach  A^G^Et  rückt,  wobei 
die  vorderste  Schaufel  von  allen  Elemen- 
ten des  WasscrkCrpers  nach  und  nach 
eingeholt  wird.  Wenn  Element  A des 
Wasserkörpers  AF  in  V an  die  vorderste 
Schaufel  E^h\G,  trifft,  ist  der  Stoss 
beendet  und  auch  die  Füllung.  Die  vor- 
derste Schaufel  EFG  hat  hierbei  offen- 
bar dieselbe  Zeit  gebraucht,  als  das 
letzte  Element  des  Wassers  bei  seiner 
Bewegung  von  A nach  V.  Sei  der  Weg 
der  Schaufel  AA^  =z  EE^  =s,  so  ist 

( = — diese  Zeit.  Sei  der  Curvenbogen 

t» 


.:_n  _yi— y + ßsin» 

810»! — , 

a , 


wenn  a,  gleich  dem  Halbmesser  CW 
ist,  und  der  Winkel  /u,,  um  welchen  die 
Endgeschwindigkeit  Cj  von  der  Umdre- 
hungsgeschwindigkeit 9,^  in  W ab- 
weicht : 


Auch  hat  man: 


AFTsSi,  so  möge  das  Element  a den- 
selben mit  der  mittleren  Geschwindigkeit 

c ^ ^ I 

^ - zurücklcgen,  also  l|= — — ^ und: 
2 


1 _ 2ii 

r ~ c+Ci’ 

Da  AFV  nur  wenig  von  AE^  abweicht, 
ist  annähernd: 


* j — AFVss  AEA~EF  "t" 


c,®  c* 


oder: 


AEssb  = 1 

•c 


c,  = y(c'+2gt^), 


aber: 
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nnd: 

EA  _ V _ 1 

EF~  tc  ~ k-V 

also  : 


EF=b(k~l), 

und  somit: 

s I — Ä-}-6  (t"~  — Ä6-j-s, 

und  man  bat: 

« _ 2 

V ~ c-f-  c, 

d.  h. : 


ik  b + s), 


{c-\-c^—2v)t  = 2kvb‘, 

der  Weg  der  Schaufel  wahrend  des  Stosses 
ist  dann : 


der  Winkel  der  Eintritts-  nnd  UmfiMags- 
geschwindigkeit,  also : 

= 2Cj«|  C08O|, 

Y ist  die  Dichtigkeit  des  Wassers,  also 
gleich  66  Pfund  (alten  Gewichtes). 

L 4 = 2,112  (c,  cos  « , -r  i)  » , 0 Fnsspfhnd, 

oder: 

Lj  = 102(c^  cos  «i-®i)  t»,  Q Meterkilo- 
gramm. 

Die  Stossleistung  wachst,  wenn  «j  und 
c,  abnehmen.  Das  Maximum  der  Stoss- 
kraft  tritt  ein,  wenn  ri  = |c,cos«|  ist, 
wie  man  durch  Differenziiren  erkennt, 
also  wenn  : 


, 2vkb 

* c+c^  — 2® 


2J(b 


Ist  i = i4y4 , = EE I aber  gegeben,  so  kann 
man  auch  graphisch  die  Scbaufelstellung 
constmiren.  Noch  war: 

i,_60Q 
nu  ’ 


wo  Q das  Aufschlagsquantum  in  der 
Sccunde  ist.  Also  der  Querschnitt : 

e nue 

wodurch  sich  die  Lage'  des  Wasserspie- 
gels W in  der  Zelle,  und 'die  Höhe 
= abmessen  lässt.  Man  kann  in 
Formel  Cj  = V(c*+2jr *i)  hierbei  für 
annähernd  einen  constanten  Werth 
nehmen. 

Die  Stosswirkung  des  anfschla- 
genden  Wassers  erhält  man , wenn  man 
von  der  lebendigen  Kraft  des  Wassers 
beim  Eintritt  die  beim  Austritt,  und  die 
durch  wirbelnde  Bewegung  beim  Eintritt 
verloren  gehende  abzieht.  Beim  Abfluss 
ist  die  Geschwindigkeit  des  Rades  gleich 
der  T|  des  Radtheilrisscs,  nnd  ist  ir,  die 
Geschwindigkeit,  welche  das  Wasser  beim 
Eintritte  plötzlich  verliert,  c,  die  des 
eintretenden  Wassers,  so  sind  die  bezQg- 
lichcn  lebendigen  Kräfte: 


also  die  Stosswirkung: 


Die  Geschwindigkeit  C|  = lFcj  zeriUllt 
in  die  Beitengesebwindigkeiten  IVe,  = ®| 
nnd  W^c^  = ^c^.  Sei  noch  c^  lVv|Sso, 


Ist  dann  «,=0,  so  wird: 

. Ci*  Qy 

ist  das  c,  entsprechende  Gefalle, 
^9 

und  daher  die  Stosswirkung  höchstens 
halb  so  gross,  als  die  disponible  L#eistnng. 
Man  verwendet  daher  anf  die  Stosswir» 


Fig.  167. 
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kang  mlglichst  wenig,  den  grössten  Theil 
aber  auf  den  Drack.  ' f 

Die  Druckwirkung  geht  von  dem 
ringförmigen,  mit  Wasser  gefüllten  Raum 
AB  aus  (Fig.  167),  welcher  der  wasser- 
haltende Bogen  heisst.  Die  Hohe  des- 
selben sei  gleich  h,  dann  ist  die  Leistung 
durch  Druck  Wir  theilcn  diesen 

Bogen  in  3 Theile;  der  erste  HM  liegt 
über  dem  Radmittel  bis  zur  Eintritts- 
stelle W.  Sei  SCW=.»„  ClF=a,,  so 
ist  HM=.a^  co8i‘>|.  Der  zweite  Theil 
MK  liegt  unter  dem  Radmittel,^  aber 
über  der  Ansfldssstelle' D.  Sei  Winkel 


MCD  = )l^  so  ist  ilfif =asin  1.  Der  dritte 
Theil  ÜB  ist  der,  wo  die  Ausleerung 
statttindet.  Sei  Winkel  MCB=.l^  der 
Winkel  zwischen  Radmittcl  und  dem 
Ende  des  Ausflusses,  so  ist : 

KL  = a (sin  1 ^ — sin  Jl. 

Der  dritte  Bogenthcil  kommt  nun  nicht 
vollständig  zur  Wirkung.  Ist  Qi  der- 
jenige Theil  des  Aufschlagwassers,  wel- 
cher dem  mittleren,  in  DB  wirksamen 
Wasserquantum  entspricht,  so  ist  die 
Gesammtwirkung : v 


' (rt,  cositj-f  asinl)  ,sin  sinl) 

Hierzu  kommt  die  Stosslcistung  hinzu. 

Setzen  wir  also:  ■ 

A , = a I cos  I + rt  sin  I, 

so  ist  die  Gesammtwirkung: 

L = Pr=(' 


A,z=a(sinA,-5inI),  f = 


(c,  co8«j  — e,)e, 


fA 


P ist  die  Kraft  am  Umfange  des  Rades.  Es  kommt  also  noch  auf  die  Bcstim 
mung  von  f an. 

Sei  jetzt  n die  Anzahl  der  Scbanfcln , u der  Umläufe  in  der  Minute, 


so 


flU 


nehmen  in  der  Secunde  ^ Zellen  die  Wasserraenge  Q auf,  und  auf  Jode  Zelle 

DÜ 

kommt  das  Quantum: 


nu 


Ist  e wieder  die  Rad  weite,  so  hat  man  den  Wasserqnerschnitt: 

60  0 


e 


nu  e 


Fängt  nun  bei  Zelle  DEFG  der  Ausfluss  an,  so  kann  man  setzen: 

F,  = Segra.  DEF+  A DFG, 

oder  wenn: 

DEF  = S,  £^DFN  = D 

gesetzt  wird : 

flCiV=S+»-/.-.=  — 2— = iigj  <<■, 

also  annähernd: 

,g,  = ?.(S+D-n). 

Alles  Wasser  ist  ausgeflossen,  wenn  die  Zelle  horizontal  liegt.  Dann  ist  Winkel 
CBO=.  ]UCCL=.  bekannt. 

Theilt  man  nun  die  Hohe  AL  = a(sinA|  — sinl)  in  eine  grade  Anzahl  gleicher 
Theile,  und  bestimmt  die  den  Theilpunkten  entsprechenden  Schanfelstellungen, 
schneidet  durch  Horizontullinicn  die  Querproiile  der  Wassermengen  der  Zelle  bei 
diesen  verschiedenen  Stellungen  ab , und  bestimmt  di?  Inhalte  F,,  F,  . . . jf 

^ * n 

(b'eser  Querprofile,  so  wird  der  mittlere  Werth  F dieser  Profile  durch  die  Siiüp. 
son’sche  Regel  bestimmt,  also: 


F= 


+ . . . F^_i)+2(F,-f-F«-f-  . . . +F^_._) 


3« 
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and: 


Bei  grosgen  Umfangsgeschwindigkeiten, 
wie  sie  bei  kleinen  Rädern  nOthig  sind, 
fällt  auch  die  Cen  trlfn  gal  kraft  ins 
Gewicht,  welche  ein  zeitigeres  Austreten 
des  Wassers  bewirkt. 

Die  Wasseroberflächen  in  den  Zellen 
bilden  dann  conccntrische  Cylindermäntcl 


Fig.  168. 


mit  Axe  O (Fig.  168)  parallel  der  Bad- 
axe,  deren  Höhe: 


CO  = k—-^  = 

IT* 


2850 

u* 


Fig.  169. 


Depression  des  Wasserspiegels  unter  dem 
Horizonte,  so  ist: 

Winkel  GA^W^  = l-\-x, 

Sei  wieder : 


über  der  Radaxe  ist.  Nur  am  Rad- 
scheitel S und  Radfusso  F ist  der  Was- 
serspiegel horizontal.  Die  Abweichung 
HAW  — ÄOC=x  Horizont  ergibt 

sich  für  Punkt  A,  der  in  ACM=zl  un- 
ter dem  Radmittel  steht: 

^ a cos  1 

k + asin  1' 

Das  negative  Zeichen  gebt  auf  die  Punkte 
oberhalb  M,  x ’^t  ein  Maximum  für 
den  Punkt  A^  wo  die  von  O gezogene 
Tangente  den  Radumfang  berührt.  Dahn 
ist:  ' 

also: 


Segm.  A^B^D„=Sy 

C^^A^GD^  — D, 

F der  Querschnitt  des  Wasserkörpers, 
also : 

Fo+^d*tg{k-^X)  = S+D, 

aber: 

sini4,0  C CA^ 

sin OAgC  CO  ’ 

also: 

sin  x = -^  cos  (A+jf). 


a 

s.n;r=-Ä- 

Bei  Berücksichtigung  der  Centrifugal- 
kraft  fällt  aber  der  Ansgussbogen  an- 
ders als  der  oben  gefundene  aus. 

Sei  ii,  fFig.  169)  die  Anfangsstelle 
des  Ausgusses , MCA^  = HqAqC'=1  der 
Ansgusswinkel,  HgA,  W,  = A,OC=;if  die 


Diese  Formeln  geben  X+x  X> 
auch  X. 

Am  Endo  A^^  des  Ausgussbogens  ist: 
CA^\V,  = X^+Xi  = ^ = ^-ß^ 

also: 

(icosd  asin^ 
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und: 

X wird  dann  wie  oben  gefunden. 

Dann  ist  k gegeben,  und  man  hat: 

P=S+0-H>tga+,,). 

Wenn  das  Wasser  das  Segment  nicht  mehr  ffillt,  so  ist  F<S,  also: 

FzzABD-^ADW, 

und  bei  graden  Schaufeln: 

sin(A-f/) 

wo  i die  Diagonale  AD,  der  Winkel^  derselben  mit  dem  Halb- 

messer ist. 

Die  Dimensionen  der  Radarme  hängen  von  der  Grösse  und  Wirkung 
des  Rades  ab. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Kraft  durch  ein  Zahnrad  weiter  gegeben  wird , so 
ist  auf  die  Art  RQcksicht  zu  nehmen,  wie  letzteres  angebracht  ist. 

Möge  das  Zahnrad  zunächst  auf  d er  Wasserr  adwe  U e sitzen 
Sei  n die  Zahl  der  Arme  des  Wasserrades,  b die  Breite,  h die  Dicke  eines  Arms 
parallel  zur  Radaxe  und  zum  Radumfang  gemessen,  so  ist  allgemein: 

wo  P die  Kraft,  / die  Länge  eines  Radarmes  in  Zollen  bedeutet;  es  ist  also  hier 
P 

P mit  t mit  a zu  vertauschen.  T ist  für  hölzerne  Arme  gleich  1200  Pfund, 
für  eiserne  gleich  9000  Pfund  zu  nehmen  (siehe  den  Artikel:  Festigkeit),  also: 

— =9,549— = 6A*-^. 

fl  nu  b 

ist  bei  Holz  gleich  bei  Gusseisen  |,  und: 

n 

$ 


f^Tnu' 


Wird  a in  Fussen,  L in  Pferdekräften  gegeben  (610  i'usspfund),  so  kommt; 


und  für  hölzerne  Arme: 


I s 

'Pa iL 


A = 0.438  1/ — = 7,42  \j  — Zoll. 

|r  nu  |r  nu 


Bei  der  Ausführung  nimmt  man  mehr  als  das  Doppelte,  der  Sicherheit  wegen,  und 
setzt : 

1 * 

A = 0,9  1/— = 15l/—  Zoll. 

^ nu  f nu 

Für  Gusseisen  ist  theoretisch : 


und  in  der  Anwendung: 


A = 0,342  1/— =5,80 1/—  Zoll, 
y nu  )f  nu 
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zu  nehmen.  — Hierzu  sind  auch  die  Fälle  zu  rechnen,  wo  die  Transmission  durch 
Trommeln,  Curbeln  u.  s.  w.  erfolgt. 

Befinde  sich  jetzt  das  Zahnrad  am  Umfange  des  Wasserrades. 
Setzen  wir  6 Arme  voraus  CB,  CD,  CE,  , . . (Fig.  170).  In  der  ersten 
Stellung  sind  CB  und  CB^  vcrtical,  die  andern  Arme  30<*  gegen  den  Horizont 


Fig.  170. 


geneigt.  CB  widersteht  durch  Druck-,  CB.  durch  Zugfestigkeit,  CD  und  CE, 
durch  Druck-  und  Biegungs- , CD^  und  CE  durch  Zug-  und  Biegnngsfestigkeit. 
Die  Biegungen  aber  sind  sehr  klein,  und  daher  auch  die  Biegungsfestigkeiten  za 
vemacblässigen. 

Sei  G der  Tbeil  des  Radgewiebtes , welchen  das  Armsystem  auf  die  Welle 
O fibertragen  soll,  G,  derjenige  Theil,  welchen  jeder  der  verticalen,  G,,  welchen 
jeder  der  geneigten  Arme  trägt,  so  zerfällt  G,  in  zwei  Componenten : 


//  = G,tg60  = G,  V3 

horizontal,  und: 


A = 2G, 

in  der  Richtung  des  Arms.  H und  — //  heben  sich  auf.  Das  Rad  sinkt  also  in 
Folge  der  Elasticität  der  Radarme  nur  senkrecht  um  die  Grösse : 


ER,  = DDg  — . . . <t; 

derselben  entspricht  die  Verkürzung  oder  Ausdehnung: 


DD^  - = fl  cos  60^=  j fl, 

und  es  ist  also  N die  Hälfte  von  G also  : 

G,  = ^V=iG,. 

Da  aber  2G|-f4G,  = //  ist,  so  ergibt  sich: 

Ist  F der  Querschnitt  des  Radarmes,  T der  Tragmodul,  so  kommt: 


und  : 


F= 


sr 

^ - 1. 
”67* 


Es  ist  hier  der  erste  Querschnitt  also  in  Anwendung  zu  bringen. 
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Fig.  171. 


Bei  einer  aoilcrn  Armstcliung  (Fig.  171)  sind  CA  und  horitoiital, 
die  übrigen  Arme  »Iso  dem  Druck  und  Zngo  nusgosetst,  und  swar  ist  dieser: 


N = — ^ - G — 

«»«ft*  “i 


also  kleiner  wie  oben. 

Wir  setsen  also  immer: 


cos  3* 

N __  G ja 
T ^2TYS  “ 3,4^ 


I?A 


nur 


Bei  H Armen  kommt,  wie  leicht  zu  sehen: 


F= 


12. 

NT' 


Für  hölzerne  Arme  soll  sein  r=2700|  und*  fUr  schmiedeeiserne  F=2(XX)0. 
Da  aber  die  Arme  lang  sind,  nimmt  man  hier  nur  i>^  dieser  Werthe,  also  be- 
züglich : 

T=270  und  7=2000, 

so  dass  man  hat: 

F=  ~ = 0,0075  — Quadratzoll  und  F=  = 0,001  - QuadratzoU. 
270n  r»  2000«  f» 

Was  die  Stärke  der  Wasserradwelle  anbetrifft,  so  ist  das  Kraft- 
moment Pa  = 393d*  (siehe  den. Artikel:  Festigkeit)  für  eine  gusseiserne  cylin- 
drisebe  Welle,  also  die  Wellenstärke: 

» 

oder  wenn  Pa  in  Fusspfunden  gegeben  ist: 

d = 0,1326  yPa  Zoll. 

Ist  u die  Umdrehungszahl  in  der  Minute,  L die  Arbeit  in  Pferdekräften,  so 
kommt : 


Pa- 


so- 510  L 

* 


s 


nu 
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In  der  Praxis  aber  nimmt  man  bei  gnsscisernen  Wellen: 

d = 0,355  yPl  = 6 y Zoll  = 16  y ^ Centimeter, 
bei  sebmiedeeisernen: 

t s 

d= 0,300  yfä  = b j/^  Zoll  = 13  |/^  Centimeter. 

Hölxerne  Wellen  werden  3 bis  4 mal  so  stark  als  gusseiserne  genommen. 

Ist  der  Querschnitt  quadratisch,  so  ist  die  Seite  5 = 0.94<i  zu  setzen. 

Für  hoble  cyliudrischc  Wollen-i  deren  äussere  und  inucro  Weiten  bezüglich 
gleich  und  d,  sind,  ist: 


wo 


J 4 J 4 

“i 


= ist»  also  wenn  man  \^  = 0,6  macht: 


rf,=l,06d,  d,=0,70d. 

Es  ist  hier  angenommen,  dass  das  Transmissionsrad  auf  der  Welle  des  Was* 
serrades  sitze.  Ist  dasselbe  mit  einem  Armsystem  oder  Radkranze  verbunden,  so 
wird  nur  ein  Theil  des  Umdrebungsmomentes  durch  die  übrigen  Armsysteme  auf 

p 

die  Welle  übertragen.  Man  muss  bei  zwei  Armsystemen  I*  mit  bei  drei 

Armsystemen  mit  |P  vertauschen,  und  ebenso  L mit  ^L,  \L. 

^ Sitzt  das  Rad  auf  dem  inneren  zwischen  den  äusseren  befindlichen  Radkranz, 
so  ist  die  Torsion  der  Welle  fast  Null.  Die  Stärke  der  Welle  hängt  aber  auch 
von  dem  Gewichte  des  Wasserrades  ab.  Zu  dem  Ende  ist  der  Zapfendruck  zu 
ermitteln. 

Die  Axo  (Fig.  172)  der  Welle  AB  sei  in  H,  #T,  L durch  die  Gewichte  G 

Fig.  172. 


t 

i 

H D i 

r: 

lit 

/I 

r 

* 

rr,  /.  /.j 

\ T 

V / 

\ t 

Ui 

f 

> 

, •> 

j 

(r,,  G,  belastet,  ihre  Länge  -l,  , die  AU,  AK,  Al  rom 

Zapfen  A,  R der  Zahndrnck  in  A,  der  in  Dion  l#(t 

^1  I f§f 

d.  b. 

Die  Biegnngsmomente  ilf,  und  iV,,  für  und  ff,  L sind  bezüglich: 

Für  dieZwifchenpnnktc  gibt  Interpolation  die  Momente  mit  ansreiobender  Genauigkeit. 
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El  kommt  aber  noch  das  Gewidit  der  Welle  selbst  hinia.  Sei  I,  der 
Abstand  AS  des  Schwerpunktes,  so  werden  in  B die  R und  R^  bezüglich  rer- 
mehrt  um : 


Z=‘-^G„ 


Gewöhnlich  nimmt  man  an,  die  Welle  sei  prismatisch,  und  setzt: 

/.  = i/,  Z,  = Z = |C.. 

Die  Stücke  AH,  AK,  AL  haben  dann  die  Gewichte: 

•7  C..  4 . T ®"’ 

und  ihre  Momente  sind  in  Bezug  auf  H,  K,  L: 


T’ 


T’ 


die  Biegungsmomente; 


Diese  Grössen  zu  den  obigen  Momenten,  die  G,,  (r,  . . . entsprechen,  addirt» 
geben  die  Biegungsmomente,  wodurch  sich  die  Wellenstärke  in  H,  K,  L . . , 
bestimmt. 

Soll  die  Welle  gleich  stark  sein,  so  ist  das  grösste  Moment  zu  nehmen. 

Sei  dasselbe  gleich  M , d wieder  der  Durchmesser , so  hat  man  (siehe  den 
Artikel : Festigkeit)  : 


M=^T,  also : d=2,17  Zollpfund, 

oder  wenn  M statt  in  Zollpfund  in  Fnsspfund  gegeben  ist: 

s 

^=4,%  j/^. 

Setzt  man  für  Gusseisen  ?=  10000,  so  kommt: 

rf  = 0,230  fw  Zoll,  oder:  rf  = 0,300 V.W  Zoll. 

Der  letzte  Werth  ist  der  der  Sicherheit 
wegen  vergrösserte.  Für  Schmiedeeisen 
nimmt  man: 

c/=0,25 

für  Hole  wird  d 2^  bis  3 mal  so  gross 
als  für  Gusseisen. 

Bei  quadratischem  Querschnitt  nimmt 
man  die  Seite: 

5 = 0,838  d. 

Sind  </,  und  d,  die  Durchmesser  einer 

hohlen  Welle , so  ist  d wieder  zu  ver- 

1.  d d; 

tauschen  mit  d.  =- , wo  = 

ist. 


Fig.  173. 


Bei  einer  gerippten  Welle  sei  d,=AA  der  Durchmesser  des  cylindriseben 
Kerns  (Fig.  173),  h,  = BB  die  Höhe,  DD  = s,  die  Dicke  der  Rippe,  man  hat 
dann  das  Tragmoment: 

7id.«  . [*.*-d.»)s,4-(*t-d,)s.«1  2r 
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oder  wenn  = $^zzyd^  gesetzt  wird: 


71  d* 

w 


Für  eine  cylindrische  Welle  von  Durchmesser  J ist  M~-^T.  Also  wenn  man 
beide  Werthe  identificirt: 


16 


I'  1+^'.M*-1)  »'  + (,«-  1)*'» 


V ist  gewöhnlich  klein  gegen  und  dann  : 


d.  = 


dVM 


] 


3/1 


k % 

Setzt  man  u = -r  = 3>  ^ = -r-  = I,  so  ist : 
• d,  d, 


0,576 rf,  A,=  1,726 d,  i,  = 0,142d.  • 

In  jedem  Falle  haben  wir  für  d zwei  Werthe,  den  einen  von  Pa,  den  andern  von 
M abhftngig.  Es  findet  also  die  Theorie  der  zusammengesetzten  Festigkeit  An- 
wendung, wonach  zu  nehmen  ist: 

d‘  = 0,355*  P*a’-t-0,300’i»fd», 

also  wenn  man  -=r  setzt : 

Pa 

d-  V 0,302 n+VtO, 0911  n’+l)  0,355 
also  wenn  gesetzt  wird: 

= f 0,302 n + V (0,0911  n«+  1), 

s 

d =0,355  = Zoll. 

Ist  eins  der  Momente  Pa  oder  M sehr  gross  gegen  das  andere,  so  reichen  die 
Formeln: 

d=0,355^Pd,  d=0,3VF 

an  sich  ans. 

Die  Zapfenstftrke  bestimmt  sich  ans  der  Formel: 

d=0,3Vitf. 

Hat  der  Zapfen  seine  ungünstigste  Lage,  d.  h.  ruht  er  mit  seinem  Ende  anf  dem 
Lager,  ist  die  Länge,  d^  die  Stärke  des  Zapfens,  h der  Zapfendmek,  so  ist: 

dj  = 0,3  \rG. 

/,  aber  steht  in  einem  bestimmten  Verbälinisse  1,  zn  d,,  also: 

X ist  gewöhnlich  1 bis  1,25,  also : 

d|  =0,0476  \R  bis  0,0531  \R  Zoll. 

Die  Zap f en re i bnng  vermindert  die  mechanische  Leistung.  Ist  das  Ge- 
wicht des  Rades  gleich  G,  so  ist  F=^  G diese  Reibung. 
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Sei  r der  Halbmesser  des  Zapfens , u die  üradrehnngssahl  in  der  Minute, 
also  die  Umfangsgeschwindigkeit  ® = Arbeit  der  Zapfenreibung: 


L ,=  F t;  5=  0,1047  y « Crr. 

Der  Reibangscoefficient  ist  bei  genau  abgedrehtem  Zapfen  und  den  besten 
Schmiermitteln  gleich  0,075  *u  nehmen.  Bei  sehr  guter  Abwartung  ist  sogar 
0,054,  bei  schlechterer  Schmiere  aber  »/  bis  0,110 

Da  das  Gewicht  des  Rades  von  der  Arbeit  L abhängt,  so  kann  man  nkhe- 
mngsweise  dasselbe  dieser  proportional  nehmen.  Auch  von  der  Füllung  hängt 
es  ab , und  man  nimmt  es  daher  auch  dem  Füllungscoefficienten  t und  der  Um- 
drehungszahl u umgekehrt  proportional,  also: 


G = 


wo  « ein  Erfahrungscoefficient  ist. 

Nach  Redtenbach  ist  für  ein  kleines  eisernes  Rad  mit  4 Füllung,  Umdre- 
hungszahl 9,3  und  3175  Kilogramm  Gewicht: 


L = G,3,  also  «=1560. 

Für  ein  hölzernes  Rad  mit  gusseisernen  Schaufeln,  wo  s=4,  « = 5,  (»=20000 


nach  Weissbach : 
im  Mittel  also: 


L = 20,  « = 1250, 


(7  = 3000—  Pfund  =1400—  Kilogramm. 

tu  tu 


Die  mittlere  Zabnreibnng  war: 

2r  = 0,00283  yc  Fuss. 


Man  kann  daher  setzen : 
nnd : 
d.  h.: 
oder: 


(?r  = 0,0142  VG’, 
L,  =0,1047 u ^0,00142 
L,  =0,00015«  7- V(7^ 


=24,67  Fusspfnnd  =0,0482 7 Pferdekrafte, 

das  Verhältniss  zur  übrigen  Radleistnng  also : 

^=0.0482,.  y'A. 

Die  Totalleistang  ist  nun: 


, /c.cos«,  — p,  . . \ ^ 

0/-— 

Man  kann  setzen: 

wenn  das  Wasser  nahe  tangential  und  mit  Geschwindigkeit  c,=2c,  eintritt,  und 
man  »1=»  setzt. 

Setzen  wir  die  eben  gefundenen  Zahlen  ein,  so  kommt : 

£ = + I A,)  C»y-24,67  j/^  Fusspfund. 
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Zar  Erzeugung  der  Geschwindigkeit  c = 2v  dient  das  Gcfillle  0,000772 u» n», 
welches  vom  Gcsammtgefiklle  k abgeht. 

Setzen  wir  noch : 

wo  V etwa  gleich  } oder  jedenfalls  ein  echter  Bruch  ist,  und  nimmt  annähe- 
rungsweise : 

. . e*  I/*  e*  1 /nua\' 

l'SÖ"  / ‘ 

so  kommt; 


Die  Arbeit  der  Reibung  ist  annähernd : 

L I = V A Q y Fusspfund, 

also: 


, = r*-  1 f 1 . Qy, 

L J \ 30  / 'I'  510*.’u  J 


in  Prerdekräften,  und: 


L = |^A- 0,0003860  a*H*- 0,01736  y J ' 


in  Fusspfund. 

FQr  das  Maximum  dieses  Ausdruckes  findet  man : 


in  i.'t 

. ..  'i; >.  ?*•"'  ' . !*  /■ 

V!^^{  ritflh  snnnf  'd' 

lr‘  ,r< 


oder  für  preussisches  Maass: 


jr  . -li  mm 


Setzt  man  a = |A,  so  erhält  man: 


u=2,63  * V ^ ’ ■'  ‘ 

^ y a*  \7/  * ^ 

.r  viJ*  '»  ■ llVjm 


und  die  Maximalloistung  wird: 


. = 4,58 


vuvsittifvi<n.>b4<! 

ui*6  Ji  - iU. 
i.  -lUA.  d.»!i 


L = A-0,01337|/(r(?a)*y,‘(A)*  vQy. 

Der  Wirkungsgrad  ergibt  sich,  da  die  disponible  Leistung  Q hy  ist: 

(*.+{».+<^' Qy-^  ^ C, 

hQy  ■ ' • 

und  im  Maximum: 


>7  = 


0,01337  j/(r  Qfl)*./* 


Im  Allgemeinen  kann  man  0,74  bis  0,80  als  Wirkungsgrad  annchmen. 

Versuche  hicrü^ip*  sind  von  Smeaton,  Nordwall , Morin,  D’Aubuisson  and 
Weissbach  gemacht. 
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Fiji.  174. 


3)  Constraction  rückschlücU.- 
ti  g e r Räder. 

Die  rückschlächtigen  R&dcr  unterschei- 
den sich  von  den  oberscblächtigcn  nur 
dadurch , dass  die  Eintrittsstelle  sich 
weiter  vom  Scheitel  entfernt  findet.  Das 
Anfschlaggerinnn  liegt  deshalb  neben 
oder  unter  dem  Uadschcitel,  nicht  über 
demselben,  auch  ist  die  Umdrehung  dem 
Gefälle  entgegengesetzt.  Man  wendet 
sie  bei  sehr  veränderlichem  Wasserspie- 
gel an,  weil  hier  das  Hnd  in  der  Rich- 
tung des  abflicssenden  Wassers  umgeht, 
und  überdies  die  Ausmündung  stellbar 
gemacht  werden  kann.  Die  Schützen 
für  diese  Räder  werden  gewöhnlich  Cou- 
lissenschützen  genannt. 

Entweder  (Fig.  174)  ist  das  Schutz- 
brett AB  mit  dem  Radnmfangc  conecn- 
trisch  gekrümmt,  damit  die  Mündung  A 


bei  allen  Stellungen , die  durch  eine 
Zahnstange  und  ein  Getriebe  zu  regu- 
lircn  sind , in  die  Zellen  leite , oder 
(Fig.  175)  das  Wasser  flicsst  über  dem 
Kopfe  A dos  Schnubrcties  ab.  Dann 
muss  ein  festes  Lcitschaufelsystem  EP 
zwischen  Rad  und  Schutzbreit  ange- 
bracht werden , über  welchem  letzteres 
gleiten  kann.  Die  Lcitschaufeln  aber 
erhalten  eine  derartige  Stellung,  dass 
kein  Stoss  beim  Einfliessen  erfolgt. 

Sei  Aw  (Fig.  176)  die  Richtung  des 
äusseren  Scbaufclcndes,  Av  die  Geschwin- 
digkeit desselben . so  erhält  man  wie 
beim  oberschlachtigen  Rade  die  Richtung 
Ac  des  cintrctcndcn  Wassers  (man  macht 
vc~Ati>,  Ac  — c),  Sei  AH—h  die  Tiefe 
von  A unter  dem  Wasserspiegel,  so  kann 
man  setzen  wenigstens: 

c = 0,82  V(25A), 


Fig.  175. 


Wasserrad. 


385 


Wasserrad. 


Fig.  176. 


nnü  sogAr : 

c = 0,9V(%A)« 

wenn  die  LcitschaafcIcaniUc  nach  innen 
abgerundet  sind.  Bei  graden  Loitsch  an- 
fein  sind  sie  in  die  Bichtung  CAS  su 
bringen,  bei  gekrümmten  lässt  man  Ca- 
nal AE  das  Schaufelende  in  A 
berühren,  d.h.  nimmt  AO  senkrecht  auf 
dS,  and  beschreibt  aus  O Kreisbogen 
AE.  Diese  Constmetion  ist  für  jede 
Leitschaufel  aber  besonders  zu  machen, 
da  die  Geschwindigkeit  c sich  ändert. 
Gewöhnlich  ist  e=9  bis  10  Fuss,  und 
die  Radgesebwindigkeit  bis  }c.  — 
Da  die  Luft  aber  nicht  so  leicht  ent- 
weicht, als  bei  oberschlächtigen  Rädern, 


muss  man  diu  Schützen  weniger  breit 
als  das  K^id  machen,  oder  letzteres  ven- 
tilircn.  — Der  Wirkungsgrad  dieser  Rä- 
der kommt  dem  der  oberschlächtigen  w'o- 
nigstens  gleich,  oft  ist  er  grösser. 

Bei  ventilii'ten  Rädern  kann  man  die 
Schaufelzahl  vermehren,  wodurch  der 
FUlIungscoefücient  ^ bis  ^ werden  kann. 
Bei  der  gewöhnlichen  Constmetion  (Fig. 
177)  ist  der  Fassungsraum  der  Zelle 
ABDF  annähernd: 

ABDH=AEDT-ABE-AFH 

i/'Ä,  d-  I «f— tgl, 

wo  den  Schaufel winkel  ACB ^ X den 
Ausgusswinkcl  CAH  = A(!M  vorstellt, 


Fig.  177. 


% 


/ 
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. Der  Schaafel Winkel  ACB  = \i>  bestimmt 

BE-^  Ut.  Der  Qaeracbaitt  der  Z«Ue  ,1^1  aas  dem  Blntrittswinkel  BAE=ßi 

2 

ist:  . Ä cos/f 

EDO, £.  = »«.*  = 

WO  ff  der  Theilwinkel  ACA^  — ECE^  2 

Ift.  Der  Füllongscoefficient  ist  dann;  

1 , - lAial  Die  Scbanfelrahl  ergibt  sich ; 


f = 


V 


also; 


2/f  360* 

II  = — = — T-« 


.2«. 

tgl  = ({  0 — «9) 


Die  grösste  Rauronutsung  findet  statt, 
wenn  der  *um  Ausguss  gelangende  Was- 
serspiegel AH  die  folgende  Schaufel  in 
Ä,  berührt,  dann  ist; 

BD=BE,  B^D^^B^E^,  Ä,//=Ä,il, 

dji=d,f, 

also : 

4<i  tgA  = (^^-7)«|. 

und  indem  man  die  Werthe  tod  k iden- 
tificirt: 


Ist  aber  der  Füllungscoefficient  kleiner 
als  so  füllt  das  den  Ausfluss  begin- 

Fig.  178. 


T = 


9/(1-«)’ 


und  für: 


< = TI 


V' 

9=2' 


Dann  bildet  der  Querschnitt  des  den 

Ansflhss  beginnenden  Wasserkurpers  ...  ^ • u jon 

ABD  ein  Dreieck,  dessen  Seiten  die  nendc  Wasser  nicht  das  Dreieck  ABD 
Schaufelbreiten  sind.  »us.  Dann  ist  (Fig.  178) ; 

^ABH  = ANH-ANB  = iANiNH-NB). 

Es  ist  aber; 

AN=a»intf>,  iVÄ  = a sin^/tgC^-V/),  JVW  = a8m9/cot(l-|-V/), 

ABH-\a^  sin  1//»  [cot  (A + 9-)  -tg  (^-9')]. 
und  der  Füllungscoefficient; 


also : 


_ ABH  _ , g»  8in9>«[cot(A+9>)-tg(^-9>)3 

AEEtAt~^  ’ 

cot(A+9')=  tgOJ-9')+^^^j~. 


Soll  der  Wasserspiegel  ron  der  folgenden  Schaufel  berührt  werden , so  ist  an- 
nihemd ; 

tgl  = (9'“9)  Y- 

Aus  beiden  Gleichungen  ergibt  sich; 

<#9/-f  2o(9/-9) 

oder  wenn  man  9/  mit  tg^  identificirt: 
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cot(A-f-v«,)=‘»g 


**  0*  /d—  2a  O/f^fs)  i/>  \ 

~2f<i  \ rf^+2a(i/,-y)  ^))» 

die  Schaufelzahl  ist  dann  wie  oben.  auch  Spannschützen,  selten  findet  freier 

4)  Constrnction  mittelschUch-  ^“5"“  ®‘*“‘ 

tiger  Räder.  Be«  den  UeberfallschUtzen  fliesst  das 

Die  mittelschlichligen  Räder  sind  ent-  d«»  »‘^hntzbrettes. 

weder  gemeine,  d.  h.  Zellenräder  nder  R'ehtung  wird  durch  den  abgerun- 

Kropfräer.  d.  h.  mU  d^em  Sa„[el  oder  . 

Kropfe  umgebene  Schaufelräder.  Das 

zeitige  Austreten  des  Wassern  monh»  ***  diese  absurunden,  und  zwar 

dass^der  grösste  Arbeit^erlust  ir^er  Im  t1c2te"nT 

unteren  Radhälfte  suttfindet,  und  somit  F„u  beim  freien 

ist  ihr  Wirkungsgrad  geringer  airder  ^ beschrieben  wurde,  denn  bet  grös- 
der  bis  jetzt  behandelten  iSder 

Man  hält  daher  das  Wasser  so  lance  ß®*’'"?®'*®';  f“  g'oss  sein.  Die 

di  HyTrod™3v 

her  die  Räder  stark,  und  führt  auch 

r7Q\  ^®®®®*'  T°"  >°"en  ein  (Fig.  C>=  }/U«,  A,  V(2^  *,), 

IW).  Besser  aber  ist  cs,  Kropfräder  zu  wo  ft  der  Auiflusscoefficient,  e,  die 

Mündungswelte,  A,  die  Druckhöhe  ist. 


Fig.  179. 


»jiföi ; 


• >«  i 


Mau  erhält  hieraus : 
Ao  = 0,3302 


(— )*• 

e,/ 


- 1 1 (*  •')’ 


nehmen,  wo  dann  die  Schaufeln  ans 
einem  Stücke  bestehen  und  oft  radial 
gestellt  sind.  Jedoch  wird  besser  der  ins 
Unterwasser  tauchende  Thcil  der  Schau- 
fel so  gestellt,  dass  er  beim  Austritt 
Tertikal  gerichtet  ist.  Der  Kropf  darf 
nur  ^ bis  1 Zoll  vom  Radumfangc  ent- 
fernt sein,  damit  nicht  zu  viel  Wasser 
entweicht.  Die  Schaufelzahl  muss  gross 
sein,  damit  das  Stossgefällo  kleiner  wird, 
und  das  Druckgefälle  zunimmt.  Oft 
wird  die  äussere  Entfernung  zweier  Schau- 
feln gleich  der  Kranzbreite  genommen. 
Ventilation  ist  hier  nothwendig,  also  am 
Badboden  sind  Spalten  anzubringen. 

Mittelschlächtiger  Räder  bedient  man 
sich  bei  einem  Aufschlagsquantum  von 
5 bis  80  Cubikfuss  in  der  Seennde  und 
einem  GeAlle  von  6 bis  15  Fnss. 

Die  SdiQtzen  sind  hier  Ueberfall- 
senützen,  oder  Conlissenscbaufel-  oder 


Durch  das  Verhultniss  A = ~ ist  auch 

f» 

die  Eintrittsgeschwindigkeit  c bestimmu 
Also  das  nöihigc  GeftUlo  HM=:ht  wt« 
. _c»  (At)» 

Der  letzte  Ausdruck  wird  wieder  der 
Sicherheit  wegen  genommen.  Gewöhn- 
lich ist  A = 2. 

Die  Höhe  AM:zx  der  Kröpfung  er- 
gibt sich: 

X ^ A|  — Äj. 

Sei  HDzzk  das  Totalgefillle,  so  ist  das 
Druckgefälle: 

MD  = EF=h,  = h^k^, 

und  wenn  TBM—y  die  Neigung  des 
Eeitscbanfelendes  gegen  den  Horizont 
ist,  nach  der  Theorie  des  Wurfes  der 
Körper : 

sin,.^i/I,  x=£l£!^’. 

r *i  2-7 

Die  Länge  MB  — y der  Kröpfung  ist 
dann: 

y = A,  sin2*'. 

Soll  das  Wasser  tangential  einfliessen 
so  ergibt  sich  der  Radhalbmesser : 

__  A-A, 

1— COSK* 

25* 


-« 


Wasserrad. 


388 


Wasserrad. 


Fig.  180. 


und  der  Centriwinkcl  BCF—  9 des  was- 
serhahenden  Bogens : 

tt  1 A — Ä , 

cos  9 = 1 

a 

Ist  aber  y nicht  gleich  ^9 , so  ist  die 
Abweichung  des  Strahls  beim  Eintritte 
von  der  Schaufel  n=i9  — y. 

Bei  Span  n sch  Q tzen  ist  das  Schatz- 
brett AÜ{F\g.  180)  dem  Rade  sehr  nahe 
an  rücken,  und  dick  und  gut  abzurun- 

Fig. 


den;  das  Ende  A des  Oerinnbodens  ist 
dann  parabolisch  zu  formen.  Die  Höhe 
BE=  DF^h^  ergibt  sich  wieder: 

A j " A A I , 

wo  RF  = h das  Totalgefälle , A,  die  Ge- 
schwindigkeitshöho  ist,  wo  A,  sich  wie 
oben  ergibt;  ebenso  der  Contri winke! 
BCFzzS^.  Auch  die  Formeln  für  x und 
y bleiben  unverändert.  Die  Schntzöfif- 
nung  braucht  nicht  gerade  in  den  Schei- 

181.  ' - 
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tel  A der  Parabel,  sondern  kann  in  je- 
den Punkt  derselben  fallen,  wenn  die 
Mündungsnxo  die  Parabel  nur  berührt. 

Die  Coulissenschütze  (Fig.  181)  Aß 
ist  mit  Leitschaufeln  versehen  und  wird 
wieder  bei  veränderlichem  Wasserstande 
angewandt.  Die  Schntzbretter  A und 
ß können  beide  gestellt,  und  dadurch 
Druckhöhe  und  Ansflussöffnung  regulirt 
werden.  Tangentiale  Einführung  da- 
gegen gelingt  nicht,  sondern  die  Ab- 
weichung von  der  Tangente  beträgt  20 
bis  30  Grad.  Wie  oben  ist  hier  der 
Ausflusscoefficient  /i  = 0,82  bis  0,9.  Für 
den  Mittelwerth  « = 0,85  wird  die  Druck- 
höhe : 


allgemein : 


A,=  1,384 


A.=; 


also  die  Kropfhöhe  oder  die  des  wasser- 
haltendcn  Bogens : 

ib*t» 


kurzen  Annen,  welche  radial  aus  dem 
Radkränze  bervorragen.  Die  Stranbe- 
räder  haben  einen , auch  zwei  Kränze, 
schmäler  jedoch  als  die  der  Stabräder. 
Gewöhnlich  macht  man  die  Schaufeln 
von  Holz. 

Die  Leistung  der  Kropfräder  ist  im 
Allgemeinen  wie  die  der  ohcrschlächtigcn, 
nur  der  Wasserverlnst  ist  ein  anderer, 
da  hier  das  Wasser  zwischen  Rad  und 
Kropf  entweicht.  Dieser  Raum  heisst 
deshalb  schädlicher  Raum. 

Sei  wieder  c,  die  Eintrittsgeschwin- 
digkeit des  Wassers,  die  des  Rades 
im  Theilkreise,  «j  der  Winkel  c^lov^ 
zwischen  beiden  (Fig.  182),  so  ist  wie- 
der die  Stosslcistung: 

(c,  cosn,  — rj)ü 

Sei  A'Ä’,  = A,  der  Niveaunbstand  zwi- 
schen dem  Eintrittspunktc  A^  ^und  der 
Oberfiäche  h'  des  Unterwassers,,  so  ist 
die  Leistung  gleich  Qy,  die  Total- 
wirkung wie  beim  obcrscblächtigen: 


Qy- 


*.=*-0,384^.  i = 


Ist  der  Wasserstand  veränderlich,  so  er- 
folgt die  Anordnung  für  den  mittleren 
Wasserstand,  indem  das  Endo  JV  der 
mittleren  Leitschaufel  um  die  letzte  Höhe 
A,  über  den  Fuss  F des  Rades  gelegt 
wird.  Die  andern  Leitschaufeln  (etwa 
in  3 Zoll  Abstand)  werden  in  gleichen 
Winkeln  zu  dem  Radnmfang  gestellt,  in- 
dem sie  tangential  einem  dem  Radum- 
fange concentrischen  Kreis  A'L,  der  durch 
die  Richtung  der  ersten  Leitschaufel 
DK  bestimmt  wird,  gelegt  werden. 

Der  Mantel  oder  Kropf  ist  von 
Stein  oder  Holz.  Der  kleinste  Zwischen- 
raum 4 Zoll  zwischen  Kropf  und  Rad 
reicht  bei  hölzernen  Rädern  nicht  aus, 
weil  wegen  der  mit  der  Zeit  eintreten- 
den Deformation  des  Kropfes  selbst  ein 
Anstreifen  zu  befurchten  steht. 

Ist  der  Kropf  eng  , so  müssen  durch 
Rechen,  welche  vor  der  Schütze  ange- 
bracht sind,  feste  Körper , welche  das 
Wasser  etwa  mit  sich  führt,  entfernt 
werden. 

Wenn  das  Wasser  langsamer  ahfliesst, 
als  das  Rad  umläuft,  so  darf  der  Kropf 
nicht  in  die  Sehne  des  Abzugscanals 
anslanfen,  sondern  es  muss  ein  Absatz 
Btattfinden. 

Was  die  Radconstruction  anbe- 
trifft,  so  unterscheidet  man  Stab-  und 
Stranberäder.  Bei  den  ersteren  sind 
die  Schaufeln  zwischen  zwei  Kränzen 
befestigt,  bei  den  letzteren  sitzen  sic  auf 


wenn  man  den  Wasserverlust  nicht  be- 
rücksichtigt. — Es  ist  nnn  aber  zu 
ermitteln.  Wie  heim  obcrscblächtigen 
Rade  zeigt  man,  dass: 

Ao+»  = l,l 


wo: 


ist. 


//;W=RO  = Ao  -fz 


Das  ganze  Gefälle  ist  RF=k,  der 
Radhalbmesser  gleich  a,  also  die  Kropf- 
höho  DF—h^'. 

c* 


A,  = A-1,1 


2^ 


Winkel  ACF=.9  ergibt  sich  durch: 

cos  #=  1——. 

a 

Winkel  rAc  = n ist  gegeben.  Durch  Sub- 
traction  von  & erhält  man: 

cAD  — y~& — a, 

also  die  Scheitolcoordinaten  der  vom 
frei  einfallenden  Wasserstrahl  gebildeten 
Parabel  OA: 

„ c*8inv* 

(fln=zx~ — n ♦ 

n2t' 

9 

Sei  MiV=Z)A,  =z  die  Höhe,  nm  welche 


c’ sin  2t' 
MA  = V = • 


i 
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das  Wasser  noch  sinkt,  ehe  es  vollstän* 
dig  zam  Stosse  gelangt.  Dann  ist  fSr 
die  Coordinatcn  des  Punktes  W,  wo  der 
Stoss  beginnt : 

OiV=Xj  = x+»i.‘, 

und  för  den  Winkel  K = des 
Strahles  in  W gegen  den  Horizont : 


Für  den  Winkel  um  welche 

W vom  Radfusse  abweicht: 


voraus  ist,  von  EG  nach  wobei 

sie  den  Weg  EK^  = s znrücklegt,  so  iit 
der  Weg  des  einfallcnden  Wassers: 

A\V  = t^  = AE■{-EE^-E^\V 

= (!-*)&+*, 

aber:’  ' 

_ 1 c+c, 
s ~ 2 e ’ 

also : 

2(l-0&  . 


Bin 


j 


wo  rt,  der  mittlere  Halbmesser  C^F  ist. 
Der  Winkel  ergibt  sich: 

und  wie  oben : 


*^1  = K'c*+2jz,=:V2^(0,9Äo+»+*J. 

Geht  die  Schaufel  von  AB  nach  A^B, 
and  die  ihr  nächste,  welche  um  AE=b 


Durch  diesen  Bogen  lässt  sich  die  Schan» 
fclstcllc  E,G ^ verzeichnen , wenn  man 
berücksichtigt,  dass  bei  der  Beendigung 
dos  Stosses  dieselbe  mit  der  Wasser- 

•r  60  0 

menge  V= — i gefüllt  ist,  also  der 

ttll 

Querschnitt  dieser  Menge: 

F=^  = ^ 
e nue 

beträgt.  Diese  Schaufolstelle  aber  muss 
der  Fallhöhe  = entsprechen  Man 
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macht  also  dio  Bestimmung  zuerst  mit 
einem  abgcschatztcn , und  dann  mit 
einem  hiernach  angenaherten  Wcrihe 
von  Z|. 

Von  dem  eben  gefundenen  Werthe 
von  L sind  jetztdie  Arbeilsvorluste 
abzuziehen,  welche  aus  dem  Entwei- 
chen desW  assers  durch  den  schäd- 
lichen Raum  im  Kropfe  entstehen. 
Dieser  Verlust  ist  bei  der  Stosswirkung 
gering,  da  der  Wasserstrahl  nicht  un- 
mittelbar diesen  Spielraum  trifift.  Bei 
der  Druckwirkung  aber  ßndet  er  unaus- 
gesetzt statt.  Man  kann  annchmen,  dass 
das  Wasser  mit  den  veränderlichen 
Druckhöhen  Lj  L,  = /,,  /,,£.*  = /,  . .. 
ans  den  Oefifnungen  K,  . . . ent- 
weicht. 

Sei  e wieder  die  Badweitc,  der  kür- 
zeste Abstand  der  Radschaufeln  vom 
Kropfe  gleich  <r,  also  ae  die  Ausfluss- 
Öffnung,  und  die  Ausflussgeschwindig- 
keiten ; 

die  Ausflussmengen  in  Zeit  r : 

= t>,  = ^ee  r V(2sr  f,) 

u.  *.  w.,  wo  ft  der  Ausflusscoofficlent  ist. 

Da  diese  Wassermengen  von  den  Hö- 
hen K^K,  = k,  . . . her- 

absinken, um  welche  die  benachbarten 
Wasserspiegel  in  den  Zellen  von  einan- 
der abstehen,  so  sind  die  Arbeitsverluste : 

i>,  y = ^ (T er  y(2^  f,)  Är,  y , . 


also  der  Arbeitsvorlust  im  ganzen  Kropfe' 
in  der  Socunde: 

L^^uaey  V(%)  (^i  Vfi+. . 0i 

y ist  die  Dichtigkeit  des  Wassers. 

Die  Summe  Ar,  V/, -|- A,  . . . 

kann  man  darum  als  constant  anseben, 
da  in  sehr  kurzer  Zeit  eine  Schaufel  an 
die  Stelle  der  andern  tritt.  Wenn  das 
Wasser  unter  Wasser  ausfliesst,  so  wer- 
den die  Grössen: 

— Ar,,  Aj— Atj  • • . 

Da  die  Einfassungswändo  aber  1 bis  2 
Zoll  von  den  Radkränzen  abstehen , so 
fliesst  auch  Wasser  von  beiden  Seiten 
des  Rades  ab.  Längs  der  Schaufelbreite 
EjC,  . . . (Fig.  183)  bilden  sich 
nämlich  Ausflussöffnungen.  Durch  die 
oberen  Wandeinschnitte  E ^G E^G.  . . . 
fliesst  das  Wasser  ganz  frei,  durch  die 
unteren  E^G^,  E,G,  zum  Theil  frei, 
zum  Theil  unter  Wasser.  Steht  das 
Wasser  über  der  ganzen  Schaufel  E^G^f 
die  nicht  in  das  Wasser  der  vorherge- 
henden Zelle  taucht,  ist  der  Spielraum 
an  den  Seiten  des  Rades,  d die  Schan- 
felbreite,  /,  die  Tiefe  der  untern,  m, 
mrer  obern  Kante,  G^  unter  dem  Was- 
serspiegel IV,  so  ist  das  Ausflnssquan- 
tum  zu  beiden  Seiten  des  Rades: 



Nimmt  aber  das  Wasser  über  einer  Schau- 


Fig.  183. 
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fei  E'jff  j nur  einen  Theil  derselben  ein, 
und  wird  auf  der  vorderen  Seite  von 
dem  Wasser  der  vorausgehenden  Zelle 
bcspQlt,  so  erfolgt  der  Ausfluss  durch 
einen  Theil  £,  P^  des  Spaltes  zn  bei* 
den  Seiten  der  ersten  Schaufel  unter 
constanter  Druckhöhe  K^K^=k^t  wäh- 
rend bei  dem  Ansfluss  aus  dem  übrigen 
Theilc  die  Druckhßhe  von  k^  bis  0 ab- 
nimmt. Die  Breite  des  unteren  Thciles 
der  Schaufel  ist  E^P^—p,  die  des  obe- 
ren S,  = ; cs  fliesst  dann  durch 

den  unteren  Theil  der  Spalten  Ej 
das  Wasserquantura : 

ff 

und  durch  den  oberen  Theil: 

if*9io\(2g  k^), 

also  im  Ganzen: 


als  mittlerer  Niveaustand  angenommen, 
also  die  Geschwindigkeit  des  abfliessen- 
den  Wassers  ir  ergibt  sich  ; 

IC*  e* 

e* 

Der  Verlust  an  Arbeit,  welcher  ^ 

2? 

entspricht,  war  schon  berücksichtigt,  es 
tritt  also  hinzu : 

Q^j  J'* 

Abf&lle  bei  Kropfrädern  sind  somit,  wo 
cs  angeht,  zu  vermeiden. 

Es  tritt  aber  auch  hinzu  die  Rei- 
bung im  Kropfgerinne.  Sei  der 
Reibungscoefficient  so  ist  für  Ge- 
schwindigkeiten von  4 bis  6 Fass  zu 
setzen ; 


2ua 

Nach  einer  oder  der  andern  dieser  For- 
meln muss  bezüglich  die  Ausflussmenge 
ermittelt,  jedes  mit  dem  Niveauabstandc 
k^,  A,  . . . und  mit  y multiplicirt,  end- 
lich alle  Producte  addirt  werden , und 
man  erhält  dann  das  entsprechende  Ar- 
beitsquantom. 

Steht  die  Oberfläche  des  Unterwassers 
aber  mit  der  des  Wassers  in  der  tief- 
sten Zelle  nicht  auf  gleichem  Niveau,  so 
erfolgt  ein  neuer  Arbeitsverlast.  Hier 
fliesst  das  Wasser  ans  der  Zelle  BDD^B^ 
(Fig.  184)  sogleich,  wenn  die  Schaufel 


Fig.  184. 


HD  die  Schwelle  FG  überschritten  hat, 
nimmt  also  zu  der  Radgeschwindigkeit 
c noch  eine  andere  an,  welche  dem  Ni- 
veauabstandc  FÄ’=A,  entspricht.  Der- 
selbe hat  seinen  grössten  Werth,  w’enn 
die  Schaufel  über  die  Schwelle  gegan- 
gen, und  die  Oeffnung  bei  F entstanden 
ist ; er  ist  gleich  Null,  wenn  beide  Was- 
serspiegel in  ein  Niveau  kommen,  wo 
dann  der  Ausfluss  durch  beendet 

ist.  Aj  war  die  anfängliche  Tiefe  des 
Wassers  in  der  untersten  Zelle ; sei  4^^ 


f = 0,00769, 

und  der  Gcfällvcrlust : 

wo  / die  Länge  des  Kropfes,  p der  Um- 
fang, F der  Inhalt  des  Wasscrproflli 
ist,  somit: 


F 

also: 


P _ 2(e-|-  d)  , 2 

— , annähernd  =-7, 

d 


de 


A,  =0,0002461 

d 

und  der  Verlust  an  Arbeit: 


I,  =0,0002461  ^ Qy. 

Der  Wid  erstand  der  Luft  ge- 
gen die  S chaufcl be w egu ng  und 
auch  gegen  die  der  Radarme  kommt 
noch  in  Rechnung.  Es  ist  der  Wider- 
standcoeffleient  C=l,25.  Ist  y die  Dich- 
tigkeit der  Luft,  F die  Flädie,  also 
y = 0,0859  Pfund,  so  hat  man  für  die- 
sen Widerstand; 

= 0,001718  Fe* 

= 0,00017181»  de  e*. 

Da  F gleich  dem  Inhalte  nde  sämmt- 
licher  Schaufeln  ist,  und  der  Arbeite- 
verlust; 

L4  =0,001718«  de  t*. 

Diese  Verluste  betragen  jedoch  nur  we- 
nige Procent  der  Leistung. 

Sei  jetzt  «A|  die  Höhe  des  wasser- 
haltenden Bogens,  y eine  Erfahrungs- 
zahl , Aj  die  Hohe  der  Eintrittsstelle 


r 


r 
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über  der  tiefsten  Stelle  des  Rades,  dann  ist  wieder  yQh^y  die  Drackwirkong, 

r 

<f  Gv  die  Zapfenreibung. 

Jetzt  lässt  sich  die  Gosamm  t lei  s tu  ng  angeben.  Sie  beträgt: 

i Qy-lZ  6„. 

3 

Das  Totalgcfällo  vom  Obcrwasserspiegel  bis  zu  dem  des  Unterwassers  sei  wieder 
A,  also; 

'lg 

Die  Eintrittsgeschwindigkeit  C|,  bei  welchem  die  Leistung  am  grössten  ist,  er> 
gibt  sich: 


r , cos  a I 


und  in  diesem  Falle: 


1,1  e ’ 


9 

mit  dcm'Coefilcienten  den  er  durch 
Erfahrung  bestimmt.  Er  findet  für  Rä> 
der  mit  SpannschQtzen ; 

f = 0,77, 

und  für  solche  mit  Ueberfallschützen : 
{=0,80. 

Jedoch  ist  die  Zapfenreibung  noch  ab* 
zuziehen. 

Weissbach  gibt  den  Wirkungscoeffi- 
cienten  gleich  0,65  bis  0,63  an. 

5)  Construction  unterschläch* 
tigor  Räder. 

UnterschlächtigeRäd  erhängen 
gewöhnlich  in  einem  Gerinne , welches 
mit  Boden  und  Seilcnwändcn  das  Rad 
möglichst  genau  umschliesscn  muss. 
Man  unterscheidet  Kropfgerinne, 
welche  längs  eines  kleinen  Bogens  das 
Rad  umfassen,  von  Sch  nur  gerinnen, 
welche  es  nur  berühren.  Die  ersteren 
sind  ofi'enbar  die  zweckmässigeren.  Um* 
fasst  der  Kropf  wenigstens  3 bis  4 Schau* 


Pv  = l v+*i)  Qyy 


» 


cosn,  und  1,1  e sind  beide  nahe  = f,  nahe  =:v,.  Der  leichteren  Einführung 
wegen  aber  macht  man: 

c I cos  €t  I 2 n I , , 

und  es  wird  die  wirkliche  Leistung: 

beinahe  wie  beim  oberschlächtigen  Rade, 
daher  auch  die  vortheilhafteste  Umdre* 
hungszahl  beinahe  wie  dort. 

Morin  multiplicirt  die  theoretische 
Leistung : 


fein,  so  ist  die  Rechnung  wie  bei  den 
mittelschlächtigen  Rädern  zu  führen. 

Auch  hier  werden  meist  radiale  Schau* 
fein  angewandt,  jedoch  neigt  man  sie 
zuweilen  etwas  nach  der' Schütze  unten, 
damit  sie  kein  Wasser  wieder  empor* 
nehmen,  auch  können  dieselben  aus  zwei 
Theilen,  die  einen  Winkel  von  100  bis 
120**  machen,  zusammengesetzt  werden. 
Man  kann  in  dem  Bogen  grosse  Oeff* 
nnngen  machen , ohne  dass  das  Wasser 
nach  innen  überfiiesst,  daher  werden 
die  Zellen  so  «gefüllt,  dass  « = ^ bis  | 
beträgt 

Um  das  Ueberlanfcn  nach  innen  zu 
verhindern  und  den  Fassnngsraum  zu 
vergrössern , macht  man  die  Radtiefen 
von  1{  bis  14^  Fuss.  Die  Einführung 
erfolgt  tangential,  und  um  die  Schütz* 
mündung  recht  nahe  zu  legen , wendet 
man  ein  geneigtes  Schutzbrett  an,  dessen 
untere  Kante  abgerundet  ist. 

Die  Leistung  unterschlächüger 
Kropfräder  ist  geringer  als  die  der  mit* 
tclschlächtigen , da  das  Druckgefälle  ge* 
ringer  ist. 

Morin  findet  durch  Versuche  nur  den 
Wirkungsgrad  0,33  bis  0,41 , näm* 
lieh  : 


II» 


wo  {=0,60  bis  0,74  beträgt. 


■A 


M 

T0 


k 
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Auf  Zi^pfenreibung  ist  hier  keine  R&ck- . 
sicht  genommen.  Berücksichtigt  man 
dieselbe,  so  istt 

{ = 0,40  bis  0.45,  wenn  A,:r|A, 

{ = 0,42  bis  0,49,  wenn  h^  = lh, 

{ = 0,47,  wenn  Aj  = JA, 

{ = 0,56,  wenn  = 

Noch  schw&chere  Leistongen  geben  die 
Bader  im  Schnnrgerinne.  bei  de- 
nen nur  die  Wirkung  durch  Stoss  er- 
folgt. Man  wendet  sie  daher  nur  bei 
GeHUIen  bis  4 Fass  nn;  sie  haben  12 
bis  24  Fass  Höbe,  24  bis  48  meist  ra- 
diale oder  unten  wenig  schräg  nach  der 
Schütze  zu  gestellte  Schaufeln,  welche 
3 mal  so  breit  sind,  als  der  ankommende 
Wasserstrahl  dick  ist,  denn  das  Wasser 
nimmt  nach  vollbrachtem  Stosse  mit 
dem  Rad  eine  Geschwindigkeit  an,  die 
höchstens  85  bis  40  Prozent  seiner  an- 
fänglichen Geschwindigkeit  beträgt , so 
dass  der  fortfliessende  Strahl  bis 

3 mal  so  dick  ist,  als  der  ankommende. 
In  der  Regel  ist  die  Schaufelbreite  12 
bis  20  Zoll.  Das  Schnorgerine  ist  ho- 
rizontal oder  geneigt,  der  Zwischenraum 
bis  zum  Rade  höchstens  1 bis  2 Zoll. 
Ont  ist  es , wenn  dem  Gerinne  eine 
schwache  Krümmung  gegeben,  und  das 
Bad  so  eng  geschaufelt  ist,  dass  4 bis 
5 Schanfeln  ins  Wasser  reichen.  Die 
Spannsebütze  wird  schief  gelegt,  um 
Aasflnss-  nnd  Eintrittmündnng  möglichst 
nahe  zo  bringen,  und  die  Contraction  zu 
vermeiden.  Unter  dem  Bade  wird  oft 
ein  Abfall  sein, ' weil  der  Bückstrom 
hier  sehr  stört;  auch  gibt  es  Vorrich- 
tnngen  (Panzerzeagc)  zum  Heben  und 
Senken  des  Bades,  auch  wohl  des  Ge- 
rinnes. « 

Man  hat  für  die  Leistung: 


Fig.  185. 


B/  \B  B 


maassen.  Steht  die  Schaufel  AB  (Fig. 
185)  im  tiefsten  Punkte,  so  ist  die  Höhe 
des  schädlichen  Raumes  dem  kürzesten 
Abstande  Af'zia  des  Rades  vom  Ge- 
rinne gleich.  — Stehen  dagegen  2 be- 
nachbarte Schaufeln  A^B^  und  /l,  ß, 
gleich  viel  vom  tiefsten  Punkte  F ab, 
so  bat  der  schädliche  Raum  die  grösste 
Höhe  EF. 

Sei  CA  = rt  der  Radhalbmcsser,  n die 
Schaufclzahl,  so  ist  die  halbe  Entfer- 
nung EA,  zweier  Schaufeln  gleich  — , 

II 

also  die  Bogenhöhe: 


EA  annähernd 


a 


2’ 


die  grösste  Höhe  des  schädlichen  Bau- 
mes: 


and  der  mittlere  Werth  gleich: 


Hiermit  ist  die  Gerinnw’eite  e^  za  mul- 
tipliciren,  und  der  Querschnitt  des  schäd- 
lichen Raumes  ist: 


(c-v)v 
— --  Ql  Yi 

und  also  für  die  Umdrehungskraft: 

. P^^Q,y=2,112(r-t)(\. 

3 

C^i  ist  das  zum  Stoss  gelangomle  Was- 
serquantum. Es  kuniiiit  darauf  an,  in 
welchem  Verhältniss  dies  zuin  Aufschlags- 
quanuim  steht. 

Wasser  geht  unbenutzt  hier  durch  den 
schä^llichcn  Raum  zwischen  Rad  und 
Gerinne,  and  ausserdem  kommen  gewisse, 
namentlich  tiefere  Wasscrtheile  gegen 
die  vorausgehende  Schaufel  gar  nicht 
zam  Stosse. 

Der  Wasserverlust  im  schäd- 
lichen Räume  ergibt  sich  folgender- 


Sei  jetzt  K»  die  Geschwindigkeit,  mit  wel- 
cher das  Wasser  durch  denselben  ent- 
weicht Wenn  das  Unterwasser  in  glei- 
chem Niveau  mit  der  Oberfläche  des  an- 
kumnicndcn  Strahles  steht,  so  geht  das 
Wasser  ungehindert  mit  der  Geschwin- 
digkeit c hindurch,  und  die  Wassermeiige 
ist : 

Steht  aber  das  Unterwasser  höher,  ein 
Fall,  welcher  ciniritt,  wenn  dos  Ab- 
zugsgerinno  unter  oder  noch  hinter  deni 
Rade  keinen  Abfall  hat,  so  ist  die  Ge- 
schwindigkeit wegen  des  Gegendrucks 
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Fig.  18G. 


vom  Untorwii68cr  her  geringer.  Sei 
AI)  = (Fig.  186)  die  Strnhidicke, 
AE—d^  die  Höhe  des  abHicssenden 
Wassers,  so  ist: 


und  der  Niveauabstand : 


also  die  Geschwindigkeit  des  entweichen- 
den Wassers: 

•*'=  . 
und  der  Wasserverlnst: 

Beide  AnsdrQeke  von  sind  aber  mit 
einem  Ansflusscoeffieienten  fA  - 0,7  *u 
mnltipliciren. 

^ Das  Wasser,  welches  snr  Seite  ab- 
fliesst,  hat  den  Querschnitt  d^a^  , also 
diese  Abflussmenge  ist  im  ersten  Falle: 


(),  =2u  d,  <T|C, 
und  im  zweiten: 


Das  Wasserquantum , welches  zwischen 
den  Schaufeln  durchgeht,  aber  nicht  zum 
Stosso  gelangt,  gibt  Gerstner  auf  fol- 
gende Weise  durch  eine  Annftherungs- 
formcl. 

Sei  AE  = k (Fig.  187)  die  Entfernung 
zweier  Schaufeln,  und  die  Länge  IzzAo 
= = . . . der  Wasserfäden, 

welclte  zwischen  zwei  Schaufeln  Platz 
Anden,  ist  dann: 


Trifft  nun  von  AB  das  erste  Element  A 
die  Schaufel  AK  in  A,  so  trifft  das 
letzte  D sic  in  O,  und  man  hat: 


AO  BO 


d.  h.; 
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also : 


nnd : 


AO_AO  BA 

V ~ c c ’ 


= = . . . 


Das  letzte  Element  von  Faden  d.fi,  trifft  noch  die  Schaufel,  dagegen 
welcher  in  O,  treffen  wQrde,  kann  nicmt  mehr  zum  Stosse  gelangen,  da  die  Schau- 
fel sich  über  dann  schon  erhoben  hat,  dies  aber  geschieht  mit  allen  Punk- 

ten in  B,D,  wo  D erst  die  Schaufel  in  N trifft. 

Man  hat  nun: 


AtD  = —A,N, 

es  ist  also  die  Summe  aller  Fadentheile  zwischen  A D A^  d,,  welche  eine 
Schaufel  stossen,  gleich  - — ^ mal  Schwersumme  zwischen  A^O^  nnd  A^^  d.  h. 

V 

das  Kreissegment  A^O^A^,  und  wenn  man  dies  annähernd  gleich  JilOmal  A^G 
setzt,  so  ist  der  Querschnitt  der  zum  Stoss  gelangenden  Wassermenge: 

d.  h.  t 

A,B^DA^  = ll-  A^G, 

also  wenn  die  zum  Stoss  gelangende  Wassermenge  ist: 

Q*  ABB,A^-\-A^B^DA^  _ / .FC+ff-dG 
Q ~ ABB^A^  " 1-A^F  * 

d.  h.: 

Q-^  SA^F 

Sei  noch  a=.CA  der  Radhalb messer,  so  ist  annihemd: 


also: 

und: 


A F-^  A G-dl^ 

A^GAF'=A^G'A^Fy 

A.G  = l—,  AF=in,k, 
c—v 


also: 


wo  n,  die  Anzahl  der  ins  Wasser  getauchten  Schaufeln  ist,  also: 

A^^  _ j_  /^y  * 

A^F  ~ »i|*  \c— e/  ’ 

[1-377 

Dieser  Verlust  ist  desto  geringer,  je  grösser  n,  also  auch  n ist. 

Mit  Berücksichtigung  der  Zapfenreibung  ergibt  sich  nun  die  Leistung: 

9 ** 

und  annähernd,  wenn  gesetzt  wird: 

ti,  = cec=±Q. 
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Fällt  die  Sohle  des  Abzugsgrabeos  mit 
der  des  Schutzgerinnes  zusammen,  so 
fliesst  das  Wasser  mit  Geschwindigkeit 

I» 

V und  der  Tiefe  rf,  = — fort,  dann 

V 

bat  man  noch  eine  Reaction  des  Was- 
sers auf  die  Radschaufeln  , deren  Arbeit 
beträgt: 

L^=(d,-d,)Qy=^-:^d,Qy. 


Uro  die  der  grössten  Leistung  ent- 
sprechende Geschwindigkeit  zu  ermitteln, 
vernachlässigen  wir  die  Zapfenreibung. 
Durch  Di£ferenxiircn  ergibt  sich  dann : 


also  dann,  wenn  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit etwas  kleiner  als  die  halbe  Was- 
sergeschwindigkeit ist. 

Smeaton  hat  den  grössten  Wirkungs- 
grad experimentell  bestimmt,  er  findet 
denselben  gleich  0,165  bis  0.25  für  das 

Verhältniss:  -^  = 0.34.  Bossul  gibt  den- 
c 

selben  etwas  grösser.  Im  Mittel  kann 
man  setzen: 

L=  1,288  (c—e)n^  Fusspfund, 

jedoch  genügt  diese  Form  nur,  wenn 
der  Spielraum  1^  Zoll  nicht  übersteigt. 
Ist  dies  der  Fall,  so  ist  nach  Christian: 

L = 1,605  (c—v)  Fev, 


^i+i-,  = *|c»Q  = 0,32fc«(?. 

Bei  einem  Rade  erhielte  man  nur  4<’*Q- 

6)  Construction  der  Schiffs- 
mühlenrüder. 

SchifiTsmühlenräder  sind  Räder  ohne 
Jedes  Gerinne,  die  daher  nur  einen  Thcil 
der  Flussbreito  cinnehmen.  Die  Zapfen 
ruhen  auf  Schiffen,  welche  durch  Seile 
oder  Anker  befestigt  sind.  Auch  findet 
sich  zuweilen  ein  Angewelle  auf  dem 
Schiffe,  wahrend  das  andere  am  Ufer 
ruht.  Im  erstcren  Falle  muss  sich  die 
Arbeitsmaschine  ebenfallsauf  dem  Schiffe, 
im  letzteren  auf  dem  Lande  befinden. 

Diese  Räder  sind  12  bis  15  Fuss 
hoch,  haben  wenigstens  6,  besser  aber 
12  und  mehr  Schaufeln,  oft  fehlen  die 
Kränze,  und  die  Schaufeln  befinden  sich 
an  den  Radarmen,  sind  lang  (6  bis  18 
Fuss)  und  breit  1 bis  2 Fuss).  Zweck- 
mässig ist  den  Schaufeln  lÖ  bis  20° 
Neigung  unten  gegen  den  Strom  zu  ge- 
ben, und  nur  etwas  über  die  Hälfte  ins 
Wasser  tauchen  zu  lassen.  Um  das  Bie- 
gen der  Arme  zu  verhindern,  verbindet 
man  dieselben  mit  Staben. 

Die  Leistung  ist  kleiner  als  die  bei 
Rädern  in  Gerinnen,  denn  ein  Theil  des 
Wassers  weicht  zur  Seite  ans,  und  ein 
grösseres  Wasserquantum  gelangt  nicht 
zum  Stoss,  weil  wenige  Schaufeln  ein- 
getancht  sind.  Die  Leistung  ist  wieder 
dnreh  die  Formel  gegeben; 


wo  F den  Inhalt  des  eingetauchten 
Flächenstöckes  der  Schaufeln  bezeichnet. 

Es  kommt  oft  vor,  dass  die  Was- 
serkraft auf  mehrere  Rider  ver- 
th eilt  wird.  Seien  deren  zwei  gege- 
ben, die  in  einem  horizontalen  Sebnur- 
gerinne  hängen.  Das  Wasser  kommt 
dann  an  das  zweite  Rad  mit  der  Ge- 
schwindigkeit r, , mit  der  das  erste  um- 
geht; ist  V,  die  des  zweiten  Rades,  c 
die  Eintrittsgeschwindigkeit,  Q das  Auf- 
schlagsquantum für  beide  Rider,  | eine 
Erfahrungszahl,  die  wir  gleich  1,288 
setzen,  so  sind  die  Leistungen: 

L,={(c-«,)rj  Q, 

^-1  = ? Q. 

und  wenn  beide  Rider  gleich  viel  leisten, 
und  man  = setzt: 

und: 

• , = |c,  »,=Jc, 

die  Gesammtleistung : 


L —Fr, 

WO  F der  Inhalt  des  eingetanchten  Theils 
einer  Schaufelfliche  ist.  Der  Wasser- 
verluste wegen  multiplicirt  man  L je- 
doch mit  einem  Coefficienten.  Ist  die 
Zahl  n,  der  eingetanchten  Schaufeln  n, 
nicht  sehr  klein , so  kann  man  wieder 
setzen : 


wenn  aber  «,  sehr  klein  ist,  so  trifft 
schon  der  oberste  Wasserfaden  AB  (Fig. 
188)  möglicherweise  nicht  vollständig 
die  Schaufel  AK,  und  nnr  AN  gelangt 
zum  StOBse;  dann  ist: 


Q,  ANN,  FA, 
Q “ ABB^FA,  ’ 


ANN,FA,  =i-lAOF, 


also: 


Wasserrad. 


398 


Wasserrad. 


• Fig.  18R. 


also  die  Leistang: 


Q^  T n^  A ü _ 2n ^ c—v 
'Q  ~ ~~cÄlT  ~ “3"  “c“’ 


- , (c— e)*e^  , (c-r)>w 

1 = ^ Y- 


Die  grösste  Leistang  findet  dann  für  v = ^c  statt,  und  betragt: 

.s  Q „% 


Der  Wirkungsgrad  ist: 


,8  c*  8 c* 
16n, 


’ ~ 81  * 

Für  eine  beträchtliche  Anr.ahl  von  Schaufeln  dagegen  gilt  die  Formel  für  R&der 
im  Gerinne. 

Ist  der  Radhalbmesser  a and  die  Tiefe  EF=0|  der  Eintanschang  gegeben, 
so  hat  man: 


also: 


21tat^  — AOn^y  and  ilO  = 2 V(2ae,), 

,,=!1V!?^=0,45t/5. 

na  f a 


Nach  Bossnts  Versuchen  ist  in  dem  Falle,  wo  wenig  Schaafeln  eintaachen : 

I=j(£Zji’Fy 

V ' 

CU  setzen,  wo  | = 1,37  bis  1,79  ist,  und  wenn  viele  Schaufeln  eintandien: 

9 


Fy,  { = 0.847  bis  0,706. 


Das  Tortheilhafteste  Verhältniss  finden 

Bossat  und  Pöncelet  — = 0,4,  und  den 

c 

Wirkungsgrad: 

9 = 0,384. 

7)  Construction  der  Poncelct* 
räde  r. 

Pon  ce le  tr  äd e r heissen  nach  ihrem 
Erfinder  unterschlächtige  R&dcr , deren 
Schaufeln  derart  gekrümmt  sind,  dass 
der  Wasserstrahl  an  der  hohlen  Seite 


derselben  hinströmt,  und  ohne  Stoss  durch 
Druck  wirkt.  Sie  sind  den  andern  un- 
terschl&chtigcn  Rädern  vorzueiehen,  und 
werden  bei  Gefällen  unter  6 Fass  an- 
gewandt. C ist  die  Axe  (Fig.  189),  AK^ 
A,Kj  . . . Scbauieln,  BD  das  geneigte 
Schatzbrett,  TA  der  eintretende  Wasser- 
strahl, der  dann  an  den  Schaafeln  hin- 
auf- und  hinuntersteigt.  Das  Rad  hat 
nur  einen  engen  Spielraum  im  Gerinne, 
das  Schatzbrett  ist  an  der  unteren  Kante 
abgerundet , um  Contraction  zu  vermei- 
den, die  Mündung-  ist  dem  Bade  nahe, 
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nnd  nm  den  Verlust  an  Wasserreibung 
auszugleiclien,  gibt  man  dem  Vorgerinne 
wohl  Vo  bis  ^5  Neigung.  In  der  Regel 
wendet  man  einen  kreisförmigen  Kropf 
an,  welcher  sich  wenigstens  auf  2 Schau- 
felstellungen erstreckt,  bringt  hinter  dem- 
selben einen  Abfall  von  ^ Fuss  an,  und 
erweitert  auch  wohl  den  Abzugsgraben, 
damit  das  Rad  nicht  im  Wasser  wate. 
Die  Räder  haben  10  bis  20  Fuss  Höhe, 
32  bis  48  Schaufeln  von  Blech  oder 
Holz.  Die  Schutzöffnung  ist  ^ bis  1 
Fuss  hoch. 

Sei  wieder  c = AC  die  Eintrittsgeschwin- 
digkeit, v = AV  die  Umfangsgeschwindig- 
keit des  Rades,  dann  gibt  Diagonale 
i4ci  = Ci  des  Parallelogramms  Avcc^ 
die  relative  Geschwindigkeit  des  Wassers 
in  Bezug  zum  Rade.  Schlicsstnun  Schau- 
fel AK  sich  tangential  an  Ac,,  so  ist 
kein  Stoss  vorhanden. 

Sei  Winkel  cA  v,  um  welchen  die  Rich- 


tung des  ankommciulen  Wassers  vom 
Rudumfango  abweicht,  so  ist; 

c , * = c*  -4-®’ —2c  e cos  a, 

und  Winkel  ®.4c,=/?,  um  den  die  Rich- 
tung der  relativen  Geschwindigkeit  von 
dem  Radomfange  abwcicht,  ergibt  sich; 

. csinn 
sin  5 = . 

Cl 

Aber  nicht  bloss  in  der  Mitte  A,  son- 
dern in  der  ganzen  Höhe,  also  auch  in 
D und  E soll  der  Strahl  mit  Winkel  o 
in  das  Rad  treten,  d.  h.  es  muss  in 
einem  Krcisevolventenbogen  zugeführt 
werden  GA , dessen  Gmndkreis  dem 
Rade  concentrisch  ist,  und  dessen  Er- 
zeugungslinio  AU  im  Anfänge  auf 
Bewegungsrichtung  A A ^ des  Suahls 
beim  Eintritte  senkrecht  steht.  Denn 
wenn  man  in  dem  der  Strahlhöho  glei- 
chen Abstande  Aequidistanten  zu  diesem 


1 
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Evolventenbogen  bildet,  so  schneiden  diese  den  Radumfang  in  D und  E unter 
demselben  Winkel,  wie  die  erstere  in  A. 

P ' Die  der  Axc  dos  eintretenden  Strahls  entsprechende  Evolvente  wird  con- 
* struirt,  wenn  man  auf  dem  Grundkreise  die  Stücke  Hl\  PQ  . . . abschneidet,  durch 
P und  Q . . . Tangenten  zieht,  und  diese  bezüglich  um  HP,  HQ  . . . gegen  die 
erste  AH  wachsen  l&sst.  Das  Wasser  steigt  mit  abnehmender  relativer  Geschwin- 
digkeit so  lange,  bis  diese  Geschwindigkeit  Null  wird , fällt  dann  so,  dass  cs  mit 
der  Anfangsgeschwindigkeit  wieder  unten  in  A^  ankommt.  Wird  nun  diese 
Geschwindigkeit  A |f'|  =c,  mit  der  Umfangsgeschwindigkeit  v vereint,  so  erhallen 
wir  A,ir  = ir,  und : 

ic  = y(C|*  — «*— 2CjT  cos/9). 

Die  mechanische  Arbeit,  welche  das  abiliessende  Wasser  behält,  ist  also: 

2g 


2g 


die  Radleistung  ist  also: 


_ c.rcosi?  _ 2e(cco8ft— e) 

L = — — Qy  = Qy= 


_ c*  cos  a*  _ 
^ = —2— 


2y  ' 9 " 9 

» 

Diese  Leistung  ist  am  grössten  für  einer  mittleren  Geschwindigkeit  höher 
v=|ccosir,  nämlich:  steigen  als  die  unteren,  also: 

(1— cosil). 

Die  Rad  weite  betrügt: 

Ist  0 = 0,  so  ist  der  Verlast  sogar  Null.  Q 

Dies  ist  jedoch  nnmöglich,  jedoch  ist  o 

nur  klein,  d.  h.  nicht  über  20*  *a  ^ ‘ . 

nehmen.  E&esnogsraum  dev^  soll  2 bis 

Wird  die  Centrifugalkraft  nicht  be-  2imal  so  gross  sein,  als  das  AuCschlags- 
rflcksichtigt , so  steigt  das  Wasser  zur  <lQentum,  also : 
c * 

Höhe  Diese  Centrifugalkraft  ist 

^9 

fast  der  Schwerkraft  parallel,  und  ihre 
Grösse : a — 

® I 

Wenn  a^  der  Halbmesser,  r,  die  mitt- 
lere Geschwindigkeit  des  mittleren  Rad- 
kranzes vorstellt,  dann  ist: 

(y-t-p)  A,  =^, 


rfi  = S — bis  4 — 
‘ ® c c 


Wegen  — = 

V 


hat  man  noch: 


also  die  Steighöhe 

Ä,= 


c * 


also : 

/t  I tl\dv 

oder  wenn  c = -^cos  o gesetzt  wird: 
d,  = Jrfco.«(l-^) 

• bis  ^ flf  cos  o ^1— 

Nach  Morin  ist  ^ = -5-  bis  ~ zu  setzen. 

Noch  ist  die  Eintrittsstelle  A 
und  die  A ns  tr i t tss  t eil e zu  be- 
stimmen. Man  nimmt  diese  Punkte 
wo  I den  Winkel  ABF  vorstcllt,  um  gleich  weit  vom  tiefsten  F.  Die  Bogen- 
wclchcn  der  Einlrittspunkt  A vom  tief-  l“"g®  b&ngt  von  der  Zeit  t ab, 

tten  F absteht.  Indess  ist  noch  die  welche  das  Wasser  in  den  Schaufeln 
Strahldicke  d,  zuzuzühlen,  weil  um  diese  bleibt;  es  ist  nämlich:  ^ 

die  oberen  Wasserfäden  bei  Annahme  AA,=2Ao  = n(. 


(>»¥y 

Damit  das  Wasser  aber  nicht  oben  über- 
schlfigt,  muss  die  Kranzbreite  FN=.d 
eine  gewisse  Grosse  haben,  und  zwar: 

d=LN  + FL  = h^-^CF-CL, 

d.  h.: 

d = h^  + a (1  — cosA), 


4., 


• • 
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also  wenn  mnn  g durch  g-h^  ersetzt* 


.o»-^7  +8>n 
8 


»in  y 1 / r 

' «i 


s ■ 


und  die  Lange  des  wasserhnltcndcn  Bo- 
gens yf  y4  , : 

Ä = 2lrtr:2r  /. 

Aus  diesen  Angaben  sind  Regeln  für  die 
Constrnction  der  Räder  aufzustellen. 

Gepbon  ist  das  Aufsohingquantum  Q 
und  das  Gefälle  A,  also  r,  c,,  r,  «,  tf  a 
a,  d,  e sind  zu  bcstirnrocn. 

Annähernd  ist : 

_ V(2i/A)  . h d 

2 -~2~'  ‘'=T’  ‘'■=T- 

In  dem  Ausdruck  für  — kann  Bunt- 

d 

hemd: 


c 

y-zr,  C|_e  = — , a^-a,  r = d 

gesetzt  werden.  Es  kommt: 

0.883  A 


l = - 


und: 


Damit  das  Wasser  bei  der  höchsten 
Stelle  K in  den  Scliaufeln  nicht  über- 
fchlagc , muss  das  innere  Schaufelendc 
K beim  tiefsten  Stande  FK  (Fig.  190) 
der  Schaufel  nicht  Überhängen;  aber  es 
soll  die  Schaufel  auch  nicht  zu  lang 
sein,  also  darf  das  Endo  K den  inne- 
ren Radumfang  nicht  zu  spitz  schneiden, 
und  deshalb  soll  das  innere  Schaufelende 
beim  mittleren  Stande  vcrtical  sein. 

Wenn  die  Schaufel  eine  c^rlindrische 
Form  hat,  so  erhält  man  das  Centrom 
M des  kreisförmigen  Durchschnittes, 
wenn  man  MF  senkrecht  auf  Fc, , und 
OM  horizontal  zieht.  Der  Krümmungs- 
halbmesser MF—KMzzr  ergibt  sich: 

d 

r= , 

cos  ß 

da  Winkel  MFO:zc^  Fv  — ß ist. 

Die  Zeit,  welche  das  Wasser  zum  « = A = 20®,  a = l,56A,  c = 0,98z<  f'(2^A) 
Hinaufsteigen  und  Hinabsteigen  am  Bo- 
gen FK  braucht,  kann  als  Schwingungs- 
zeit eines  Pendels  betrachtet  werden, 
wenn  die  Schwere  durch  die  Grösse 


)^«(2rt-f-A)  ^ 

woraus  sich  a ergibt: 

Führt  man , wie  es  am  zweckmässig- 
sten  ist,  den  Wasserstrahl  horizontal  ein, 
so  ist: 


_ I 30p 

P = ^CCOSff,  «== — , 
n a 


— — ersetzt  wird.  Es  ist:  ' 

* = ’»  |/y  ['/  + ^ (7  *f  sin  7)], 

wo  A die  Fallhöhe,  also  =r,  7 derCcn- 
triwinkel  AfGL  ist,  welcher  dom  Kreise 
MLS  mit  Durchmesser  r und  der  Bo- 
genhöho : 

JUiV  = MF  cos  FMN  — r cos  ß 
entspricht.  Man  hat  dann: 

C08  7=  — 2^  = 1-2c08/J, 

8in^7  = Vcoi7, 


wo  e die  vortheilhafteste  Radgeschwin- 
digkeit, u die  Umdrehungszahl  ist. 
Ferner: 

tg<^  = 2tgor,  Ci  = -^, 

cos  tf 

und  wenn  man  annähernd  setzt: 

' 2a/  a \ 8a/  a 

«|9 


schärfer  bestimmt; 


=0,9-, 


«'=» 


7-f  0,9  — 


- -1-0,08  a. 


k 
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e ist  dio  Radweite.  Für  den  Halbmesser 
r der  Schaufelkrümmung  und  den  Hülfs- 
winkel  </•  kommt: 
d 


r — 


, sin  •^  = Vcos  (f, 
cosd  2 


endlich 


A = 


9 y + sin</ 
16 


Ist  der  mittlere  Abstand  zweier  Schau- 
feln 1 Fass,  so  wird: 

n =2  n<i|. 

Poncelet  findet  experimental  das  vor- 

theilhafteste  Verhältniss  — = 0,50  bis 

c 

0,60,  den  Wirkungsgrad  ij=0,5  für  2 
bis  2,3  Meter  Gefälle,  für  1,5  bis  2,0 
dagegen  i;=0,55,  und  für  kleinere  17=0,6. 
Die  Nutzleistungen  sind  in  diesen  drei 
Fällen : 


werden , was  bei  den  letzteren  der 
Fall  ist. 

Bei  den  Stossrädern  breitet  sich  das 
Wasser  von  allen  Seiten  an  den  Schau- 
feln aus . bei  den  beiden  andern  flicsst 
es  nur  nach  einer  Seite.  Je  nach  der 
Art,  wie  das  Wasser  abiliesst,  zerfallen 
noch  die  Druck-  und  Reartionsräder  in 
vier  Arten. 

Dio  relative  Bewegung  des  Wassers 
kann  nämlich  eine  horizontale  oder  eine 
geneigte  sein.  Im  ersteren  Falle  kann 
das  Wasser  von  innen  nach  nassen  oder 
umgekehrt,  im  letzteren  von  oben  naeh 
unten  oder  umgekehrt  abflicssen.  Räder, 
wo  der  Abfluss  von  unten  nach  oben 
gebt,  werden  auch  Danaidcn  genannt. 

2)  Constru’ction  der  Stoss-- 
räd  e r. 

Stossräder  sind  die  einfachsten, 
aber  auch  die  unvollkommensten  Hori- 
zontalräder. Sic  haben  16  bis  20  recht- 
winkige  Schaufeln,  AB,  A^B^  ...  (Fig. 
191),  welche  unter  70“  gegen  den  Hori- 
zont geneigt  aufsitzen.  Zum  Zafiibren 


{(c— r)®0  Fasspfund,  Fig.  191.  , 

und  bezüglich: 

{i=2,53,  2,74,  2,95. 

Neuere  Versuche  sind  von  Morin,  Maro- 
zeau  und  Lacolongc  angestellt. 

Ueber  verticale  Wasserräder  ist  Aus- 
führliches enthalten  in  Weissbach's  Ma- 
schinenmechanik. Von  dem  betreffenden 
Abschnitte  dieses  Werkes  ist  dieser  Ar- 
tikel ein  Auszug.  Ausserdem  in  Pon- 
celet’s:  Cours  de  me'canigue  applique^ 

Redtcnbacbcr's : Theorie  und  Bau  der 
Wasserräder. 


Wasserrad,  horizontales  — Turbine 
(Hydraulik  und  Maschinenlehre). 

1)  Allgemeines. 

Die  horizontalen  Wasserräder  oder 
Turbinen  werden  in  Stoss-,  Druck-  und 
Rcactionsräder , je  nach  der  Art  ihrer 
Wirkung  gctbeilt.  — Die  Stossräder 
haben  ebene,  ausgehüblte  Schaufeln,  auf 
die  das  Wasser  ungefähr  wiukclrecht 
schlägt,  die  Druckräder  krumme  Schau- 
feln, an  denen  es  hindurchlänft,  endlich 
die  Reactionsräder  Rohren,  ans  denen 
das  Wasser  ziemlich  tangential  ausflicsst. 
Die  beiden  letzteren  Arten,  im  Uebrigen 
sehr  ähnlich , unterscheiden  sich  in  der 
Construction  namentlich  dadurch  von 
einander,  dass  bei  den  ersteren  die  Zel- 
len nicht  ganz  vom  Wasser  ansgefüllt 


des  Wassers  dient  ein  pyramidales  Ge- 
rinne EF  von  20  bis  40  Grad  Neigung, 
so  dass  das  Wasser  fast  rechtwinklig 
aufschlägt.  Man  wendet  sie  bei  10  bis 
20  Fass  Gefälle  dann  an,  wenn  die  Um- 
drehungszahl gross  sein  soll.  Man  gibt 
ihnen  5 Fass  Durchmesser,  den  Schau- 
feln 15  Zoll  Höbe  und  8 bis  10  Zoll 
radiale  Länge. 

Um  die  Leistung  zu  ermitteln,  sei 
Ac  — c (Fig.  192)  die  Geschwindigkeit 
des  Aufschlagewasscrs , Ae  = « dio  der 
Schaufeln.  Man  zerlegt  beide  nach  der 
Neigungslinie  und  der  Normale  einer 
Schaufel  in: 

c,  =csind,  c,  = cco8^, 

«,^  = rsin(r,  o,  ::iecosa, 
wo  ^ der  Winkel  cAN  zwischen  der 
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Normale  AN  und  der  > Richtung  des 
Wasserstrahls , n der  Neigungswinkel 
NAIV  der  Normale  gegen  den  Horizont. 

Cj  bleibt  unge&ndert  durch  den  Stoss,  ''^®lchen  das  Wasser  von  seiner  anfäng* 
dagegen  geht  c,  in  über,  also  der  liehen  Richtung  abgelenkt  wird,  so  ist 
Gcschwindigkeitsverlust  ist  c,  — r,,  und  Geschwindigkeit  des  abfliessenden 
der  Arbeitsverlust : Wassers : 


Fig.  193. 


Fig.  192. 


(c  cos .9—®  cos  o)* 


Das  Arbeitsvermögen  des  abfliessenden 
Wassers  ist: 


“’=  r(ei*+fi*+2c,  ®,  cos^), 
und  der  Arbeite  verlast: 

Qtc*  y 


c*  sin  i>*-)-®*  cos  ft* 
2g 


Qyy 


2-7 


da  es  mit  Geschwindigkeit: 

W = y(c*  sin  S*  +e*  cos  «*) 
abfliesst.  Beide  Grössen  sind  von 

c* 

^ Qy  abznzieben,  und  die  Leistung  ist : 

(c  cos  .‘^--®  cos  ft)®  cos  tt  _ 
g ~ Y‘ 

Die  grösste  Leistung  findet  für  ^z=0 
statt,  d.  h.  wenn  der  Strahl  senkrecht 
gegen  die  Schaufel  gerichtet  ist.  Auch 
ist  wie  bei  den  verticalen  R&dem  zu 
nehmen : 

2®  cosft=c, 

so  dass  man  die  grösste  Leistung  er- 
hält: 


die  Leistung  also : 

C*— IC» 

i ^ Qy 

9 

Bei  ebenen  Schaufeln  ist  /9  = 90®,  bei 
hohlen  ist  ß stumpf,  also  der  Ausdruck 
in  der  That  grösser. 

Versuche  an  derartigen  Rädern  von 
Piobert  und  Tardy  geben: 

L - 0,75  (c— ® cos  ft)  Ü2£Ü*  Qy^ 

ff 

wenn  das  Verhältniss  — nahe  0,6  ist. 

c 

Der  Wirkungsgrad  ist  0,16  bis  0,40. 

3)  Stoss-  und  Druckräder. 


L — 

~ 4^  ■ 2 ’ 

also  das  halbe  Arbeitsvermögen. 

Die  Wirkung  ist  eine  grössere,  wenn 
die  Schaufeln  mit  Leisten  eingefasst, 
oder  lofifelförmig  ansgehöhlt  sind.  Die 
Schaufel  weicht  dann  in  der  Richtung 
des  Strahles  mit  Geschwindigkeit: 


Haben  die  Schaufeln  eine  grössere 
Ausdehnung  und  sind  so  aasgehöhlt,  dass 
sie  nahezu  horizontal  laufen,  so  findet 
neben  dem  Stesse  noch  ein  Druck  statt, 
welcher  den  Efifcct  vermehrt. 

Vom  Einfallspnnkte  A (Fig.  194)  er- 
richte man  Normale  AN,  der  Winkel 
cAN  der  Eintrittsrichtung  mit  der  Nor- 
male sei  wieder  gleich  vAN =a,  also: 


®,=®cosft  c, — ®j  = c cos  ® cosa, 

aus,  also  die  relative  Geschwindigkeit  ^®r  Arbeitsverlast: 
des  Wassers  ist  dann:  (c cos ^7-® cos«)* 

Cj=c— ®,  =c— ®cos«.  2g 

Sei  ß der  Winkel  c,Oc  (Fig.  193),  um  und  das  Wasser  beginnt  an  den  Schau- 

26* 


_»  , f 


i 
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fein  niedentnfliessen  mit  der  relativen  (csinS+rsina)  -\-2gh^ 

Geschwindigkeit ; oder : 


c^+t)i  = Ci  + c,  =c8in»+«’  8»n«. 

Sei  Ä,  die  Höbe  BH,  von  welcher  das 
Wasser  an  der  Schaufel  niedersinkt,  so 
ist  die  relative  Geschwindigkeit  unten  an 
der  Schaufel  in  3): 

c*  = V^(c  sin  Ä + v sin«)*  +2$hy. 

Ausserdem  hat  das  Wasser  die  Radge- 
Bchwindigkeit  r,  also  die  absolute  Ge- 
schwindigkeit : 

u!  = V(c*  » -h c*  — 2 c*  e cos  (f), 
wo  (f‘  der  Winkel  c^BO  von  Schaufol- 
fuss  und  Horizont  is^;  der  entsprechende 

Arbeitsverlust  ^ ist  nebst  abzn- 

ziehen,  also  ist  die  Leistung: 
iL  = [c*-i-2^A,— (ccos » — pcos«)* 

Qy 

e»-2c4®co8  (I)] 
beim  winkelrechten  Stossc  kommt: 
c*  = V(p*sin«*-i-2j  A J, 

also : 

L = [(c  cos  «— e)  V 

Ov 

-i-cos  cf  V(e’sin«*-f  2^  Ai)] 


c»4-25f  A,  = 2ce  cos  («-f»), 

also: 

9 (A-f  A|) 
c — > 

CCOS  Oj 

wenn  A die  Geschwindigkeitshöhe  des 
cintretenden  Wassers,  also  A-j-A^  das 
Gesammtgeftllc , und  n^  = cAv  also  der 
Winkel  zwischen  Wasser-  und  Rad-Ge- 
schwindigkeit ist.  Die  Leistung  ist 
dann : 

L=(A-HA,)Q/, 

also  der  Wirkungsgrad  gleich  1. 

Aus  der  vortheilhaftesten  Geschwin- 
digkeit V findet  man  die  Schaufellage, 
wenn  man  durch  den  Eintrittspunkt  A 
(Fig.  195)  eine  Linie  parallel  tc  legt. 


Fig.  195. 


Bei  der  grösstmöglichen  Leistung  ist 
to  = 0,  also  rf=0,  c^=v,  d.  h.: 

._V(2-7A,) 

V — ■ . 

cos  CI 

4)  Druckr äd er. 

Man  kann  aber  verlangen,  dass  das 
Wasser  ganz  ohne  Stoss  ointrete , dann 
ist : 

® cos  ft  = c cos  cf. 

Gibt  cs  beim  Druck  die  ganze  lebendige 
Kraft  ab,  d.  h.  ist  cf  = 0,  c^=v,  so 
kommt: 


und  Farallologramm  Avcc^  bildet.  Ac, 
ist  dann  die  relative  Anfangsgeschwin- 
digkeit des  Wassers  an  der  Schaufel, 
also  auch  die  Richtung  des  Schaufel- 
kopfcs.  Uebrigens  muss  des  ungehin- 
derten Abflusses  wegen  der  Schanfelfuss 
B einen  kleinen  Winkel  tf  gegen  den 
Horizont  machen.  Sei  a der  mittlere 
Radhalbmcsser , l die  mittlere' radiale 
Scbanfellängc,  so  ist  der  Querschnitt  der 
Abflussöffnung  einer  Zelle  gleich: 

IBN=1  sin  cf  • B 

also  die  Summe  aller : 2rr  a I sin  cf. 
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lat  c,  die  relative  Geschwindigkeit, 
mit  der  das  Wasser  nii  den  Kudfuss  ge- 
langt, 60  ist: 


=V'(c*  + «’*-2ctCtSre,-l-2<7A,), 
so  ist: 


sin  d = 


Q 

2nalc^’ 


Die  eben  beschriebenen  Kader  heissen 
auch  Bordn'scho  Turbinen.  AB  (Fig. 
196)  ist  eine  der  krummen  Schaufeln, 

Fig.  196. 


die  aus  drei  Uolzbrcttchcn  bestehen  und 
sich  in  Mänteln,  die  aus  Dauben  zusam- 
mengesetzt sind,  befinden.  Die  Welle 
C ist  viereckig,  D ist  die  um  45®  ge- 
neigte Einfallslutte. 

Nach  Borda  ist  die  efifective  Leistung: 

I = 0,75(a+A, 


(ccos^  — r cosrt)* 
2^ 


Fig.  197. 


ein,  und  ist  dann  bei  denselben  die  Cen- 
trifugalkraft  zu  berücksichtigen. 

Wenn  sich  ein  Wasserelement  M in 
einem  lladkanale  AB  (Fig.  197)  aus- 
wärts bewegt,  das  Kad  ACB  aber  selbst 
sich  mit  Winkelgeschwindigkeit  ta  um- 
dreht,  so  bewirkt  die  Cenlrifugalkraft 
einen  Zuwachs  an  Arbeitsvermögen: 


wo  G das  Gewicht  des  Elementes,  t>  und 
«I  die  Umfangsgeschwindigkeiten  des 
Rades  an  der  Eintrittsstelle  A und  an 
der  Austrittsstelle  B,  g die  Beschlcuni- 
gnng  der  Schwere  ist. 

Bewegt  sich  aber  das  Wasserelement 
von  aussen  nach  innen  (Fig.  198),  so  fin- 


Dio  Kufen  rüder,  von  ähnlicher 
Wirkung,  sind  wie  die  Stossräder  ge- 
formt,  haben  jedoch  nur  9 krumme  Schau- 
feln und  sind  von  2 Reifen  umgeben. 

• Di  c Bur  d i n’sch c n Tu  r bi  n e n sind 
vervollkommnete  Borda’schc.  In  ihnen 
tritt  das  Wasser  gleichzeitig  an  mehre- 
ren Punkten  ein,  und  die  AusmQndun- 
gen.vcrthcilon  sich  auf  drei  concentrischc 
Kreise.  Dies  geschieht,  damit  das  ab- 
fliessendo  Wasser  dem  Rade  keinen  Re- 
actionswiderstand  darbicte.  Für  diese 
Rüder  hat  man  den  Wirkungsgrad  0,67 
gefunden.  Auch  sind  nach  dem  Prin- 
zip derselben  Verticalrädcr  construirt. 

5)  Tangentialräder. 

Während  sich  bei  den  bis  jetzt  be- 
schriebenen Rädern  das  Wasser  in  einer 
Cylinderfläche  bewegt,  tritt  bei  den  Tan- 
gentialrädcrn  auch  eine  vertical  oder 
auch  eine  radial  gerichtete  Bewegung 


•Fig.  198. 


det  ein  Arbcitsvcrlust  statt.  — Ist 
die  relative  Eintrittsgeschwindigkeit,  so 
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ist  die  Aastrittsgeschwindigkeit  in  bei-  Es  ist,  aber  die  (theoretische)  Arbeits- 
den  Fällen  bestimmt  durch  die  Formel:  menge: 


C,*  J Tj* 

" ^9  ’ 


d.  b. : 

c,*  =c^*+t>— «,*. 

Das  Wasser  soll  aber  bei  A ohne  Stoss 
eintreten,  c muss  sich  also  in  in 
Richtung  des  Schaufelendcs  bei  A , und 
gleich  und  gleich  gerichtet  der  Rad- 
geschwindigkeit zerlegen  lassen.  Sei 
Winkel  cAv  zwischen  Strahl  und  Rad- 
umfang a,  Winkel  c,A«  der  Schaufel 
• AB  in  A mit  dem  Radumfang  gleich  ß, 
BO  ist: 

c,*  = c*-f ©i*— 2cf,  cos«, 
sin  « _ c^ 
sin  /3  c ’ 

•Iso  c,  und  ß bestimmt,  wenn  man  c, 
©I  und  a kennt.  Die  relative  Aastritts- 
geschwindigkeit wird : 

C,*  = C*-|-©*-«2c©iCOSO. 

Sei  (f  der  Winkel  DBc^  des  Schaufel- 
endcs B mit  dem  Radumfang,  so  ist  f&r 
die  absolute  Ausflussgesebwindigkeit  ir: 

if  • = c,  • -f-©’  —2  c,  © cos  d. 


ir* 

Das  Arbeitsvermögen  — Qy  soll  im 

Minimum  sein,  was  © = (f  = 0 gibt.  In 
der  That  ist  <T=  15  bis  20®  zu  nehmen, 
um  dem  abfliessenden  Wasser  den  nö- 
thigen  Querschnitt  zu  geben.  Ist  dann 
c,  = ©,  so  hat  mau: 


IC  = 2©  sin 


und  der  Arbcitsverlust: 


Setzt  man  © = c,  in  den  Ausdruck  für 
c, , so  kommt  die  Umdrelmiigsgcschwin- 
digkeit : 

. - V(%») 

* 2 COS  rt  2 cos  «* 


Sind  r und  r j die  Radhalbmesscr  CB 
und  CA,  so  ergibt  sich: 


- 

* 2rjCos« 

und  der  Arbeitsverlust: 


ry(2g  h) 

2r^  COS  «’ 


L=kQr-'^(fr. 

Hierv’on  gehen  jedoch  wegen  der  Rei- 
bung des  Wassers  in  der  ZulcitungsrOhre 
und  in  den  Radcanälen  zwei  Arboits- 
mengen  ab,  die  c und  c,  proportional 
sind.  Seien  C und  also  Erfahrungs- 
zablen,  so  ist  dieser  Verlust: 


Cc- 


% 


und  die  Gesammtarbeit,  wenn  = ^ 

2g 

und  c^  = v genommen  wird: 

L 


4r^’cos«*  ©j  * cos 


f=fj=0,05  bis  0,010. 

Man  hat  aber  genauer: 

(H-C)c«=2<?A, 

(1-1-  f ,)c,*  = c*  -fc*— 2c©,  cos  «. 
Setzt  man: 


— fl®  ’ 

iähernd : 

(27;^)’ 


und  annähernd: 

C 


Fig.  199. 
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also: 


‘‘  (r.) 


c 

2cOSrt* 

Wegen  des  Nenners  cos«  ist  der  Einführungswinkcl  klein  *u  nehmen,  und  daher 
kommt  der  Name  Tangentmlrad  Jo  nachdem  da»  Wasser  von  innen  nach  aussen 
Ägnnf  ’ untcrschcdei  man  solche  mit  innerer  und  äusserer  Beauf“ 

Ist  die  Aufschlagcmcnge  Q bekannt,  so  kann  man  den  Querschnitt  F der 
A usmündung  des  Aufschlagreservoirs,  den  Querschnitt  F,  des  Wassers  beim  Ein- 
tritte und  F,  beim  Austritte  Anden.  Offenbar  ist: 

.U«:  , = 

El  JL  -dlL 

c “ “ AN' 

be^reh-hnen**  Dicken  dcs  Strahles  vor  und  nach  dem  Eintritte 

cinnimmr  so^^^^^  Radumfanges,  den  der  durchgehende  Strahl 

-<4  A I sin  A L _ sin  « 

AN  AA^  HinAA^  N sin ß ~~  c' 

ganz  wie  oben;  aber: 


cotarrcot^- 


'i 


csinn 

und  ohne  Rücksicht  auf  die  Nebenhindemisse: 

2 


•*  1 

« ^ 


also: 


« 

und  ausserdem : 


C cos  tt 


cotß  = cota- 


'cr~- ' = cot  2a,  ß — 2a, 

2sinacosa  ’ / * > 


^ _ AL  _./4A,sina 
- ~ F^~  B^R  ~ RBjSiiTff* 


ist  die  Dicke  des  Strahles  vor  dem  Austritt,  BB,  der  Bogen,  den  er  ein- 
nimmt, aber:  , 

AA^ 

. BB. 


also ; 


also: 


CA  r_^ 
CB  ~ r' 


c ~ r sin  (f  ’ 


sin 


r r,  c . /rA»  c . * 

ff=—  — sinn  = —sinn, 

r V \ r / v^ 

also  wenn  man  annähernd  setzt: 

®‘“2wF^’ 

so  ist:  t • 

sin(/=^^^  sin  2a. 

Bei  innerer  Beaufschlagung  ist  -i-  ein  echter  Bruch,  bei  äusserer' ist  — grösser 

r r 

als  1,  also  im  letzteren  Falle  cf  grösser  als  im  ersteren.  Annähernd  ist: 

sin = ^ sin  J=  sin«  cos a, 

also  die  Leistung: 
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Da  das  dritte  Glied  bei  den  Kädcrn  mit 
innerer,  das  vierte  bei  denen  mft  äusserer 
Beaufschlagung  grosser  ist,  so  haben 
beide  ziemlich  gleichen  Werth. 


Fig.  201, 


Tangentialrädcr  haben  folgende  Form. 
A (Fig.  200)  ist  der  Einfallkasten,  ß 
die  KinfalirOhrc , C der  Leitschaufei* 
apparat , der  ans  3 Kanälen  besteht. 
Schieber  D dient  zum  Keguliren  des 
Zuflusses.  Das  Rad  FF  hat  60  Schau* 
fein,  Teller  GG  und  Muffe  //  verbinden 
es  mit  der  stehenden  Welle  KL^  die 
oben  in  einem  Halslager  K ausläuft,  un* 
ten  auf  einen  Stahlstift  mittels  einer 
Pfanne  L gestellt  ist.  Der  Wirkungs- 
grad dieser  Räder  ist  nach  HUlsse  0.4G 
bis  0,75.  — Auch  diesen  ähnliche  Vor- 
richtungen sind  bei  Verticalrädern  ange- 
wandt worden. 

6)  D a n a i d e n. 

Danaidcn  haben  die  Form  eines  um- 
gestürzten Kegels.  Sie  bestehen  (Fig. 
^1)  ans  einer  stehenden  Welle  CD  und 
zwei  Kegelmänteln  mit  Scheidewänden, 
durch  welche  ihr  Zwischenraum  in  Ka- 
näle getheilt  ist.  Durch  Gerinne  6'  wird 
das  Anfschlagewasser  zngcfflhrt,  durch 
Loch  F fliesst  es  unten  aus. 

Die  Scheidewände  sind  entweder  Ebe- 
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Sei  ASC=&  der  halbe  Scheitelwinkel 
des  Kegels,  90—^  also  die  Neigung  der 
Fläche  gegen  den  Horizont,  ferner 
cAv^a  der  Winkel  des  eintreteiidcn 
Strahls  gegen  die  Um fangsgesrh windig* 
keit  bei  A,  und  cAc^zzr  der  Neigungs- 
winkel des  Strahls  gegen  den  Uorizoni, 
dann  ist: 

c sin r=c,  cos 9 = c sin  neos 

also : 

sin  r = sin  n cos  %7, 

und  für  Winkel  «>4c,  = J der  Horizon- 
talprojection  der  Strahlrichtung  gegen 
die  Uadgeschwindigkeit  ergibt  sich: 

ttg(f  = t>  tgn  sin 

also: 

lgtf=  sin  .7  fger. 

Wenn  der  obere  Theil  des  liades  kreis- 
förmig ist,  so  hat  man  ebene  Schaufeln, 
also: 

* .7=90,  und  somit  1=0,  d = ir, 

nen  oder  Schr.ubenflichen.  Zuwoilen  i«  «inrutoh- 

fehl,  der  du»ero  Mantel  ganr , and  da.  . *f‘  ''"•'.'’f " The.l  cy. 

Bad  i»  in  eine  eonieehe  Rod.lubo  ge-  •»  '»'  = 

Stellt.  # = 0,  »'  = ff,  <f  = 0, 

Sei  wieder  Ac=:c  (Fig.  202)  die  Ein-  also  der  Strahl  tangential  einzuflihren. 
trittsgeschwindigkeit,  ihre  Abweichnng  Sei  C.l  = r der  obere,  OÄ  = r der  un- 
cAv  von  der  Umfangsgeschwindigkeit  ® tcre  Umfangshalbmcsscr . so  ist  die  in- 
glcich  ff,  Ar^  = c,  die  relative  Gcschwin-  ncre  Umfangsgeschwindigkeit: 
digkeit,  so  ist: 

c,  * = c*  — e*. 


Das  Wasser  sinkt  nun  in  der  Hohe 


»I-— • 


Sei  r.|  der  Wellenhalbmesser,  so  ist  der 


CD  = h^  herab,  bis  zur  Kadaxo , deren  q"!'  V 

Umfangsgeschwindigkeit  fast  Null  ist.  ^ 

Also  setzt  man  «^  = 0,  so  ist  für  die 


relative  Geschwindigkeit  c,  beim  Ab-  also  die  relative  Ausflussgeschwindig- 
flusse:  keit: 


= Cj»  +25FÄj-e*  = c*+2^A,-2c», 


Q 


das  ganze  Ge- 


oder  wenn  A = — -f  A, 

2g 

fälle  ist: 

c,*  = 2^Ä  — 2p*. 

Nun  soll  c,  noch  gleich  Null  sein,  was: 
p = \{,2g  h) 

gibt.  Die  Leistung  ist  dann: 

L=iQhY. 

Da  aber  c,  und  r, 


F. 


und  cs  ergibt  sieh  hieraus  der  Arbeits- 
verlust : 


schwinden,  so  ist  die  absolute  Abfluss 
geschwindigkeit : 

und  von  der  Leistung  geht  noch  ab; 


2g 


2g 


7)  Ueactionsräder. 

Ein  Rad  mit  Ausflussröhren,  durch 
welche  das  Wasser  fortwährend  abfliesst» 

nicht  völlig  ver-  Umdrehung  in  der  dem 

® Ausflüsse  entgegengesetzten  Richtung. 

Das  einfache  Reactionsrad  hat 
nur  eine  solche  Röhre. 

Eine  Einfallröhre  (Fig.  203),  welche 
bei  B Tcrtical  aufgebogen  ist,  leitet  das 
Wasser  von  unten  zu.  Die  Welle  AC 
mit  den  SchwungrOhren  CF  und  CG  ist 
hohl,  ihr  Endo  B passt  in  die  Einfalls- 


Vy- 


k 
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Fig.  203. 


röhre.  Eine  Stopfbüchse  bei  D dient 
dazu,  dass  sich  die  Welle  drehen  kann, 
ohne  Wasser  darchzulassen.  Die  Seiten- 
öffnungen F und  G können  durch  ScBie- 
her  verschlossen  werden,  w’elche  durch 
Stangen  und  den  Winkelhcbel  D mit 
einer  Hülse  E verbunden,  durch  Hebel 
HM  gehoben  und  gesenkt  werden.  Bei 
K befindet  sich  das  Transmissionsrad. 
Diese  Einrichtung,  dass  das  Wasser  von 
unten  kommt,  bewirkt,  dass  die  Maschine 
vom  Wasser  getragen  wird,  und  keine 
Reibung  an  der  Basis  stattfindet. 

Ist  G das  Gewicht  der  Maschine,  h 
die  Druckhöhe,  2r  die  Weite  der  Stoig- 
röhre,  so  ist: 


G ~nr"^  hy^  r 


Ist  I)  die  Umdrehungsgeschwindigkeit, 
und  A|  die  Drnckhöhe  des  Wassers  an 
der  Mündung,  so  ist: 

2gh^■=2gh■\^t^, 

also: 

c = 7 V(2^*i)=7  V(2l7A-f-r*), 
wo  der  Gcschwindigkeitscoefficicnt  ist. 
IC  ist  die  absolute  Geschwindigkeit  beim 
Austritt;  da  Rad  und  Wasser  die  Ge- 
schwindigkeit r gemein  haben,  ist : 

fr  = c— r = 7 V'(2^A  + 
also  der  Arboitsvcrlust. 

, _[7-V(2^A ^ 

25 

Die  Nutzleistung  ist,  wenn  y=l  gesetzt 
wird: 


sie  wächst  also  mit  v.  — Belastet  man 
die  Maschine  so,  -dass  die  Geschwindig- 
keitshöhe, welche  der  Umfangsgeschwin- 
digkeit entspricht,  dem  GeAtle  gleich, 
also  v^  = 2gh  ist,  so  hat  man: 

L = 2(V2-1)  OAy, 

= 0,828  QAy, 
und  für  0 = 00  ist: 

L = QAy. 

Es  kommt  also  schon  in  diesem  ersteren 
Falle  die  Leistung  der  nicht  herznstellen- 
den  Maximalleistung  nahe  gleich.  Für 
o*=4^A  erhält  man  0,944  der  Maxi- 
malleistung. 

Berücksichtigt  man  den  Ausfiusswider- 
stand  , d.  h.  setzt  man  nicht  y = l,  so 
kommt: 


also: 


c=7  K2j*-H>>’)  = l/?2;^y^’.  (?=Fc. 


1+C 


i = [.,V(2,*  + t.)-r)^. 

9 

F ist  hier  die  Inhaltssnmme  der  Aus- 
mündungen. 

Ist  Q gegeben,  so  kommt: 

also  der  Wirkungsgrad: 

_ L _/Q  \ V 

’’-Qhy-(F 

Soll  dies  ein  Maximum  sein,  so  erhält 
man : 

fl  ^ Jk^  * 

woraus  sich  o ergibt.  Es  kommt  dann: 

9 = 1-V(1-7*). 

und  die  cffective  Maximalleistung: 

L = ij  Qky, 
wo: 


Q = '/■  Fc  - 


V \{2g  A-f-t*)— 

9 


Qy* 


-^y(2g)  -i/Lt 

r V(l-y*) 

Die  Reactionskraft  aber  ist: 

p =-^=Vfy(2gh+v^)-v]2y, 

Die  Wi  t h el  aw’sch  e n oder 

schottischen  Turbin  en  unterschei- 
den sich  von  den  eben  behandelten  durch 
ihre  krummen  Schwungröhren,  deren  ge- 
wöhnlich drei  vorhanden  sind.  Ihre 
AusmQudung  kann  erweitert  und  verengt 
werden.  * 


*r 
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Die  Combes’schen  Räder  haben 
eine  grössere  Anzahl  Schaufeln,  oft  auch 
Lcitschaufcln. 

Bei  den  Cadiat’schon  and  Four- 
noyron’schen  kommt  das  Wasser  von 
oben.  Die  ersteren  haben  eine  das  Rad 
umschliesscnde  kreisförmige  Schütze  ; die 
letzteren  sind  mit  Leitschaufeln  ver> 
sehen.  • 

Bei  allen  diesen  R&dem  fliesst  das 
Wasser  von  innen  naeh  aussen,  bei  den 
F ran  ci  8*6  eben  Turbinen  aber  von 
aussen  nach  innen. 

8)  Fourneyron’sche  Turbinen. 

Die  vollkommensten  Turbinen  sind  die 
F 0 Urne yron’s  eben.  Sie  gehen  ent- 
weder in  freier  Luft  oder  unter  Wasser, 
und  sind  Nieder-  und  Hochdruekturbinen. 

Bei  den  Niederdmekturbinen  fliesst 
das  Wasser  mit  freier  Oberfläche  in  das 
oben  offene  Ausflussreservoir,  bei  den 
Hochdruekturbinen  ist  letzteres  verschlos- 


sen, und  eine  Einfallröhre  fährt  das 
Wasser  von  der  Seite  zu.  Die  letzteren 
kommen  bei  grossem  Gefälle  in  An- 
wendung. Das  Rad  AA  besteht  aus 
zwei  horizontalen  Kränzen  auf  einem 
gusseisernen  Teller  JJß  und  einer  ste- 
henden Welle  CD  (Fig.  204)  *,  das  bei 
W zufliessende  Wasser  tritt  in  das  Re- 
servoir EE.  Um  den  Druck  auf  den 
Radteller  zu  vermeiden,  ist  die  Radwello 
von  einer  Röhre  GH  umschlossen,  an 
deren  unterem  Ende  ein  Bodenteller  EF 
eingesetzt  ist,  welcher  den  Wasserdruck 
aufnimmt.  Auf  diesen  sind  cylindrisch 
gebogene  Leitscbaufeln  von  Blech  einge- 
setzt (nach  innen),  zwischen  den  Rad- 
kränzen befinden  sich  die  Radschaufeln 
(nach  aussen).  Das  auffliessende  Was- 
ser erhält  durch  die  Leitschaufeln  eine 
bestimmte  Richtung,  mit  welcher  es  zu 
dem  Rade  AA  gelangt,  dessen  Zellen 
es  von  innen  nach  aussen  durchläuft  und 
seine  Reaction  ausUbt.  Zum  Regnliren  . 
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dient  ein  cylindrisches  Schatzbrett  KLLK, 
welches  durch  drei  Stangen  M gehoben 
werden  kann.  Uic  Schütze  KL  besteht 
aus  einem  gusseisernen  Cylinder,  dessen 
äussere  Oberfläche  die  innere  Seite  des 
oberen  Radkranzes  fast  berührt  Ein 
Lcdcrsttilp  LL  verhindert,  dass  Wasser 
zwischen  die  Schütze  und  den  Cylinder 
ISIS  tritt.  Auf  die  Innenfläche  der  Schütze 
sind  Holz*  oder  Met4iUstückc  KK  cin- 


mündung  dos  Rades  oder  bis  zur  Ober- 
fläche dos  Unterwassers,  wenn  das  Rad 
unter  Wasser  geht,  sei  A,  die  Höhe  des 
Oberwassers  über  der  Milte  der  Aus- 
mündungen des  Reservoirs  =A,,  und 
A,  =;A,  — A,  endlich  sei  x die  Druckhöhe 
des  Wassers  da , wo  es  ins  Rad  tritt, 
dann  ist : 


geschraubt,  ihr  Zweck  ist  die  Vermei- 
dung der  Contraction.  Bei  Ilochdruck- 
tiirbinen  gehen  die  Schützenstangen  durch 
Stopfbüchsen  im  Deckel  des  Reservoirs, 
oder  sie  ergreifen  die  Schütze  von  aussen. 
Anch  kann  man  durch  Heben  und  Sen- 
ken des  Bodentcllcrs  /*’  reguliren. 

Um  die  Leistung  der  Fourncyron’schen 
Turbinen  zu  ermitteln,  sei  CAzzr  (Fig. 
205)  der  innere  Halbmesser  des  Roser* 


Fig.  205. 


c»  = 2«7(A,— z), 

ohne  Rücksicht  auf  Widerstände,  und  bei 
Berücksichtigung  derselben: 

(l-|-C)c*=2i/(A,-z), 

also : 

z = A,-(l-f- 

Es  soll  kein  Stoss  statlflnden  , also  die 
Geschwindigkeit  c^  muss  sich  in  2 an- 
dere zerlegen,  deren  eine  die  Radge- 
schwindigkeit  r,  ist,  und  die  andere  mit 
dem  in  den  Radkanal  cintretenden  Strahl 
dieselbe  Riclitung  hat.  Hieraus  folgt  : 

Tj  • = c’  -f-i',  * — 2cr^  cosrr. 

Ausserdem  erhält  man  bei  Berücksichti- 
gung der  Ccntrifugalkraft: 

c,>=2«7(x-A,)-fc,*-fr*-t,*, 
oder  wenn  man  x und  c,  cinsetzt: 

c,*  =2^A-f-p*  — 2c  Tj  cos  rt  — {c*. 

f c ’ 

Sei  noch  -M-  der  Arbcitsverlusl  wegen 

ig 

der  Reibung  und  der  krummlinigen  Be- 
wegung des  Wnssers,  so  kommt : 

(1  + f i)  c,’=^A-fi;*  — 2c®jCOSa— Cc*. 

Es  ist  noch : 

Q = Fc=t\  C|  = Fj  c,, 
ausserdem: 


voirs,  CB  = r der  äussere,  die  innere  und 
äussere  Umfangsgeschwindigkeit  bezüg- 
lich und  r,  c die  Geschwindigkeit, 
mit  der  das  Wasser  aus.dem  Leitschau- 
fel apparat  tritt,  c^  die  relative  Geschwin- 
digkeit beim  Eintritt  in  die  Radkanäle, 
c,  die  Zelle  beim  Austritt,  der  Winkel 
cAT  des  aus  dem  Reservoir  tretenden 
Wassers  mit  dem  inneren  Radumfange 
sei  =rr,  der  Winkel  c^AT  des  in  die 
Zelle  cintretenden  Wassers  mit  dem  letz- 
teren = /9,  Winkel  CjßTj  des  aus  den 
Zellen  tretenden  Wassers  mit  dem  äusse- 
ren Radurafange  =(f,  F der  Inhalt  aller 
Ausflussöffnungen  der  Leitschaufcln, 
der  aller  EintrittsöfTnungen  ins  Rad,  Fj 
der  Inhalt  aller  Ausflussöffnungen  am 
äusseren  Radumfango.  Das  Radgcfälle 
vom  Oberwasser  bis  zur  Mitte  der  Aus- 


r r,  =rj  r, 

also : 

[i+c(^-)’+f.]c.> 

F I* 

+ 2 *T7  ~ ® cos  «— t*  =2g  A. 

Die  absolute  Geschwindigkeit  beim  Aus- 
tritt muss  ein  Maximum  sein.  Dieselbe 
bildet  die  I^sultanto  w aus  c,  und  r, 
also : 

IC  = V(c,  * -f-  c * — 2 r,  r cos  d), 

also  es  muss  c,  = c und  tf  möglichst 
klein  sein,  doch  darf  die  letztere  Grösse 
nicht  unter  10  bis  20**  betragen,  damit 
eine  hinreichende  Wassermenge  zufliesst. 
c,  = r gibt  aber: 
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if =2r 


(Wegen  der  Nebenhindemisse  ist  c,  sogar  noch  etwas  kleiner  als  r zu  nehmen, 
wenn  die  Leistung  möglichst  gross  sein  soll.)  Aus  dem  Obigen  folgt  nun: 


woraus  sich  e ergibt. 

Soll  der  Eintritt  ungestört  sein,  so  darf  sich  die  absolute  Geschwindigkeit  c 
beim  Eintritte  nicht  ändern.  Es  ist  also  die  radiale  Componentc: 


and  die  tangentiale: 
Hieraus  folgt: 

und  da : 


AiV=csin«=  sin  /?, 

AF=CCOS  a = C^  C03ß-\-Vi. 

c, sin  a c sin  ß 

c sin /J’  n,  sin(/9— «)’ 


Fc  = F,c,=  f,c  = f 
F r sin(/J— a)’ 

also  auch : 

?£*  r^sin/?  y 

\r/  sinQS— a)  ^ \rsinOJ— a)/ 
woraus  sich  e und  mittels: 


r t),  =r,  © 


anch  ©I  ergibt. 

Berücksichtigt  man  die  Nebenhindemisse  nicht,  so  kommt; 


v^  = ]/gh  (1— tg«cot/J). 

•Es  ist  noch  der  Drack  des  Wassers  beim  Uebergange  ins  Rad  zu  bestimmen. 
Man  erhalt  leicht: 


xzzki 


(1  + C)A 


l-fcos2«+cot/S  sin2a+f+f, 

Vr^/  \ sin/S  / 


Gebt  die  Turbine  unter  Wasser,  so  ist  h^=h-\-h^  (ebenso  auch  bei  den  Cadiat* 
nnd  Whitelaw’schen  Turbinen),  also  ohne  Berücksichtigung  der  Nebenhindernisse: 


cos2a— cotä  sin  A , 

* = H ^ : — «+Äj. 

l-t-cos  2a— cot  ^ sina 

Wenn  sie  aber  in  freier  Luft  geht,  so  ist  hier  A,=0  zu  setzen.  Soll  im  letztem 
Falle  der  Druck  dem  atmosphärischen  gleich  sein,  so  ist  x = 0,  und  soll  er  im 
ersteren  dem  Drack  des  Unterwassers  gegen  die  Kadmünduug  gleich  sein,  so  ist 
x = Also  in  beiden  Fallen: 

ß = 2a. 

Ist  ß ^ 2a,  so  ist  der  innere  Drack  bezüglich  grösser  oder  kleiner  als  der  äussere. 
Berücksichtigt  man  aber  die  Nebenhindernisse,  so  kommt: 


cot/3sin2a  = cos2A  + (i  i”)  (cos  a — cot /9 sinn)*. 

Im  letzten  Qliede  kann  man  ann&hernd  />=2a  setzen,  dann  kommt: 

sin  2a 

tg^  = 15 — , 


cos2a+fi 


also  ß etwas  kleiner  als  2a. 


(2r,cosa)’ 
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Ohne  Berücksichtignng  ron  C ond  Ci  kummt: 

c=V(2yA). 


cosa 


Soll  der  innere  Dmck  grösser,  bezüglich  kleiner  als  der  äassere  sein,  so  ist  za 
nehmen: 

.mii) 

cosa  ’ 


:v(2i?A). 


Dass  der  innere  Drnck  dem  Sasseren  gleich  sei,  ist  dämm  wichtig,  weil  die  üeber* 
gangstelle  awischen  Rad  and  Reservoir  nicht  abgedichtet  ist,  also  im  entgegen- 
gesetzten Falle  Luft  oder  Wasser  eindringt  Macht  man  aber  diese  Bedingang 
nicht,  so  sind  aach  a and  ß nicht  völlig  willkfirlicb.  Die  Formel: 

zeigt,  dass  nicht  gleichzeitig  n^90  und  ß%.tt  sein  kann.  Die  Fontiel: 

t/.sin;} 

CZZ  — i — 

sin(/?  — <r) 

gibt  für  ß<tt  negativen  Werth,  also  auch  dieser  ist  aasznschliessen.  Es  mass 
also  sein: 

ß>tt,  «<90. 

Foumeyron  nimmt  n = 30  bis  38®  und  ß = 90^.  Am  gerathensten  ist,  /}  = 100  bis 
120“,  « = 30  bis  40*  za  nehmen. 

Sei  a noch  die  Laftdrackhöhe,  so  darf  a-f-x  nicht  negativ  sein,  da  sonst  Lalt 
vom  lassem  Radamfangc  cintritt.  Setzt  man  daher  z = —a  in  die  Formel  für 
X ein,  so  kommt : 

(A4-o)sin2ff 

*®^“(A4-a)cos2rt+a’ 


und  die  entsprechende  vortheilhafteste  ümdrchangsgeschwindigkeit: 

- -_L  i/Z5Z 

‘ cos  rr  f'  2(A-f-a) 

9)TarbinenohncLeitscbaafeln. 

^ 

Bei  den  Tarbinen  ohne  Leitschaufeln , wo  das  Wasser  radial  ausfliesst,  ist 
a=90®  zu  setzen.  Dies  findet  bei  den  Tarbinen  von  Combes,  Cadiat  und  Whi- 
telaw  statt.  — Es  wird  hier  die  vortheilhafteste  Geschwindigkeit: 


Ohne  Berücksichtigung  der  Nebenhindernisse  wäre  «,=00.  indess  hat  die  Ge- 
schwindigkeit ihre  Grenze,  wenn  die  disponible  Arbeit  gleich  den  Widerständen, 
also  wenn : 


also  wenn: 


29 


r = 


und  auch  dann,  wenn: 


2g  h 

(2  ,!„  ± 

)'+{( 

t » 

1 +c, 

■»=—«,  d.  b.  k——=z—a, 


in 


also: 
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t>  = — cot/9  («  4- *) 

*"i 

ist.  Diese  Werlhe  dürfen  also  nicht  überschritten  werden, 

Uebrigens  beträgt  der  Verlust  wegen  der  Ncbenhindemissc  wenigstens  fünf 
Prozent.  Man  kann  nämlich  bei  den  Bädern  von  Combes  und  Cadiat  (=:0,05, 
bei  denen  von  Withclaw  C = 0,1,  und  allgemein  Cj=0,l  setzen. 

T 

Setzt  man  8~G0^,  — =:  i,  so  ist  für  die  crstcren  Bäderi 

r r,  ^ 

r,  = l,75V(25Ä). 

und  für  die  letzteren: 

ri  = l,45  \{2gh). 


Um  den  Stoss  beim  Eintritt  zu  vermeiden,  ist  noch  zu  setzen: 

WO  F,  durch  den  Schützenstand  bestimmt  wird. 

10)  Grösste  Leistung. 

Die  Arbeit  welche  die  Nebenhindemisse  erfordern,  war: 

und  die  lebendige  Kraft  des  fortfliessenden  Wassers : 

^ Qy=^(««*+f*-2c,«cosd). 

also  die  Badlcistung : 

Qy 

L = (c«|  costt+c,  ©cos  (f— i»*)  — -j 

9 

wie  man  erhält,  wenn  man  die  Gleichung: 

2g  A-f-©*  —2c  ©I  cos  a—^c*  = (l+Ci)*^!® 

berücksichtigt. 

Wegen' des  Werthes  von  c: 

_ v,sin/9  _ r,  © sin/9 
~"sin(/9— n)  ~ r sin(/9— «) 

ist  aber: 

^_2gh+tpv' 

• “ 1+fi  ’ 

wo  gesetzt  ist: 


Setzen  wir  noch : 


so  ist  auch: 


also,  wenn: 


sin^cosa  smß  y 

^ \r/  sln09-c)  ^\r  sin 09-«)/ 

sin  ß cos  «_ 

r)  sin09— «)~*^’ 


c©j  cos  « = ^-©*, 

, cos  cf  . 

" FÖTcö 

(i-y)V(i-HCc)_ 

cos  cf  ^ 


I 


) 


gesetzt  wird: 


Wasserrad. 


416 


Wasserrad. 


Dieser  Ausdruck  ist  ein  Maximum,  wenn: 

, 5’A* 


t*+. 


woraus  sich  v ergibt,  (Es  reicht  n&mlich  wegen  der  Nebenhindemissc  hier  nicht 
ans,  »=0  zu  setzen,  namentlich  dann  nicht,  wenn  rr  nahe  =90*  ist)  In  diesem 
Falle  wird  die  Mnximalleistung : 

*•-  Ki+c.)^’ 

Es  ist  dann  zu  setzen: 

»,sin/J  csin«  _ / y+V(jir*  — V')  i 

^-sinOJ-ö")’  sin/j’  ‘*«-|/(l  + cJV(?-V')^  ’ 

Fehlen  die  Leitschanfeln,  so  ist: 

.=  90*.  ^=l-c(^tg/))’,  / = 


11)  Etagenr&der,  Stellapparate. 

Bei  ober-  und  mittelschlachtigen  R&dem  wird  bei  geringen  Arbeite-  oder 
Wassermengen  der  Wirkungsgrad  yermehrt,  wenn  die  Schütze  tiefer  gestellt  wird, 
da  die  ZellenfÜllnng  dann  geringer  ist.  Bei  den  Turbinen  aber  wird  er  in  diesem 
Falle  Termindert,  weshalb  sie  den  obigen  Ridern  nachstehen.  Der  Grund  hiervon 
ist  folgender.  — Wir  zerlegen  c und  in  eine  radiale  und  eine  tangentiale  Com- 
ponente,  bezüglich : 

csin«,  Cjiin/9,  ccos«,  c,  cos/?. 

Es  ist  also  die  relative  Geschwindigkeit  nach  beiden  Richtungen: 

c sina— sin/?y  ccos a—Cj cos /?—et, 
und  deshalb  der  Verlust  an  Dmdeböbe: 


y = ^ [(csina— C|Sin/?)*+(cc08«— c,  cos/?— U|)*], 


und  an  Leistung: 
Setzen  wir  hierin: 
so  kommt: 


y=yQy,  ' 

c,  = r,  u,r  = er|,  cFs»»F„  c^F^  = »F^, 


Wenn  die  Schütie  nicht  völlig  geOffnet  ist,  so  wird  den  Gleichungen : 

FF  r 

F,  sina  = Fsin/?,  F^  cos  ttz=FcoBß+-~  ~ 

r ^ r 

nicht  mehr  entsprochen.  Setzt  man  für  F in  den  Werth  von  F,  indem  man 
F so  bestimmt,  dass  es  den  beiden  letzten  Gleichungen  genügt,  und  setzt  übrigens : 


so  kommt: 


,.=,=i/i*üä23, 

f sin  /?  cos  a 


/F,  FA«  c« 
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• V * 

Sei  B.  B.  wie  dies  bei  den  Four- 

ncyron’achcn  Turbinen  stnuhaft  ist,  so 
wird ; 

also  bei  halb  gcfiflriieler  SebUlzc,  wo 
. F . 
f=-^  i»h 

Dieser  Verlast  winl  rermiiidert , wenn 
r , 

~r,  und  — klein  sind,  also  wenn  die 

Ausmiindung  und  der  äussere  Halbmesser 
"des  Rades  ab-,  die  des  Reservoirs  aber 
sunebmen.  Wegen : 

F, r,  sin  ß 

F ~ r sin  {)  — «)’ 


den  Etagenrädom.  Sie  nnterscheiden 
sieb  von  andern  Turbinen  dadurch,  dass 
sie  durch  einen  oder  zwei  ringförmige 
Seheidewändo  in  zwei  oder  drei  Räume 
gctbeilt  sind.  Bei  tieferem  Schützen- 
Stande  sind  dann  eine  oder  zwei  Ab- 
theilungen geschlossen. 

Noch  besser  ist  der  Stellapparat  von 
Combes.  Zwischen  beiden  Radkränzen 
AA  und  BB  (k'ig.  206)  befindet  sieh 
der  Teller  Df),  der  durch  Stangen  EE 
gehoben  und  gesenkt  werden  kann,  so 
dass  das  bei  FF  zustromendo  Wasser 
immer  den  Baum  AD  vollständig  aus- 
füllt. Aehnliehc  Constructionen  geben 
Laurent  und  Deckherr,  ferner  Gallon 
und  Gentilhomme. 

12)  Vergleich  zwischen  Reac- 


tions- 
b i n c n. 


Druck-  und  Stosstar- 


hat  man  in  diesem  Falle  noch: 


sin  ß 

sin(;9  — rt) 


also  für: 


«=40*,  /?  = 90*: 
y = 0,57  Qhy, 

so  dass  57  Procent  der  Leistung  ver- 
loren gehen. 

Dieser  Verlust  wird  vermindert  bei 


Reactionsturbinen  gehen  in  Stoss-  und 
Dmekturbinen  dann  Aber,  wenn  die 
Schütze  die  grössere  Hälfte  der  Rad- 
weite Tcrschlicsst.  Das  Wasser  füllt 
dann  die  Radcanäle  nur  zum  Theil,  geht 
also  die  Turbine  in  freier  Luft,  so  ist 
der  übrige  Theil  mit  Luft  gefüllt,  der 
Druck  vor  dem  Rade  ist  der  atmosphä- 
rische, die  Geschwindigkeit  c = y(2^A) 
von  dem  Gange  des  Rades  unabhängig. 
Die  Aastrittsgeschwindigkeit  ist  dann: 


Fig.  206. 


• 27 
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r,*=2^A-fr*  — 2/?»!  cos  rr, 
und  für  die  grösste  I^cisiung  olso; 

o . V(2^  A) 

2c  r,  cos  n = 2eA,  r,  s=  - 

* 2 cos  n 


Für  Rcaciionsturbincn  aber  ist: 

p,  =)  25A(l-tg«COt;J), 

und  beide  Bedingungen  fallen  lusanmicn,  wenn  ß — 2>t  ist. 

Was  die  Leistnngen  beider  Arten  ron  Turbinen  nnbclrifft,  so  stellt  sich  bei 
den  Ueactionsturbinen  ein  kleinerer  Wirkungsgrad  heran*,  wenn  man  die  Schütze 
tiefer  stellt;  geht  dies  alrer  so  weit,  dass  die  Turbine  eine  Dnirktnrbinc  wird,  so 
nimmt  derselbe  plützlish  wieder  7.«  , weil  der  durch  die  Gcsrhwindigkcltsvorin<le- 
rung  herbeigerührte  Arbcifsverlnst  nun  Avcgfallt.  Bei  weiterer  Tiefstcllung  nimmt 
dann  der  Wirkungsgrad  wieder  ab. 

Somit  wären  die  Druckturbinen  vortbcilbaflcr,  indess  ist  dies  ans  anderen 
Grüntlen  nur  dann  der  Fall,  wenn  die  Wassermengen  sehr  veränderlich  sind  oml 
die  Turbine  nicht  unter  Wasser  läuft.  Denn  da  das  iMnlretende  Wasser  einen 
weiteren  Raum  findet,  als  Tür  seine  Geschwimbgkeit  passt,  so  nimmt  ca  unregel- 
mässige Bewegungen  an,  nnd  vertiert  einen  Theil  seines  Arbeitsvermögens  dnrcli 
besondere  Widerstünde.  Turbinen  unter  Wasser  sind  nur  Reactionsturhinen. 


13)  Leistung  der  Rcaciionsturbincn. 

Man  hat: 

L = Qhy 

das  disponible  Arbcitsquanlum,  wo  h da.s  Gefälle  ist.  Der  Druckhöhcn\crlust  ist: 

‘ f, 

2g 

beim  Durchgänge  dnreh  die  Leitschaufeln, 


A.= 


•“  2g  - 

beim  Dnrchgangc  durch  die  Radcanäle.  Weissbach  setzt: 

C = C,=0,05  bis  0,1. 


Hierzu  kommt  noch  die  Geschwindigkeitshöhe: 

A 

* 2g 

des  abfliessenden  Wassers.  Fs  ist  also  die  effeclive  Leistung: 

Py  = (*-i£!±i^^5l)  Qy. 


Für  den  vortheilbnftesten  Gang  ist  zu  setzen 


IC  = 2t;  sin 


also  wegen  r r,  sin«  — er,  sin ; 


c = - 


r sin  if  r sin  «f 


r,sin«  * r|8inft 


p. 


Sei  noch  Ci=C»  • 


nnd  der  Wirkungsgrad: 


Es  war  aber: 


L Qf*y 


t 


DIgitized  by  Google 
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und 


Also : 


L Vr ,i„ s„of-T) 

• • 

r,  sin,‘j  ^ sin  ,■?  _ rsin  tf  ^ r 
sin  (^-fr)  — sin  (J~n)  ~ “f^slTwr’ 


sin 


und  dnhcr : 


J = fcV 

\r)  sin(^-«y 


I.» 


t.  , (r  sin  d\*l  ’ 

' V7f;iK7j  J+2™t«sin.f 


[1+  c ■') 

>-  VcgSinr// 

■] 

l+^‘"’T 

^1 

[l+( 

(r  sin 
sin  nJ 

n 

1+2  cot  0 sin  d 

Kn.I.lifio  cnt.tcliV  Sei  cTl'ärTih'  »'I'l'f  'lireli  <lio  Heibung  nni 

Rcibungscoefticicnf,  so  m dieser^  Ä.T"'"  “’  ’’’  ‘ 't  •*« 

««iten®'““'"'”''®“"«  ■»  ““<•  ^ »"'1  ••  und  r.  so  eer- 

»...tsnieocl  Wu»un  geben,  vom  Oberwasser-  rum  Unter- 

M"m'Lrd„r“',";,  td^  *- 

testeÄg  '''l"ro‘’S:.r'’i:‘'''’'"L"”  “■  '■=•■  •>«"  ''»'«'•enbaf- 

theilhartGston  Pn  »,  • 1-  Stoss  stattfindet.  Sehen  wir  also  von  der  vor- 

Se'.  ,r.o  ' “'“‘■"'"■''B'""  ■>'>.  »«l""on  aber  an,  dass  die  Schütze  ganz  offen 

csin  «=Cj  sin^, 

nnd  es  ergibt  sich  wieder; 

(~f}  *^cos  «—  u*  =2^(Ä— y), 

oder: 

(t)  ’+f  •]  + C-  ^a]’ 

F r 

+2—*  r,nco8  rt  — u>  =2y  A, 
woraus  sich  r,  in  n ergibt.  Bestimmt  man  c , so  ist: 

L\  F j '"i- — + (r,’-2r,  «-cos  J-f 

wGnn^mon'r*  pl‘‘-  Gcsrh wiiuUgkcit  n,  um,  so  ist  L,=0,  und 

wenn  man  die  Gleichung  für  r,  berneksichtigt : 

f ^'o  - y-p:  — cos  « -f  cos  dir,. 

Der  Werth  von  c,,  der  sich  hieraus  ergibt,  ist  in  die  Qlcic'.mng  L.=0  zn  setzen, 
wodurch  man  erhält. 


27* 
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14)  Anordnung  der  Lc  i t sch  au  fcl  t u r b i n c n. 

Es  ist  entweder  Q und  /i  gegeben,  oder  /»  und  A,  woraus  dann  (>=: 


ijAy 

folgt.  (7  ist  ungorähr  0.7.')  zu  setzen.)  « ist  beliebig  , man  nimmt  ihn,  wie  ge- 
zeigt, gleich  20  bis  30".  Soll  dn.s  Wasser  ohne  Druck  cintreten,  so  ist  ß — %t. 
Damit  aber  beim  Ticferstcllen  der  Scbiilzc  der  Druck  nicht  negativ  wird  , ist  zu 
setzen ; 

,‘?  = 2«  + 20«  his  2«-f40». 

I* 

Das  Verhällniss  v — — nimmt  man  gewidmlich  12.')  bis  1,5.  Ist  ß grösser,  so  ist 

»I 

V kleiner  zu  machen.  Man  bat  ferner: 

» 

sin  tf  =:  ■ 


sin  er  sin 


i<*  sin  (/f  — <f)* 

fr,  ß und  V sind  jedoch  so  auszuwrihlcn.  dass  0'  nicht  über  20*  beträgt.  Machen 
wir  noch  die  Bedingung,  dass  die  Geschwindigkeit  im  Ueservoir  nicht  über  3 Fass 
steige.  Im  Grcnzfall  ist  dann: 

Q = 3.7rj»,  also  r, =0,326  VO. 

(r,  in  Fuss,  (>  in  Cubikfu-ss). 

Die  innere  Kadgcschwindigkcit  war: 


1/  2sin  /?  cos  rt 
» sin  (/?  — «) 


2gh 


und  die  Austrittsgeschwindigkeit: 


der  Querschnitt: 

die  Eintrittsgeschwindigkeit : 


F = 


sin  ß 

sin  (ß  — af 
Q sin  (/?  — «) 


v,  sin^ 


V ^ sin  tt 


der  Querschnitt : 


‘ sin(/#  — ff)’ 

/,.  _(>8in(;3-f<) 

‘ sin  ff  ’ 

die  äussere  llad-  und  die  Austrittsgeschwindigkeit : 


der  Inhalt  aller  Ausmündungen  des  Hades: 


r =^  = - 

* tr,r  r«,’ 

die  Umdrchungsz.'thl  in  der  Minute: 

30v  orr 
n = — = 9,5.5  — . 

71  r r 

Noch  ist  die  Rad.sch.nufclzahl  und  die  Dimensionen  der  Radmündungen  zu  bestim- 
men. Es  ist  anzunehmen,  dass  die  A usiiiissöfTnungen  vom  Gosamiminhalt  die 
durch  die  äii^ercii  Schaurcln  />,,  . . (Fig.  207)  gelegten  Querschnitte  Ä,0, 

Fj/J,  . . . bilden,  r ilio  Entfernung  VM  »ler  Mitte  der  Mündung  H^Ü  von  der 
Axe  ist,  und  v die  Umdrchungsgeschwimligkeit  des  l’unktes  M,  dann  ist  J der 
Winkel  N.4/r,  den  die  Axe  des  bei  HD  nustrcten«len  Strahles  mit  Tangente  MT 
cinschliesst.  Sei  ;i  die  Anzahl  der  Kadschaufeln,  t ihre  Stärke,  d die  Weite 

der  Ausmündungen,  c die  Radweite  oder  Schaufclhöhe,  Quer- 

schnitt der  AusmüuduDgcn: 
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Fiff.  207. 


F,=  ndc=nil 


and  die  Anzahl  der  Schanfeln: 


AF, 
n=— — 


Da  der  Querschnitt  der  Schaufeln  nse  ist,  so  hat  man: 


Fj  = r sin 


also: 


2rtr  sinJ— 


AF,s’ 


nnd  annähernd 


F,  / 2n  r sin  tfAs\ 

2^rsin(f\  F,  /’ 


Man  setzt  A = 2 bis  5,  ersterer  Werth  wird  bei  langen,  wenig  gekrümmten  Rad- 
can'&len  vorgezogen.  Die  Weite  der  Ausmünduogen  und  die  Scbaufclzabl  sind 


nun : 


. c AFj 

<l=T.  • 


Die  Anzahl  n^  der  Leitschaufeln  ergibt  sich  folgendcrmaasscn.  Es  war: 

F 2nr^  sin  a 

F,  2/irsin  (f  ' 

Bei  der  Leitscbaufelstärke  S|  aber  ist: 

F _ 2nr,  sin«— n,  », 

F,  ~ 2rrrsin<f— ns 
Die  Vereinigung  beider  Gleichungen  gibt : 

_nsin« 

‘ rsintf 
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15)  SchaufelcoDstraction. 

Die  Schnufcln  sind  nach  Kreisbögen  zu  gcstultcn,  und  zwar  die  Lciiscbau fein 
als  ein  Bugen . die  Undschaufcln  als  zwei  sich  berührende.  Ks  wird  mit  Radius 
VMzzr  (Fig.  207)  ein  Kreis  beschrieben,  Tangente  MT  angetragen,  und  Winkel 
SMT=if  (Ausflusswinkcl)  nach  der  obigen  Bestimmung  ungelegt.  Der  Tlieil- 
3G0®  </ 

Winkel  7= gibt  nun  A rf,  = r sin  tf  tg  und  man  tragt  MB,=MD  = tl,  nach 

f 

beiden  Seiten  rechtwinklig  auf  MS  an,  zieht  CU ^ und  maeht  Winkel  B ^CI^  = 
beschreibt  aus  C durch  B^  und  I)  Kreise  B^B  und  der  crstcre  stellt  den 

äusseren  Kadumfang  vor,  //,  B^  sind  die  Sehaufelcndcn.  Man  legt  BO  nun  so, 
dass  Winkel  BOÜ=  BCB^  — tf  ist,  dann  ist  O der  Mittelpunkt,  BO  = 1)0  = a 
der  Halbmesser  des  vom  aussersten  Schuufelende  gebildeten  Bogens  BÜ.  Man 
macht  B ^0 ^ = i)0 , und  0^  wird  der  Mittelpunkt  des  Endstückes  B,l)^  der  fol- 
genden Schaufel. 

Denn  cs  ist: 

;)/d/,  =2rsin  WOd/j  = 7,  O.l/.W,  =90«-S  Wr-  TM  d/,  =90-  (— + .f), 

.Wd/,O  = 90-(|-- (f). 


Ferner ; 
also : 


oder: 


OM^  : MM, 


OiV  = sin  OM M ^ : sin  MOM , 


sin  MOM, 


aber: 


also: 


01/,  = r cos  iT—r  sin  if  tg  01/=  r cos  l-f  r sin  J 


MDzz  MB , = .1/ , B=  ^ = r sin  tg 


Ofi=  OM ,-^M ,B=r cos S,  0D=  OM—MD  — r coscT, 

OB—  OD  — a — rcoa  J. 


Durch  Construction  wird  a gefunden,  wenn  man  C/J=l/S,  und  MR  senk- 
recht auf  MS  zieht,  dann  ist  MR  = a. 

Da  das  Schaufelcndc  B,  parallel  dem  gegenüberliegenden  Schaufelelcmcnto 
D ist  , so  fliesst  der  Strahl  ohne  Contraction  ans,  was  also  das  Zwcckmüssigsto 
ist.  Der  innere  Thcil  DA  der  Radschaufcl  bildet  auch  einen  Kreis.  Sei 
KD  — KA  = a,  der  Halbmesser.  Im  Dreieck  CMK  ist  nun: 

C.V/=r,  l/Ä-=rt,+^,  Winkel  CMK  = SMT  = ir, 

also : 

t'A'’  = r*-}-^o,+^^  (rt,+^)cos<f. 

Im  Dreieck  CAK  ist: 

Ci4  = r„  AK=a,,  Winkel  CMÄ’=180-/J, 

also  : 

C/if*  =r,»-f  <»,*4-2r,  fl,  cos/?, 
also  durch  Glcichsetzcn  beider  Ausdrücke: 
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Fig.  208. 


d * 

r’  — r , ’ — r d^  cos  d + — |- 
2(r  cosd+r,  COS/?)— t/j  ’ 


a,  = 


Um  diesen  Halbmesser  auch  durch  Con- 
struction  zu  finden , lege  man  an  DO 
(Fig.  208)  Winkel  ÖOF=180-^,  mache 
DF=r^,  liehe  CF  und  in  der  Mitte  // 
dieser  Linie  errichte  man  Loth  IIK,  wel- 
ches DO  in  K schneidet,  dann  ist  K 
das  Centrum  von  Bo;;cn  DA , der  das 
innere  Schaufclstück  bildet.  Denn 
KA  = KD,  CA=:FD,  CK=FK,  also 
Dreieck  CAK^FDK,  also: 

Winkel  CAK=  FDO  = 180-ß. 

Was  die  Leitschaufcl  anbetrifft,  so  trage 
man  AL  (Figur  207)  unter  Winkel 
tt  an  die  Tangente  AK  des  inneren  Rad- 
umfanges, errichte  darauf  ein  Loth  und 
schneide  dies  durch  eine  in  der  Mitte 
E des  Halbmessers  CA  errichtete  Nor- 
male in  G.  Dieser  Punkt  ist  Mittel- 
punkt der  Loitschaufel  AF:  Der  Halb- 

messer GA  = GC  derselben  ergibt  sich: 

rt,  =;r — . Die  Mittelpunkte  der  übri- 
’ 2cosft  - 

gen  Schaufelbogen  befinden  sich  in  den 
mit  CO,  CK,  CG  beschriebenen  Kreisen. 


16)  Anordnung  der  Turbin’cn 
ohne  Lei  t s ch a u f el n. 

Fehlen  die  Leitschaufeln,  so  sind  die 
Verhältnisse  zumTheil  anders  zu  nehmen. 

Es  ist  « = 90**,  ß wird  140  bis  160 
Grad  genommen,  damit  man  einen  mög- 
lichst kleinen  negativen  Druck  an  der 
Uebergangsstelle  erhalte.  Das  Halb- 

r 

messerverhältniss  y = — ist  hier  1,15  bis 

»*1 


1,3.  weil  sonst  die  Rudkaimic  /.u  lang 
nusfallcn.  Der  Zutritt  des  Wassers  er- 
folgt mit  2 Fuss  Geschwindigkeit.  Es 
ist  also : 

r.  = ,4^=0.4V(>, 

r = t>ri  =0,4*'  VQ* 

Sei  nun : 

cos  cT 

wo  rann  in  der  Regel  il^lO  bis  20®, 
f = f,=  0,075  nimmt,  dann  ist: 


i;  = 1 iX gh,  V,  = —, 

c=-.,isß,  = 

« = —=9.55—,  P=—,  F,=^, 

•Tir  r c c. 


n = 


_ IF, 


2rtr,’ 

und  da  F,  = (2nr  sin  tf— ns)  c (s  die 
Schaufelstärkc),  so  ist: 

sin(f  = ^^ 

2/1  r e* 


ß und  »'  sind  so  auszuwählen,  dass  d 
nicht  viel  über  15®  beträgt. 


17)  Schottische  Turbinen. 

Die  fchottischcn  Turbinen  unterschei- 
den sich  insofern  von  den  eben  beschrie- 
benen, als  ihre  Radkanäle  getrennt  sind. 
Wegen  der  grösseren  Breite  derselben 
tritt  das  Wasser  mit  Stoss  ein,  auch  is( 
eine  grössere  Auswahl  in  der  Form  .ode? 
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Grösse  gegeben.  Namentlich  kann  J viel  kleiner  gemacht  werden.  Die  schottischen 
Turbinen  werden  bei  grossem  Gefälle  und  wenig  Waisscr  darum  angewandt,  weil 
man  die  Anzahl  der  Kanäle  beliebig  klein  nehmen  kann.  Wird  eine  Znflussge- 
Bchwindigkcit  von  6 Fass  höchstens  vorausgesetzt,  so  ergibt  sieh; 

-■.=  y^  = 0.23K'. 


r , , 

— zzy  ist  gleich  2 bis  4 zu  setzen,  je  nach  der  Anzahl  der  Schwungröhren.  Die 

Grössen  f',,  F,,  r,  c sind  wie  im  vorigen  Abschnitte,  endlich  die  Uadhöhe  und 
die  äussere  Weite  der  Kadkanale : 


C — 


f ist  etwa  gleich  0,1  zu  nehmen,  und  mindestens  gleich  0,075. 

Der  Schwungröhrenaxe  gibt  man  die  Form  einer  Archimedisehen  Spirale.  Da 
die  Axen  radial  an  das  Kescivoir  stossen.  so  findet  durch  den  Stoss  ein  ent- 
sprechender Arbcitsvcrlust  statt.  Die  Ausflassgcschwindigkeit  ist: 


und  wegen: 


(l  + fi)e,*=2<7x4-c>-fe»-r,>, 


2^x-fc»  = 2<yA-fc’  : 

(l+f,)c,’=2-7A+®’  (l- 

woraus  sich  c,  ergibt. 

Die  dem  Arbcitsverlnst  entsprechende  Geschwindigkeitshöbe  ist,  da  das  Wasser 
beim  Eintritt  plötzlich  die  Tangentialgcschwindigkeit  Uj  annimmt: 


y = (‘?>*  + w*-2c,  r/cos + i 

*9 


also  die  effeetive  Leistung: 

I = fuV(2^A— f c^-f 

X9 

wo; 


^ COS(f  ’ V» 


ist.  Wegen  des  kleinen  C kann  man  auch  setzen: 

l = {.vy{2gh—^p  v^)-X  V*] 

X9 

und  dann  ist  die  vortheilhafteste  Geschwindigkeit  wie  oben : 


V- 

Lässt  man  ausser  Acht,  und 
Geschwindigkeit: 


x-y(x*-f/>) 


gh. 


nimmt  d=:0,  so  ist  ;|^  = 1 und  die  vortheilhafteste 


^60  der  Wirkungsgrad  tj  desto  grösser,  je  länger  die  Schwangröhren  sind.  Noch 
bat  man: 
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«•j 


1 — wT"  ’ 


muss  klein  sein , dnmit  der  Wider 


stund  beim  Eintritt  gering  sei , ulsu  /•' 
möglichst  gross,  wenigstens  so  gross, 
dass  c nicht  grösser  ist,  als  die  Geschwin* 
digkeit  des  zuiiiesscndcn  Waisscrs.  Dies 
wird  erreicht,  indem  man  den  Quer- 
schnitt der  Eintrittsmündung  gleich  dem 
des  Zulcitungsrohrcs  macht,  also; 


‘2t  r,  e = n r^*, 

oder: 


Fig.  209. 


tritt  in  die  KernrOhre  C ist  zu  berück- 
sichtigen. Der  Wirkungsgrad  kann  dann 
auf  I gesteigert  werden. 


ausserdem  ist: 


Mit  Vortheil  kann  man  statt  der  ge- 
trennten SchwungrChren  einen  einzigen 
Soiwungring  (Fig,  209)  AA  mit  gut 
abgerundeten  conoidischen  Mundstücken 
BB  anwenden.  Die  Hindernisse  im  llado 
sind  dann  sehr  klein,  nnd  nur  der  eben 
betrachtete  Arbcitsverlnst  beim  Ueber- 


18)  Turbinen  mit  äusserer  Be- 
aufschlagung. 

Turbinen  mit  äusserer  Beaufschlagung 
sind  wie  die  Fourneyron’schen  zu  be- 
rechnen, wenn  man  r,  o,  auf  das  ein- 
tretendo,  rv  auf  das  austretende  Wasser 
bezieht. 

Die  Leitschaufoin  LL  (Fig.  210)  mö- 
gen dem  Rade  RJi  mit  Geschwindigkeit 
c das  Wasser  zuführen.  Es  ist  dann 
Winkel  cAv^={t,  und  wie  oben: 


Fig.  210. 


c. =c*-f-i;,  *— 2cviCos er, 

/ff  •— p*\ 

nnd  da  durch  die  Centrifugalkraft  das  Arbeitsvermögen 
geht: 


L . V‘‘  _ 2c 
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Also  wenn  man  setzt : 


(1  {-f ,)  Cj’  = 2</  /»  t-  ir  —'•2c  I’,  ros  ff-  t c*, 



2sin|Jco8«  , ^ / sin,-»  . 

THTyr^ij+nihiyr;;);  +^-.-  • 


V ist  aber  hier  ein  echter  Bruch , wes- 
halb die  vortheilhafteste  Geschwindigkeit 
etwas  grosser  ist  als  bei  innerer  Beauf- 
schlagung. Jedoch  ist  dies  nicht  von 
Belang.  Bei  gleicher  Geschwindigkeit 
verhalten  sich  nun  die  Umdrehungszahlen 
beider  Arten  von  Turbinen  wie  die  Halb- 
messer I',  und  also  wenn  ii.  n,  die 
entsprechenden  Umdrehungszahlen  sind: 


u 


Dio  mit  äusserer  Beaufschlagung  dreht 
sieh  also  weniger  oft.  Da  auch  c,  = v 
bei  denselben  kleiner  ist,  so  sind  auch 
die  Hindernisse  geringer.  Aber  wegen: 

. , 1 sin  nsinÄ 

sin  (f=  •—  -7-- \ 

sin  (/J— ff) 

haben  dieselben  einen  grösseren  Aus- 
triltswinkcl,  und  deshalb  w’ird  der  Wir- 
kungsgrad für  sie  geringer. 


zu  machen , weil  sic  durch  die  Keilspur 
abgescbwücht  werden.  Man  nimmt  sie 
gewöhnlich  | rf,  und  die  Wanddickc  der 
Hülsen,  womit  Uadteller  und  Transmis- 
sionsrad  aufsitzen , j<f;  somit  ist  der 
äussere  Durchmesser  einer  solchen  Hülse: 

f/j  = • J ) </• 

Ist  noch  s die  Stärke  des  lladtellers,  wo 
er  an  seiner  Hülse  aufsitzt,  so  ist  nd^s 
der  Inhalt  der  cylindrischen  Fläche,  wo- 
mit er  mit  der  Hülse  zusammenhän^ 
Sei  K der  Fcstigkeitsmodul , so  ist 
71  d^s  K dio  Kraft  zum  Umdreben  des 
Tellers,  also  das  Moment: 

Pr=^d,UK, 

und : * 

• Pr 
^"1500 

und  da: 


19)  Turbincnwellc,  Zapfen. 

Die  Stärke  der  Turbinenwelle  bestimmt 
sich  nach  den  Kegeln  der  Torsions- 
festigkeit: 

s 

= 0,355  nPr)  = 6 i/il  Zoll, 

I M 

wenn  r in  Fussen  gegeben  ist.  Die 
Stärke  des  Zapfens  rf,  wird  gewöhnlich 
Jrf  bis  jd  genommen.  Sind  1500  Pfund 
Druck  auf  den  Quadratzoll  zulässig,  und 
(r  das  Gewicht  der  armirten  Welle, 
wäre : 


Pr  = 12  • 4870  — Zollpfuiid 

II 

beträgt : 

s = 12,4 -^=3.375  4-,. 

tia,*  MO* 

Jedoch  ist  die  Stärke  in  der  Praxis  noch 
grösser  zu  nehmen,  und  zwar  gleich  der 
des  Bodentellors.  Was  den  letzteren  an- 
botrifft,  so  denken  wir  uns  denselben 
massiv,  und  durch -den  Wasserdruck  längs 
des  Durchmessers  2rj  in  zwei  Theile 
getheilt;  sei  die  Druckhöhe  A,  so  ist  der 
Druck  auf  jeden  Thcil: 


1500  n 


also: 

rf,  =0,03  VC  Zoll. 

Dies  gilt  jedoch  nur  für  langsam  um- 
gehende Wellen.  Bei  Turbinenzapfen 
muss  die  Stärke  mtt  ii  wachsen,  wegen 
der  grösseren  Wärroecntwickclung,  Man 
kann  daher  setzen : 

</,=  0,03  V'C  (1+0, 01^): 

Die  Wellcnköpfe,  d.  h.  diejenigen  Wellen- 
thcile,  wo  der  Kadtellcr  und  wo  das 
Transmissionsrad  aufsitzen , sind  stärker 


P=Vnr^>  A)', 

und  da  der  Schwerpunkt  eines  Halbkrei- 

4r . 

scs  die  Entfernung  y=.-^  vom  Mittel- 

Oft 

punkte  hat,  so  ist  das  Moment: 

Für  dies  Moment  ist  aberT  wenn  $ die 
Höbe  der  Bruchfläche,  2rj  die  Breite 
ist,  nach  der  Theorie  der  relativen  Festig- 
keit za  setzen: 


and  daher: 
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T ’ 

wo  ^ = 6G,  r=iKX)0  (ttlt)  l’fuml  zu  neh- 
men iät,  ulsu : 

5 = 0,12  VA  Zoll. 

r,  mul  h sind  in  Fussen  gegeben.  Der 
Steiligkeit  wegen  aber  setzt  man  noch 
0,33  Zoll  zu  5 zu. 

Der  Zapfen  muss  wegen  seines  grossen 
lleibungsmomentcs  sehr  gut  angefertigt 
und  geölt  sein.  Um  die  reibende  Fläche 
zu  vergrössern , macht  man  ihn  dick, 
meistcnthcils  nur  wenig  schwächer  als 
die  Welle,  auch  muss  der  Zutritt  des 
Wassers  zwischen  den  Kcibungsflächcn 
verhindert  werden.  — Am  Zapfen  unten 
und  auch  am  oberen  Endo  der  Welle 
sind  Lagerungen  anzubringen. 

Dcrglciehen  sind  von  Cadiat , Four- 
neyron  und  Laurent  angegeben  w'orden. 

20)  Vergleich  der  Turbinen 
unter  einander. 

Aus  dem  Gesagten  gebt  jetzt  hervor, 
dass  die  mechanisch  vollkommenste  Tur- 
bine die  mit  Leitscbaufclapparat  ist,  da 
dem  Wasser  durch  sie  fast  alles  Arbeits- 
vermögen entzogen  wird.  Bei  den  Four- 
ncyron’schcn,  Cadiat’schcn  und  Withclaw- 
sehen  ist  die  Radgesehwindigkeit  ziem- 
lich gleich,  0,7  h)  bis  V(%A),  aber 
die  Maxiinallcistung  verschieden,  näm- 
lich bezüglich  0,75,  0,65  und  0,5  bis  0,6 
der  Totallcistung.  — Im  Allgemeinen 
• kommen  die  Fourneyron’schen  und  Ca- 
diat’schen  Turbinen  bei  kleineren  Ge- 
fällen und  grösseren  Aufschlagmcngen, 
die  Withelaw'schen  auch  bei  kleineren 
Gefällen  aber  bei  kleineren  Wassermen- 
gen in  Anwendung.  Man  kann  aber 
auch  die  lebendige  Kraft  des  von  Tur- 
binen ohne  Lcitschaufcln  abströmenden 
Wassers  zur  Bewegung  einer  zweiten 
Turbine  benutzen. 

Versuche,  welche  Morin,  Redtcnbacher, 
Combcs,  Morris  und  Marozeau  angcstellt 
haben,  bestätigen  diese  Verhältnisse. 

21)  Ilydropneumatisation, 
D i ff  u so  r. 

Von  verschiedenen  Mitteln , um  die 
Leistungen  der  Turbinen  zu  vermehren, 
ist  zunächst  Girard’s  Ilydropneumatisa- 
tion zu  merken.  Sic  besteht  darin,  dass 
man  die  Radstubc  von  oben  mit  einem 
luftdichten  Mantel  umschlicsst,  und  deii 
abgesperrten  Raum  mit  cdmprimirtcr 
Luft  füllt,  w’odurch  der  Austritt  des 
Wassers  unter  Wasser  verhindert  wird. 
Eine  Turbine  leistet  nämlich  weniger, 


wenn  sic  unter  Wasser  umläuft,  als  in 
freier  Luft.  Diese  Differenz  ist  zwar 
gering  bei  vollständig  geöffneter  Schütze, 
ist  dies  aber  nicht  der  Fall,  so  findet 
beim  Eintritt  des  Wassers  ins  Rad  eine 
plötzliche  Geschwindigkeitsänderung,  wie 
oben  gezeigt  wurde,  statt.  Der  dadurch 
sich  ergebende  Verlust  am  Wasserdruck 

wächst,  wenn  das  Verhältniss  — der 

«I 

Höhe  der  Schützenmöndung  gegen  die 
Radhöhe  abnimmt.  Ist  nämlich  c die 
absolute  Geschwindigkeit  des  eintreten- 
den Wassers,  so  ist  die  Ausflussgeschwin- 
* c 

digkeit  aus  der  Schütze  — c,  und  der 

«1 

Druckhöhenvcrlust : 


(~  — iV  — 

Ve,  V 2g 


Dieser  Verlust  fällt  weg,  wenn  man  wie 
bei  der  Ilydropneumatisation  Luft  bei 
tieferem  Schützenstando  zulcitct.  Bei 
den  von  Girard  ahgefertigten  Turbinen 
wird  eine  Compressionspumpc  mittels 
der  Turbine  selbst  in  Bewegung  gesetzt, 
und  drückt  die  Luft  in  die  Radstobe, 
während  eine  Röhre  die  etwa  zu  stark 
gepresste  Luft  wieder  abfuhrt. 

Bei  den  Girard’schcn  und  auch  bei 
einigen  antlcrcn  Turbinen  wird  überdies 
den  Radkränzen  eine  conischc  Form  ge- 
geben, um  den  Querschnitt  der  Aus- 
flussöffnung zu  vergrössern.  Sei  e die 
äussere,  c,  die  innere  Radhöhe,  so  ist: 


r,e,  sin« 


F,  re  sind  ’ 


also : 


. . . 1 €,  sinnsin;} 

re  V i/>  e sin(;}— n)‘ 

Bei  Turbinen  mit  ebenen  Radkränzen 
aber  war ; 

. . 1 sinn  sin^ 

Bin  J - — q. 

r*  sin  (/}  — n) 

Es  kann  also  durch  die  conischo  Form 
der  Austrittswinkel  d und  somit  die 
Geschwindigkeit  tp  des  abflicssendon 
Wassers  verringert  werden. 

Gleiches  wird  erreicht  durch  den  Dif- 
fusor von  Boyden.  Er  besteht  in  einem 
sich  von  innen  nach  aussen  erweiternden 
ringförmigen  Raume , der  das  Rad  um- 
schliesst,  und  durch  welchen  das  Wasser 
in  die  Radstubc  und  von  da  ins  Unter- 
wasser gelangt. 

Ist  ABR  (Fig,  211)  ein  Theil  des  Ra- 
des, BDS  ein  Theil  des  Diffusors,  c, 
wieder  die  relative  Geschwindigkeit,  mit 
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welcher  das  Wasser  bei  B aus  dem  llade  tritt,  und  welche  sich  mit  der  Umdre- 
hungsgeschwindigkeit V zur  absoluten  Geschwindigkeit  lo  vereinigt,  mit  der  das 
Wasser  in  den  DilTusor  tritt.  In  denselben  lauft  es  fast  in  Richtung  Bl)  grad- 
linig, und  tritt  bei  D mit  Geschwindigkeit  aus.  Seien  die  Halbmesser  CB  = r, 
CO  = r^,  e und  die  innere  und  äussere  Diffusorweite,  der  Austrittswinkel 
TBc^zzj,  und  der  Winkel  TBD,  unter  welchem  das  Wasser  in  den  Diffusor  tritt, 
gleich  UBw^,  unter  welchem  es  austritt,  gleich  dann  ist: 

CB  _ sin  CDB 
CD  ~ sin  CBD' 

also: 


cos^ 


r,  - cos  ^ 


reu  6in«f  = reirsin^  = ra  ejiTo  sin  ^ 


'0* 


also  die  Aastrittsgeschwindigkeit: 

r e sin^ 


ir.  = - 


r,  Co  sin.'^o 


_L  ^ T / w sin  ^ 

’’«>  1/  ^ ^ n* 

^ 1—  — cos  9^ 


Da  — und  — kleiner  als  Eins,  so  ist  u>^<w,  also  das  Arbeitsvermögen  beim 

Austritte  ans  dem  Diffusor  kleiner  als  bei  dem  aus  dem  Rade.  Aber  .es  ist  auch  ^ 
ID  grösser , als  dies  ohne  Diffusor  der  Fall  ist.  Denn  sei  y die  Druckhöhe  beim 
Uebergango  in  den  Diffusor,  so  ist: 

Cj*  = 2^(A,— 2cu,  cos  a, 

und: 

iD,>  = io>-|-25(y— A,), 
also  wenn  u = c,  genommen  wird: 

•f©  * = t®* +2^  Ä — 2c  U j cos  ff, 

d.  h.: 

. o . tf  u,  sinS 

. tD  = 2ysin-^,  c=z-r~ — 

2’  sin  (/9- ff)’ 


ID.= 


r_  c usind 
r©  e, 


r e 


vsin  (f 


woraus  sich  ergibt : 


y*-r-7"“2 


{2  V 

\r/  sin  (/J— ff) 


sind’  ] 

iH 

n 

woraus  sich  v ergibt. 

Setzt  man  diesen  Werth  in  die  Formel  für  so  hat  man  id,  selbst,  d.  h. 
die  Geschwindigkeit  des  ausfliessenden  Wassers.  * ^ • 
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22)  Einige  andere  Arten  von 
Turbinen. 

• 

Bei  den  Turbinen  von  Fontaiiic,  Ben- 
schel  und  Jonval  befindet  sich  der  Leit- 
Schaufelapparat  Ober  dem  Rade,  so  dass 
das  Wasser  von  oben  nach  unten  ins 
Rad  tiitt,  und  von  der  Qmndfläche  ans 
abgefährt  wird.  Bei  Fontaine  befindet 
sich  die  Oberfläche  des  Unterwassers 
unmittelbar  unter  oder  über  dem  Rade, 
bei  Hcnschel  bildet  das  aiisströmciide 
Wasser  noch  eine  Säule  über  dem  Unter* 
Wasser.  Die  Jonval’sche  Turbine  ist 
der  Fontaine’schcn  ähnlich.  Die  Schau- 
feln bilden  bei  allen  diesen  Turbinen 
windschiefe  Flächen.  — Einen  wesent- 
lichen Vorxug  vor  den  Fourneyron’schen 
Turbinen  . scheinen  dieselben  nicht  zu 
haben,  weshalb  wir  ihre  genauere  Theo- 
rie hier  übergehen;  ebenso  die  der 
Schraubenturbinen,  die  den  Fourneyron- 
scheo  ähnlich  sind , nur  weniger  Schau- 
feln haben. 

Die  Turbinen  im  Allgemeinen  haben 
den  Vorzug  vor  verticalen  Wasserrädern, 
dass  sie  bei  Gefällen  bis  500  Fass , die 
letzteren  nur  bis  50  Fass  anwendbar 
sind,  während  im  Allgemeinen  die  verti- 
calen  Wasserräder  den  grösseren  Wir- 
kungsgrad haben.  Ferner  wird  durch 
veränderliches  Gefälle  der  Wirkungsgrad 
der  Turbinen  nicht  sehr  gestört,  dagegen 
verhält  es  sich  umgekehrt  bei  Verän- 
derung des  Aafschlagqaantums,  und  dies 
gibt  in  vielen  Fällen  den  verticalen  Rä- 
dern ein  entscheidendes  Uebcrgcwicht. 


Bei  Turbinen  lassen  sich  aber  auch 
weit  sclinellere  Umdrehungszahlen  erzie- 
len, was  jedoch  nicht  in  vielen  Fällen 
gefordert  wird. 

Das  Prinzip  der  Reactionstiirbinen  ist 
übrigens  in  neuester  Zeit  auch  auf  ver- 
ticale  Wasserräder  angewandt  worden. 

Weiteres  über  Turbinen  findet  man 
namentlich  in  Weissbach’s  Ingenieur- 
und  Maschinenmechanik,  Bd.  2.  Das 
angefOhrte  Werk  haben  wir  diesem  Ar- 
tikel zu  Grande  gelegt. 

Wassersiolenmaschine  (Hydraulik). 

1)  Allgemeines. 

Die  Wassersäulenmaschinen  werden 
wie  die  Wasserräder  durch  eine  vorhan- 
dene Wasserkraft  in  Bewegung  gesetzt, 
jedoch  ist  diese  Bewegung  hier  keine 
rotirende,  sondern  eine  auf-  und  abge- 
hende. Das  Wasser  tritt  in  einen  Saro- 
melkastcn  A (Fig.  212) , von  da  in  die 
Einfallsröhre  AB  und  in  den  Stiefel  oder 
Treibcylinder  C,  wo  es  den  belasteten 
Treibkolben  K hebt.  In  dem  Commn- 
nicationsrobre  BC  befindet  sich  die 
Steuerung,  hier  ein  T förmig  durchbohr- 
ter Hahn,  welcher  abwechselnd  die  Ein- 
fallsröhre verbindet  und  trennt.  Im  er- 
steren  Falle  wird  der  Kolben  bewegt,  im 
letzteren  flicsst  das  unter  dem  Treib- 
kolben befindliche  Wasser. in  das  Aus- 
gussrohr HD,  während  der  Kolben  nie- 
dergeht. Wird  dies  Niedergehen  blos 
durch  das  Gewicht  des  Wassers  bewirkt, 
so  ist  die  Maschine  eine  einfach  wir- 
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kcndc,  treibt  aber  der  Wasser  druck 
den  Kolben  herunter,  so  heisst  sic  dop- 
pelt wirkend.  Bei  der  Icutercn  Art 
geht  das  Wasser  erst  den  Weg  ABC 
(Fig.  213)  und  treibt  den  Kolben  nieder, 
während  das  abgeschlossene  Wasser  un- 
terhalb des  Kolbens  auf  dem  Wege 
C,B^D  abfliesst;  dann  geht  das  Wasser 
auf  dem  Wege  >4  C|  unterhalb  des 
Kolbens , und  das  über  demselben  be- 
findliche fliesst  auf  dem  Wege  CBt)  ab, 
sur  Regelung  dient  hierbei  eine  dem 
Vierweghahn  einer  Dampimaschinc  glei- 
che Steuerung. 

Ferner  gibt  es  ein-  und  zweicylindrigc 
Maschinen.  Während  bei  den  Iclztcrcn 
(Fig.  214)  das  Druckwasser  den  Kolben 
K aufwärts  schiebt,  geht  Kolben  K ^ 
nieder,  und  das  Wasser  unter  ihm  fliesst 
auf  dem  Wege  C^B^D  ab,  und  während 
K■^  aufgeht,  wird  das  Wasser  unter  dem 
niedergehenden  Kolben  K auf  dem  Wege 
CBD  entfernt. 


2)  Construction  der  Theilo 
einer  Wassersäulenmaschine. 

Der  Sammel-  oder  Einfall- 
kasten  muss  möglichst  gross  ungefer- 
tigt  werden , damit  sich  da«  Wasser  ab- 
klärcn  und  beruhigen  kann;  Rechen 
oder  Gitter  halten  fremdartige  Körper 
ab.  Sollte  das  Wasser  unrein  sein,  so 
bringt  man  mehrere  Scheidewände  an, 
um  dem  Wasser  vermittelst  seiner  schlan- 
genförmigen  Bewegung  Gelegenheit  zum 
Absetzen  der  fremden  Körper  zu  geben. 

Die  Fiinfallsröhrc  mündet  min- 
destens 1^  Fuss  über  dem  Boden  des 
Einfallkastens  und  3 bis  5 Fuss  unter 
dem  Wasserspiegel , um  das  Eindringen- 
fremder  Körper  und  das  Entstehen  eines 
Lufttrichters  zu  vermeiden , auch  lässt 
man  zuweilen  die  Mündung  nach  unten 
gekrümmt  sein.  Eine  Klappe  oder  ein 
conischer  Zapfen  gestattet,  sie  mittels 
eines  Hebels  zu  versehlicssen. 

Die  Länge  der  Einfallröhren  beträgt  5 


i 
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bis  8 Fass;  sic  haben  J bis  1 d er  Weite 
des  Treibryliiulcrs.  Die  Stärke  der 
Wände  ist  f bis  ) Zoll,  ^vobci  die  klei- 
nere Stärke  den  oberen,  die  grössere  den 
nntcren  ICinfHllröhrcn  gegebeu  wird. 

Ist  e die  Stäikc,  d ^ die  innere  Weite 
in  Zollen , p der  Wasserdruck  in  At- 
mosphären. so  kann  man  setzen: 

e = 0 0025 0,75  Zoll. 

Die  einzelnen  Tbcilo,  aus  denen  die 
Rühre  besteht,  sind  entweder  durch 
MiilTcn,  oder  durch  Kränze  und  Schrau- 
ben verbunden. 

• DerSticfcl  od  er  Trci  beylinder 
wird  aus  Gusseisen  oder  der  Politur 
wegen  aus  Kanoncnmetall  gefertigt. 
Man  macht  ihn  mehr  lang  als  weit,  so 
dass  der  Kolbenhub  $ 2^  bis  G mal  so 
gross  ist  als  der  Kolbendurchmesscr  d. 
Ks  ist  nämlich  eine  langsame  Bewegung 
(3  bis  6 Spiele  in  der  Minute)  zu  er- 
zielen. Die  mittlere  Geschwindigkeit  des 
Kolbens  v ist  etwa  gleich  1 Fuss  zu 
nehmen,  damit  die  Einfallsgcschwindig- 
keit  des  Wassers  in  die  Einfallröhrcn 
nicht  zu  gross  ist  (etwa  6 bis  höchstens 
10  Fuss).  Das  Verhältniss  der  Einfalls- 
röhrenweite d^  zur  Cylinderweite  er- 
gibt sich  : 

7t  d* 

also : 


uno  wenn  man  e = l,  r,=6  nimmt: 
rf,=  0,408  (/. 


die  Anzahl  der  Gänge  in  der  Minute : 


GOr 


Die  Anzahl  der  Spiele  n ist  natilrlicii 
gleich  2n,.  Die  Wandstärke  der  Cylin- 
der  muss  gross  sein,  2 bis  3 Zoll,  und 
wird  bestimmt  durch  die  Formel; 

e = 0 0025pr/-M,25  Zoll. 

Der  Treib  kolben  muss  genau  in 
den  Cylinder  passen.  Zum  vollkomme- 
nen Abschluss  dient  eine  Liiierung,  die 
an  dem  Kolben  oder  dem  Cylinder  sitzt. 
Im  letztem  Falte  besteht  der  Kolben  aus 
einem  Cylinder,  der  gleich  lang  mit  dem 
Stiefel  ist,  und  wird  Mönchs-  oder  Bra- 
mahkolben  genannt. 

Die  Kolbenstange  ist  vom  Treib- 
kolben aus  entweder  nach  der  Mündung 
oder  nach  dem  Deckel  des  Cylinders  ge- 
richtet. Im  ersteren  Falle  können  sie 
von  Holz  sein,  im  letzteren  muss  sic 
rund  abgedreht  werden , aus  Eisen  oder 
Kanonenmctall  bestehen,  und  durch  eine 
'Stopfbüchse  gehen.  Sei  d der  Treib- 
kolbcndurchraesser , p der  Wasserdruck 
für  einen  Zoll , so  ist  der  Druck  auf 
den  Kolben: 

D^rtpd^ 

— 4 * 

Ist  aber  </,  die  Dicke  der  Kolbenstange, 
T der  Tragmodul  ihres  Materials , so  ist 
ihre  Tragekraft: 

also : 


Das  Aufschlagsquantum  in  der  Sccunde 
sei  gleich  so  kann  man  für  eine 
doppelt  wirkende  oder  zweicylindpge  ein- 
fach wirkende  Maschine  setzen: 

n d'  V 


also  die  Weite  des  Treibcylindcrs: 

«/=113 


dagegen  für  eine  einfach  wirkende: 
nd*  V 


(?  = 


8 


also 


c/=l,60|/^, 
nnd  die  Zeit  eines  Ganges: 


s 

f = — 

V 


Man  hat: 


also  auch : 


und  T — ICXXX)  Pfund 
für  Schmiedeeisen, 


d,  = 0,01  d \p - 0,00677  y/i  Zoll. 

Die  Steuerung  ist  der  wichtigste 
Thcil  der  Maschine.  Sie  besteht  aus 
der  eigentlichen  Steuerung  (Hahn  oder 
Ventil  oder  Kolben),  welche  den  Wechsel 
der  Wasserrichtung  veranlasst , und  der- 
jenigen, welche  durch  die  Maschine  selbst 
die  Stellungen  dieses  Apparates  regelt, 
80  dass  keine  fremde  Ilüil'o  cinzugreifen 
braucht.  Die  eigentliche  Steuerung  ist 
entweder  «ler  oben  beschriebene  Vicr- 
wcglmhn,  oder  eine  Kolbcnstcuerung, 
ferner  eine  Ventil-  oder  Sebicber- 
Btcucriing. 
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Der  Hahn  kommt  nur  svhcn  noch 
and  nar  an  kleinen  Maschinen  vor.  — 
Die  Kolbenstencrnng  für  cincj'lin- 
drige  und  einfach  wirkende  Maschinen 
besteht  aas  dem  Steaoreylinder  B.  wel- 
cher den  Stenerkolben  K und  den  Gegen - 
kolben  L (Fig.  215)  einschlicsst.  Letz- 
terer dient  nur  dazu,  um  durch  einen 
Gegendruck  die  Bewegung  des  Stouer- 
kolbens  zu  erleichtern.  Bei  der  tieferen 
Stellung  I des  Stcucrkolbcns  sind  Trcib- 
cylindcr  C und  EinfallrOhrc  A , bei  der 
höheren  II  sind  Treibcylinder  C und 
Ansflussrohr  D in  Verbindung.  Bei  der 
doppelt  wirkenden  zweicyli adrigen  Ma- 
schine ist  die  Einrichtung  ganz  ähnlich 
(Fig.  216).  C,  C,  sind  die  Communi- 
cationsrCbrcn  mit  beiden  Cylindern , A 
die  EinfallsrObre , D,  die  Ausguss- 
rohren. In  Stellung  I steht  das  cin- 
fliessende  Wasser  mit  C in  Verbindung, 
das  ausflicssende  nimmt  den  Weg  C,I)^E. 
In  Stellung  II  tritt  das  Wasser  in  t\ 


uiu,  und  das  uustlicssciidc  nimmt  den 
Weg  CDE.  Die  Steucrkolben  sind  eben- 
falls mit  einer  Liderung  versehen.  Der- 
jenige Thcil,  welcher  zunächst  die  Ab- 
sperrung bewirkt,  ist  conisch  zu  formen, 
damit  dieselbe  allmälig  stattfinde,  und 
keine  Erschütterung  vor  sich  gehe. 

Die  Ventilsteuerung  besteht  aus 
dem  Einlassventil  V und  dom  Auslass- 
ventil r,  (Fig.  217),  jedes  in  einem  be- 
sonderen Stcuereylinder  S und  Bei 
der  Steilung  I gelangt  dos  Wasser  aus 
der  EinfallsrOhro  A durch  die  Ventil- 
Öffnung  nach  dem  Trcibcylinder  C,  bei 
der  Stellung  II  aus  C nach  dem  Aus- 
tragsrohr EF.  Die  Gegenkolben  G und 
ff  I dienen  zur  leichteren  Bewegung,  auch' 
setzt  man  den  Raum  über  G durch  Rohr 
//  mit  dem  Communicationsrohro  B, 
und  den  Raum  über  f7,  durch  Rohr //^ 
mit  dem  Austragsrohrc  KE  in  Verbin- 
dung. IhI  der  Querschnitt  dieser  Kol- 
ben nahe  gleich  dem  der  Ventile,  so 


Fig.  216. 
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f 


drQckt  (las  Wasser  beinahe  gleich  nach 
beiden  Richtungen,  und  eine  sehr  kleine 
Kraft  reicht  zur  Bewegung  der  Ventile 
aus. 

Die  Schiebersteuerung  (Fig. 
218)  ist  an  einer  liegenden  Maschine 
dargestcllt.  Beim  Hingange  des  Treib- 
kolbcns  T fliesst  das  Wasser  aus  der 


Einfallröhrc  Ali  in  die  Stencrkaminer 
DDD^  und  von  da  bei  D durch  das 
Communicationsrohr  DE  in  den  Treib- 
cylinder.  Dann  wird  Schieber  S zariiek- 
geschoben,  so  dass  der  Kanal  in  dem- 
selben über  der  Mündung  D des  Com- 
municationsrohrcs  DE  und  über  der 
Mündung  G des  Austragerohres  GH  zu 


Fig.  218. 
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Btchon  konnnt,  so  dass  das  cinströmcndc 
Wasser  auf  dem  Wege  AiJD^E^  r.um 
Treibcylindcr  gelangt  nnd  den  Treib- 
kolben zurückfOhrt.  Das  aus  dem  Treib- 
cylindcr C heransgedrürkte  Wasser  ge- 
langt dann  dnreh  den  Schicbcknnal  in 
das  Uohr  Gll  und  zum  Abflüsse. 

Der  Apparat  zur  Stellung  der 
Steuerung  ist  aus  dem  Grunde  coin- 
plicirter  als  bei  Dampfmaschinen , weil 
<ias  Wasser  keine  elastische  Flüssigkeit 
ist,  welche  wie  der  Dampf  sogleich  der 
Steuerung  folgt.  — Bei  doppelt  wirken- 
den Maschinen  wird  oft  die  auf-  und 
absteigende  Bewegung  in  eine  rotirende 
verwandelt,  und  dann  ist  die  Steucrkol- 
benstnnge  derart  mit  den  rotirenden  Thci- 
len  der  Maschine  zu  verbinden,  dass 
sic  auf-  und  niedergeht,  während  eine 
Rotation  vollendet  wird.  Damit  hierbei 
die  Bewegung  des  Treibkolbens  nicht 
gehemmt  wird,  ist  folgendcrmaasscn  zu 
verfahren.  Entweder  wird  dem  Stcuer- 
kolben  eine  so  geringe  Höhe  gegeben, 
dass  er  beim  Dnrchgange  durch  die 
Mündnng  des  Coromunicationsrohres  in 
den  Steuercylinder  dieselbe  nicht  völlig 
vcrschliesst , also  über  und  unter  dem- 
selben Steuercylinder  und  Treibcylindcr 
commiiniciren.  Dann  flicsst  während  des 
mittleren  Standes  des  Steucrkolbens  eine 
kleine  Wassermengo  von  der  Einfluss- 
röhrc  unmittelbar  ins  Ausgussrohr,  nnd 
cs  wird  der  Maschine  Kraftwasscr  ent- 
zogen, oder  man  führt  eine  Scitenröhre 
vom  Aubgussrohr  ins  Unterwasser,  deren 
Einmündung  durch  ein  nach  innen  zu 
öffnendes  Ventil  verschlossen  ist  (Säug- 
ventil). Ferner  geht  eine  Scitenröhre 
ins  Einfallrohr,  und  versperrt  deren  Mün- 
dnng ins  Communicationsrohr  durch  ein 
nach  aussen,  d.  h.  nach  dem  Scitenröhre 
zu  sich  öffnendes  Ventil  (Steigvcntil). 
Kommt  nun  der  Steucrkolben  beim  Aul- 
gang an  die  Mündung  des  Communi- 
cationsrohrcs  in  dem  Steuercylinder,  so 
öffnet  sich  das  erste  Ventil,  und  cs  wird 
hinreichend  Wasser  aufgesaugt,  um  den 
wahrend  der  Absperrung  der  Mündung 
vom  Treibkolbon  durchlaufenen  Raum 
auszufüllcn,  beim  Niedergange  dagegen 
öffnet  sich  das  zweite  Ventil,  nnd  das 
wahrend  des  Verschlusses  vom  Trcib- 
kolbcn  verdrängte  Wasser  gelangt  durch 
dies  Ventil  in  die  Einfallröhre. 

Bei  den  Maschinen,  welche  nur  anf- 
und  abgehon,  wird  die  Steuerung  bewegt 
entweder  a)  durch  ein  Gewicht,  welches 
von  der  Kolbenstange  bei  ihrem  Auf- 
gange emporgehoben  wird,  „nd  das  in 
dem  Augenblicke  hcmbfaiU,  wenn  sie 
den  höchsten  Punkt  erreicht  hat  (Gc* 


wichtsstcuerung),  oder  b)  durch  eine  Fe- 
der, welche  während  der  Treibkolben- 
bewegung  gespannt , und  am  Ende  der- 
selben losgelasscn  wird  (Fcdcrsteucrung), 
oder  c)  durch  eine  zweite  Wasscrsäulen- 
maschinc,  welche  wieder  von  der  Kraft- 
maschine gesteuert  w'ird,  derart,  dass 
die  Trcibkolbcnbewegung  der  einen  Ma- 
schine immer  der  Treibkolbenbewegung 
der  anderen  entspricltt,  und  durch  die- 
selbe bewirkt  wird. 

Bei  den  neueren  Maschinen  besteht 
die  Gewichtsstcuerung  in  einer  Hebcl- 
vorrichtung  verbunden  mit  Ventilen.  Die 
Kraftmaschine  bewirkt  das  Verschlicssen 
des  einen,  das  sinkende  Gewicht  das 
Oeffnen  des  andern  Ventils.  Die  Sperr- 
klinke heb,  (Fig.  219),  welche  um  die 
horizontale  Axe  c drehbar  ist,  endet 
sich  in  den  Henkeln  b und  darunter 
beflndet  sich  die  horizontale  Welle  d 
mit  Zahn  a und  den  Armen  e,  k, 
darüber  Welle  d,  mit  Zahn  a,  und  den 
Armen  «n  jtn  ^i*  1“  Stellung  I.  greift 
a,  in  den  Haken  k,,  n ist  Ober  b,  in 
II  ist  kein  Eingriff,  in  III  greift  a in 
bj  a,  ist  über  b,.  Geht  nnn  in  I «nie- 
der, so  wird  die  Sperrklinke  eine  Dre- 
hung erleiden,  also  «^  sich  aushaken; 
geht  in  III  «^  nieder,  so  erfolgt  die 
umgekehrte  Bewegung,  nnd  « hakt  sich 
aus.  An  den  Armen  d,  g nnd  d,,  g^ 
befinden  sich  nun  Gewichte  . G nnd  G ,, 
und  diese  drehen  ihre  Wellen , je  nach- 
dem « und  «I  ansgehakt  sind.  An  die 
Arme  </,  h und  </|,  h,  aber  sind  mittelst 
der  Stangen  hV  und  h,V,  die  Steuer- 
ventile angcschlosscn,  nnd  diese  werden 
durch  das  Nicderfallcn  der  Gewichte  ge- 
öffnet. Um  aber  die  Wellen  d und  d, 
nach  den  entgegengesetzten  Richtungen 
zu  drehen,  dienen  die  Arme  de  und  d,e^. 
Wird  in  I de  von  unten  nach  oben  ge- 
führt, BO  geht  hV  nieder,  und  das  Ven- 
til y scbliesst  sich ; dann  wird  aber  anch 
fl,  frei,  g,G,  fällt  nieder  und  öffnet 
r,.  Wird  gagegen  in  UI  d,e,  nach 
unten  geführt,  so  steigt  k,  F, , scbliesst 
sich,  fl  hakt  sich  aus,  G fallt  und  hebt 
AF,  öffnet  also  dos  Ventil  F.  Das  Ho- 
ben und  Niederdrücken  der  Arme  de  und 
rf,s,  aber  bewirkt  die  Stange  EF  (Steuer- 
stangc),  welche  mit  dem  Treibkolben 
zugleich  auf-  nnd  abgeht.  Diese  Mit- 
theilung vermitieln  zwei  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  an  den  Enden  des  Kol- 
benganges angebrachte  Daumen  oder 
Knaggen  E und  F. 

Was  Hülfswassersäulenmaschinen  an- 
betrifft, so  ist  eine  solche  nicht  nöthig, 
wenn  man  die  Wasserkraft  auf  zwei 
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gleiche  Kraftmaschinen  verthoilt,  von 
welchen  jede  die  andere  steuert. 

D er  Bai  an  ci er  dient,  die  Bewegung 
des  Treibkolbens  nach  einer  Seite  hin 
za  unterstüteen , nach  der  andern  aber 
7.11  hemmen,  um  eine  gloichmässigc  Be- 
wegung hcrvoniubringcn.  Bei  gleich  bo- 
Iflsletcn  zweicylindrigen  Mnsciiincn  be- 
steht der  Balancier  in  einem  gleicharmigen 
Hebel,  der  beide  TrcihkoIbcni>tnngen  ver- 
bindet, ist  aber  nur  ein  Cylinder  vor- 
handen, so  dient  als  Balancier  entweder 
das  Gewicht  eines  festen  Körpers , oder 
der  Druck  einer  Wassersäule  (mechani- 
scher oder  hydraulischer  Balancier).  Der 
erstere  besteht  in  einem  doppclarraigcn 
Hebel,  anf  der  einen  Seite  mit  Gewich- 
ten beschwert , auf  der  anderen  mit  der 
Kolbenstange  so  verbunden , dass  jene 
dem  Gewichte  derselben  entgegenwirken. 
Der  hydraulische  Balancier  besteht  in 
einer  Anzahl  Röhren,  welche  statt  des 
Ans^ssrohrcs  vom  Steucrcylinder  aus 
aufwärts  steigen,  so  dass  das  todtc  Was- 
ser eine  Säule  bildet , welche  beinahe 
das  Gewicht  des  Gestänges  compensirt, 
so  dass  dasselbe  mit  gemässigter  Ge- 
schwindigkeit niedergeht. 

Zu  diesen  Vorrichtungen  kommen  noch 
einige  Stellhähne  oder  Ventile,  welche 
die  Wasserkraft  reguliren , also  wie  die 
SchOtze  eines  Wasserrades  wirken. 


3)  LoistuugdorWnssersäulcn- 
m aschi n e. 

Sei  F der  Inhalt  der  Treibkolbcn- 
fläche,  F,  der  des  Querschnitts  der  Ein- 
fallröhren,  d der  Durchmesser  des  Treib- 
kolbens,  </,  der  der  Einfnllröhren , dj 
der  der  Austrngsröhrc,  h das  Gefälle 
vom  Wasserspiegel  im  Einfallkasten  bis 
zu  dem  im  Ausgussknsten,  A,  die  mitt- 
lere Druckhöho  beim  Aufgange  des 
Treibkolbens , also  die  Tiefe  der  unter 
den  erstem  Wasserspiegel  gedrückten 
Kolbenflächc  beim  mittleren  Kolben- 
stande, A|  die  mittlere  Druckhöhe  beim 
Niedergange,  d.  h.  die  senkreebto  Tiefe 
der  Kolbenflächc  unter  der  AnsgnssmOn- 
dnng,  s der  Kolbenhub,  die  Länge 
der  Einfall-,  /,  der  Austragröhrenaxe, 
V die  mittlere  Kolbengcschwindigkcit, 
r,  die  mittlere  Wnsscrgeschwindigkeit 
in  der  Einfäll-,  e,  in  der  Anstragröhre. 

Möge  eine  einfach  wirkende  Ma- 
schine n Spiele  in  der  Minute  machen, 
und  dabei  Q Cnbikfuss  Aufschlagewasscr 
in  der  Secundc  verbrauchen;  y sei  die 
Dichtigkeit  des  Wassers.  Dann  ist  der 
mittlere  Druck  des  Wassers  gegen  die 
Trcibkolbcnflächc  beim  Aufgange: 

und  die  Arbeit  ohne  Rücksicht  auf  Ne* 
benhindemisse  in  der  Minute: 

28* 
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nP^i=nFsk^y^y 

aber  da  r-  Q ist,  so  ist  die  Arbeit  in 
60 

der  Seennde: 

Beim  Rückgang  des  Kolbens  wirkt  der 
Dmck : 

P,  = Fh,y 

der  Bewegung  entgegen , consnmirt  also 
eine  entsprechende  Arbeit.  Daraus  folgt 
die  übcrschicsscndc  Arbeit  für  die  Se- 
cunde : 

. L = L^-L^  = Q(h,-h^)y=Qhy. 

Diese  Arbeit  wird  durch  die' Binder* 
nisse  verringert.  Betrachten  wir  eunachst 
die  Kolbenreibung.  Ist  die  Lide- 
rung eine  hydrostatische,  und  e ein  Ele- 
ment der  Liderungsflftche , so  sind  die 
entsprechenden  Reibungen  beim  Auf- 
nnd  Niedergange  bezüglich  (f  eh^y  und 
wo  </■  der  Reibungscoefficient 
ist.  Es  ist  nun  die  Summe  aller  Ele- 
mente e zu  nehmen.  Sei  die  Breite  der 
Liderungsdächc  oder  der  beiden,  wenn 
iwei  Lidornngskr&nee  vorhanden  sind, 
gleich  b,  also  ndb  die  Fl&che  selbst, 
so  ist  die  Oesammtreibung : 

Ä = y 7idb 


Je  grosser  d.  h.  je  tiefer  die  Ma- 

n 

schine  unter  dem  Ausgnsspunkt  steht, 
desto  grosser  ist  die  Kolbenreibnng. 

Die  GrOsse  — ist  zwischen  0,1  und  0>2, 
d 

q ist  gleich  0,25  zu  setzen.  Ist  A,  sehr 
klein,  so  hat  man: 

und: 

4y  A=0,1  bis  0,2, 

so  dass  die  Kolbenreibung  10  bis  20 
Procent  der  Arbeit  verzehrt. 

Es  findet  non  noch  eine  Reibung 
des  Wassers  in  den  Einfall-  und 
Austragsröhren  statt.  Sei  C der  Rei- 
bungscoeiheient,  so  erhält  man  die  ent- 
spreehenden  Dnickhöhenvcrlnsto : 


bezogen  auf  die  Einfall-  und  Anstrag^- 
röhrc.  Die  entsprechenden  Wasserquan- 
ten aber  sind: 


rtd.*  nd.^  nd* 


Führt  man  Wassersäulen,  welche  den 
Troibkolbcnqnerschnitt  F als  Grundfläche 
und  die  Hohen  A,  und  A^  haben,  als 
Maass  der  Reibung  ein,  und  berücksich- 
tigt, dass  : 

B.  = F*.y,  n,=Fh,r 


also; 


also: 


I,  rf*  e*  I,  d*  e* 

d.»  2^’  = ^ V 


ist,  so  kommt: 

A,=4'/-|-A,,  A4  = 4^/-^A,. 

Es  ist  dann  die  mittlere  Kraft  beim  Auf- 
gang: 

P.=F(».-A,)y  = (l-47.  A)  Fk,  y, 
und  der  Widerstand  beim  Niedergange: 
P,=  F(A,-fAJy  = (l-|-4/f  FA,y, 
also  die  mittlere  Leistung: 

L = i(P,-P.). 

(A,  + A,)J.0y* 


Sind  V,  und  e,  von  ö bis  10  Foss,  so 
ist  ( = 0,022  bis  0,020  zu  nehmen. 

Diese  Widerstände  zu  verringern,  sind 
die  Röhren  weit  zu  nehmen.  — Da  die 
Wassersäule  durch  den  Stenerkolben  vor 
vollbrachtem  Spiele  abgesperrt  wird,  wo- 
durch Treibkolben  und  Wassersäule 
gleichzeitig  in  Rohe  übergehen , wird 
letzteren  die  Bewegung  nicht  vollständig 
mitgetheilt,  und  cs  geht  ein  Theil  der 

Arbeit  verloren.  Wegen: 

Uv  F 

'‘=V5;j  ’■  '^•=T 

ist  diese  Arbeit  gleich: 


nd*i.  9* 

4V  ^2? 

also  die  mittlere  Kraft  während  des  We' 
ges  »: 
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und  der  Druckhöhenvcriust  beim  Aufgange  und  bezüglich  beim  Niedergange: 

*~Fy'~  d,^s2g' 

Ein  anderer  Arbeitsvcrlust  entsteht  aus  den  Richtungs-  und  Quor- 
schnittsändorungen.  An  den  Einfall*  und  Austragsröhren  sind  Kniestücke 
angebracht,  gewöhnlich  rechtwinklig.  Ist  r die  halbe  Köhrenweito,  n der  Krüm- 
mungshalbmesser der  Axo  ihres  Kropfes,  so  kann  man  den  Widerstandscoefßcien- 
ten  setzen : 

C,  t:0, 131+1.847  (i)*, 

und  cs  ist  der  Druckhöhenverlust  in  der  EinfalU,  bezüglich  Austragröhro : 

Beim  Eintritt  in  den  Steucreylinder  ist  ebenfalls  ein  Knie,  dem  ein  Drackhöhen- 

Verlust  Cii^  entspricht,  wo  f,  =0,984  zu  setzen  ist. 

2g  • 

Man  bat  also'bcim  Eintritt  und  Austritt  des  Cylinders: 


.L  .1 


Für  den  Uebertritt  aus  dem  Steuercylinder  ins  Communicationsrohr  kann  man 
setzen  Ci  = 0,  und  für  den  ans  diesem  Bohre  in  den  Pylinder  (^=34,5.  Sei 
der  Durchmesser  des  Steuercylinders,  so  bat  man: 

Beim  Eintritt  in  den  Treibcylinder  ist  (^  = 31,  beim  Austritt  Ct=26,  also: 

e*  , r* 

Endlich  cQtstehen  noch  Verluste  durch  die  Begulirungsb&hne.  Die  Coeüßeienten 
f,,  f,  h&ngcn  von  den  Stellwinkeln  derselben  ab  und  können  jeden  Werth  an- 
nehmen. (Vergleiche  den  Artikel:  Ausßuss.)  Man  bat  dann  für  den  Hingang  und 
Rückgang : 

Wird  nun  die  Steuerung  nicht  berücksichtigt,  so  hat  man  beim  Aufgange  die 
mittlere  Kraft : 

P=[Äi — + < 

und  die  Last  beim  Rückgänge:  ^ m 

P,  = {h,+  h,+  . ...  +h,,)Fy, 

und  die  Leistung  während  des  Spiels : ■ • 

(p-p,)s=[a^-(a,+a,+ä4+  . . . 

und  in  der  Secunde : ‘ ’ 

, ,,  , , L \ ‘y  * 

L = (A| --Äj— A,—  . . . — 'A,,)  gQ  • ^ 

Setzt  man  noch:  ' 
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so  ergibt  sich  noch: 

t = {*-(4.,a  (*.+*,)+  [»,  {±y+  *,  {^y]  0}  A f.,.. 

fiO 

Sei  die  Aufgangszeit  t^  = yt,  die  Nicdcrgangszcit  = und  t = — . 

2s  2rti 

Sei  v = — = -^  die  mittlere  Geschwindigkeit  des  ganzen  Spieles,  so  sind  die 
mittleren  Geschwindigkeiten  beim  Auf*  und  Niedergange: 


und; 


“■=2;:- 


i-{*-(4y  A (*.+*.' +[»,(2^)  (5;)  +**(2^)  (5;)*] 


Auch  kann  man  ^ Fs  = Q setzen,  und  da: 

.=?g  = 


12 

nd* 


L = {*-[4,  1 (*,+*.)+i  ^ ^ 

Diese  Arbeit  ist  selbstverständlich  zu  verdoppeln,  wenn  die  Maschine  eine  doppelt 
wirkende  ist. 


Die  Leistung  ist  im  Maximum,  wenn: 


_ *s 


Es  ergibt  sich  dies  durch  DifTerenziiren.  Man  hat  dann: 


Diese  Zahlen  geben  also  das  vortheil* 
hafteste  Verhältniss  zwischen*  Aufgangs* 
und  Nicdcrgangszcit  an. 

Es  ist  jedoch  bis  jetzt  die  Stcuc* 
rung  nicht  berQcksichtigt.  Nehmen  wir 
an,  dass  dieselbe  aus  zwei  Kolben  bc* 
stehe  (Fig.  220).  Der  eine  S werde 
von  unten  mit  der  mittleren  Druckhöbe 
A,,  von  oben  mit  A,  gedrückt,  sei  e 
die  Höhe  des  Gcgenkolbens  G über  $, 
also  der  Wasserdruck  unter  G gleich 
A,  — e,  die  über  G h^—e  oder  A,  — e, 
je  nachdem  das  Druckwasscr  zugelasscn 
oder  abgesperrt  wird;  noch  sollen 
und  (/,  die  Durchmesser  von  S und  G 
sein.  Steht  die  Kolbenvcrbindung  oben, 
so  wird  die  Zulassung  des  Wassers  über 
G ein  Niedergehen  bewirken,  also  die 
Differenz  der  Wasserdrücke  über  S und 
G und  dag  Gewicht  R der  Kolbenvcr* 
bindung  grösser  sein,  als  die  Reibungen 
von  S und  G.  Die  Drucke  über  und 
unter  G sind  nun: 


(h 

4 


■Oxi 
über  and  unter  S: 


4 (^s  *)  y* 
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n d^*  n dt*  , 

also  die  Qiedertroibendc  Kraft:  - . , 

wo  das  Gefälle  A^  — A.rrÄ  ist.  Die 
Kolbenreibung  ist  nun  proportional  dem 
Kolbenumfange  und  der  Differenz  der 
Dmckhbhen  zu  beiden  Seiten  des  Kol- 
bens, also : 

P=tf.n{dt-\-d^)hy, 

und  durch  Gleichsctzcn  beider  Werthe 
von  P ergibt  sieb: 

Soll  aber  der  Kolben  nach  Absperren 
des  Wassers  über  G emporsteigen,  so 
mnss  der  Uebcrschuss  der  Kolbendrucke 
auf  S das  Kolbengewicht  und  die  Kei- 
bang  Obertreffen,  da  die  Drucke  anf  G 
sich  anfheben.  Hieraus  ergibt  sich: 


dt^. 


4R 


nhy 


Ans  den  beiden  letzten  Formeln  ist 
und  zu  berechnen.  Mna  erhält  mit 
Vernachlässigung  von  R : 

rf,  = 4/(l-fK2)  = 47.2,414, 

</j  =d,  -t-4y  = 4'/  • 3,414. 

Die  Beobachtnng  gibt  4y  = 0,1. 

Aehnlich  ist  bei  3 Kolben  (worunter 
ein  Wende-  oder  Hülfskolben)  die  Bech- 
nung  durebzuführen. 

Das  zum  Stenern  nOtbige  Wasser  be- 
dingt aber'einen  Arbeitsrcrlnst.  Um  die- 
sen zo  verringern,  ist  der  Durchmesser 
des  Gegenkolbens  und  der  Weg  der 
Stenernng  so  klein  als  möglich  zu  neh- 
men. Dieser  Weg  bängt  von  der  Höhe 
des  Steuerkolbens  und  der  Commnni- 
cationsrOhre  ab,  welche  Stenereylinder 
und  Treibcylinder  verbindet;  letztere  ist 
also  niedrig  und  breit  zu  nehmen.  Man 
macht  ihren  Querschnitt  also  rechtwinklig 
und  gibt  ihr  die  Weite  d des  Treibcy- 
linders.  Soll  ihr  Querschnitt  dem  der 
Einfallröbre  gleich  sein,  so  muss  man 
setzen : 

nd.  * 

“"IflT’ 

wo  a die  Höbe  der  Commnnications- 
röhre  ist. 

Damit  der  Steucrkolbon  richtig  ab- 
schliesse,  nimmt  man  ihn  dreimal  so 
hoch,  als  diese  Röhre,  also  ai  = 3a,  und 
ider  Stenerkolbenwcg  ist:  c' ■■ 


*i=«.4-a  = 4a, 

und  das  in  einem  Spiele  verbrauchte 
Steuerwnsscr: ' 

und  bei  n Spielen  in  der  Minute  das 
in  der  Sccunde  verbrauchte  Steuerwasser : 

der  Arbeitsvcrlust  in  der  Sccunde  end- 
lich: ^ 

desto  kleiner  also,  je  grösser  s ist. 

Durch  Versuche  findet  Jordan  bei  den 
Clausthalcr  Maschinen  den  Wirkungs- 
grad : 

0,8284  bis  0,8527. 

Jedoch  sind  diese  Versuche  unsicher. 

Wassersäulenroaschinen  sind  bei  sehr 
hohen  Gef&llen  (über  100  Fuss)  zweck- 
mässiger als  rerticalo  Wasserräder,  we- 
gen der  Abnutzung  der  letzteren.  Die 
horizontalen  übertreffen  sie  in  diesem 
Falle  in  Bezug  auf  den  Wirkungsgrad, 
indess  macht  es  oft  Schwierigkeiten,  aus 
der  auf-  und  abgehenden  Bewegung  der 
Wassersäulenmaschinen  eine  rotirendo 
herzustellcn , weshalb  sic  fast  nur  zum 
Wasserheben  verwendet  werden. 

Erfinder  der  Wassersäulenmaschine 
sind  wahrscheinlich  Wintersebmidt  und 
Hüll  in  der  Mitte  des  vorigen  Jahr- 
hunderts. Ausführlicheres  über  dieselbe 
enthält  Weissbach:  Ingenieur-  und  Mu- 
schincnmechanik. 

Wasserschnecke  (Hydraulik). 

Eine  schraubenförmig  gewundencBöhre, 
deren  Axe  gegen  den  Horizont  geneigt 
ist,  und  durch  eine  Kurbel  um  dieselbe 
gedreht  werden  kann.  Taucht  dieselbe 
ins  Wasser,  so  bebt  sie  bei  jeder  Dro- 
hung eine  gewisse  Wassermenge  empor, 
welche  bei  wiederholter  Drehung  in  die 
höheren  Windungen  steigt,  und  zum  Ab- 
dusso  gelangt. 

Wasserschraube  (Hydraulik). 

Eine  Wasserschnecke  mit  rechtwink- 
ligen Schraubcnflächcn ; sie  ist  die  zwcck- 
mässigste  und  gebräuchlichste. 


m>'. 


Wasserwelle  (Hydraulik).'^--';  f "'v' 

Die  Wellen  im  Wasser  sind  nach  den 
Untersuchungen  der  Gebrüder  Weber 
elliptisch  und  stehen  auf  der  Fortpfian- 
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zungsrichtang  senkrecht.  Es  steht  nicht 
ganz  fest,  welche  Form  diese  £UipM& 
haben,  nach  Hagen  gehen  sie,^  wenn  d« 
Grand  sehr  ticl  ist,  in  Krdse  fiber. 
Beide  Axen  der  Ellipse  nehmen  ab  mit 
der  Tiefe,  weshalb  die  Wcllenbewegnng 
in  grösseren  Tiefen  unmerklich  ist.  Wie 
bei  den  Wellen  der  festen  Körper,  der 
Loft  und  des  Aethers  findet  sich  auch 
bei  den  Wasserwellen  Reflexion,  Rc- 
fraction,  Beugung  und  Interferenz.  Wei- 
teres entb&lt  Weber’s  Wellenlehre,  Ha- 
gen : Seeufer-  und  Hafenbau. 

Wassenoll  (Hydraulik). 


wo  M,  m die  Massen  der  Elemente,  r 
ihre  Entfernung,  t die  Zeit,  <i,  b,  c po- 
sitive Constanten  sind.  Das  Ncwton’sche 
Gesetz  entspricht  also  dem  Falle,  wo 
b = c = 0 ist. 

Dies  Gesetz  setzt  also  voraus,  dass 
bewegte  Massen  sich  anders  als  ruhende 
in  Bezug  auf  ihre  Anziehung  gegen  ein- 
ander verhalten,  und  widerspricht  also 
den  bis  jetzt  in  Bezug  auf  die  Natur- 
kräfte  angenommenen  Voraussetzungen 
(vergleiche  den  Artikel:  Electricit&t). 


Diejenige  Wassermenge,  welche  durch 
eine  kreisrunde  Oeffnung  von  1 Zoll 
Weite  flicsst,  wenn  der  Wasserspiegel 
1 Linie  über  der  obersten  Stelle  der 
Mündung  steht.  Nach  französischen  An- 
gaben entsprechen  einem  Wasserzoll  (alt 
französisches  Mnass)  in  24  Stunden 
19,1953  Cubikmeter  Wasser,  also  in  der 
Minute  deren  0,01333.  Nach  Hagen  gibt 
ein  Wasserzoll  (preussisch  Maass)  in 
24  Stunden  520  Cubikfuss,  also  in  der 
Minute  0,3611. 

Watt’sches  Gesetz  (Wärmelehre). 

Das  bekannte  Gesetz , wonach  die 
Summen  der  latenten  und  freien  Wärme- 
mengen eines  Dampfes  bei  jeder  Tem- 
peratur constant  sind.  Dies  Gesetz  wi- 
derspricht insofern  der  neueren  Wärme- 
lehre, da  cs  hierbei  auch  auf  den  Druck 
ankomrat,  welchen  der  Dampf  bei  seiner 
Bildung  zu  überwinden  hat  (vergleiche 
den  Artikel:  Wärmelehre). 

Watt'sches  Parallelogramm  (Hasohi- 
nenlehre). 

Siehe  die  Artikel:  Balancier  und  Gra- 
deführung, auch  Dampfmaschine. 

Weber’sches  Gesetz  (Mathematische 
Physik). 

Dasjenige  Gesetz,  durch  welches  We- 
ber gewisse  Erscheinungen  der  electri- 
schen  Einwirkung  erklärt,  welche  das 
Newton’schc  Attractionsgesetz  nicht  voll- 
ständig beweist.  Nach  dem  Wcbcr’schen 
Gesetze  ist  nämlich  die  Anziehung  zweier 
Stromelemcntc  auf  einander  nicht  allein 
von  ihrer  Entfernung,  sondern  auch  von 
der  relativen  Geschwindigkeit,  mit  der 
sie  sich  einander  nähern  (oder  ron  ein- 
ander entfernen),  ja  sogar  vom  DifiFc- 
rcnzialqnotientcn  derselben  abhängig  und 
durch  die  Formel  gegeben: 


Wechsel  (Kaufmännische  Rechen- 
kunst). 

Eine  in  bestimmten  gesetzlich  vorge- 
schricbenen  Formen  abgefasstc  Schuld- 
verschreibung, welche  dem  Besitzer  ge- 
wisse Rechte,  namentlich  schleunigeres 
und  gewisseres  Rechtsverfahren  sichert. 

Die  Wechsel  sind  entweder  trockene, 
d.  h.  solche,  wodurch  der  Aussteller 
selbst  Schuldner  wird,  oder  gezogene 
(trassirte),  worin  eine  dritte  Person  ver- 
anlasst wird,  den  Wechsel  zu  bezahlen. 
Diese  Letztere  wird  erst  Schuldner,  in- 
dem sie  den  Wechsel  durch  Namens- 
unterschrift anerkennt  (acceptirt).  Fer- 
ner sind  die  Wechsel  entweder  in  einem 
Exemplar  ausgestellt  und  heissen  dann 
Solawechsel  oder  auch  Primawechsel, 
der  erstere  Name  w’ird  jedoch  gewöhn- 
lich nur  für  trockene  Wechsel  gebrancht, 
oder  sie  worden  in  zwei , selten  drei 
Exemplaren,  die  dann  Prima-,  Seennda-, 
Tertia-Wechsel  heissen,  ausgestellt.  Die 
Secunda  wird  nur  dann  bezahlt,  wenn 
die  Prima  nicht  bezahlt  ist,  ebenso  die 
Tertia,  wenn  weder  Prima  noch  Seennda 
bezahlt  sind.  Zweck  ist,  den  Nachthei- 
Icn  zuvorznkommen,  welche  durch  Ver- 
nichtung oder  Verlust  des  einen  Exem- 
plars entstehen. 

Wird  ein  Wechsel  nicht  zur  Verfall- 
zeit bezahlt,  so  muss  er  durch  eine  Ge- 
richtsperson oder  einen  Notar  protestirt 
werden,  d.  h.  die  Nichtzahlung  muss  in 
gesetzlich  vorgeschriebener  Weise  fest- 
gestellt  werden,  damit  der  Wechsel  seine 
Wechsoleigcnschaft  nicht  verliere. 

Die  Wechsel  vermitteln  Zahlungen 
nach  fremden  Städten  und  Ländern  und 
dienen  überhaupt  statt  des  haaren  Gel- 
des zum  Vcrkehrsaustausch.  Wenn  z.  B. 
Ä aus  Berlin  von  B ans  London  Eisen 
bezieht,  so  wird  er  für  diese  Summe 
statt  des  Geldes  einen  Wechsel,  etwa 
nach  3 Monaten  zahlbar,  einschicken. 
Diesen  Wechsel  gibt  B an.C,  ebenfalls 
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in  London  ansässig,  gogon  baaro  Zah- 
]nng  weiter,  und  dieser  schickt  ihn  an 
D in  Berlin  für  empfangene  Wolle,  wo- 
rauf D denselben  an  A zur  Zahlung 
priisentirt.  Es  ist  auf  diese  Weise  das 
llin-  und  llcrgchen  einer  Summe  und 
die  damit  verbundenen  Kosten  vermie- 
den. Es  ist  klar,  dass  auf  diese  Weise 
Wechsel  oft  durch  verschiedene  Hände 
und  nach  verschiedenen  Orten  kommen, 
ehe  sie  zur  Zahlung  gelangen.  Je  nach 
Angebot  und  Nachfrage  der  Wechsel, 
auch  nach  der  Lebhaftigkeit  des  Pro- 
ductengcschäfts  zwischen-  verschiedenen 
Orten,  sind  also  die  erstoren  einem  Conrso 
unterworfen.  Wenn  also  z.  B.  viele 
}.*arisor  Kaufleute  in  London  Zahlung  zu 
leisten,  also  Waaren  von  London  em- 
pfangen haben , so  haben  Londoner 
Wechsel  in  Paris  einen  hohen  Conrs. 

Aus  dem  Wcchselverkehr  gehen  ver- 
schiedene Rechnungen  hervor,  die  man 

X Mark  = 

1 Ducaten  = 
100  Thlr.  Gold  = 

• 100  Thlr.  ohne  Spesen  : 

145i  Thlr.  : 

• 100  Mark  ohne  Spesen  : 

590-3  - 225 

* = — — 77:7r 


als  Wcchselrechnung  znsammenfaMt.  Die 
Wcchsclrcchnung  zcrikllt  in: 

1)  Wechselroduction,  d.  h.  Be- 
stimmung des  Werthes  von 
W ec  h se  1 sum  m e n jo  nach  Cours 
nnd  auch  mit  Berechnung  der 
Spesen. 

Beispiel. 

Hamburg  sendet  einen  Wechsel  Uber 
590  Ducaten  nach  Leipzig,  wo  er  mit 
12^  Proc.  Agio  (1  Ducaten  = 3 Thalcr) 
verkauft  wird.  Der  Betrag  wird  in 
einem  Wechsel  zu  145j- Thlr,  (145^  Thlr. 
= 300  Mark  Hamburgisch)  nach  Ham- 
burg remittirt.  Hamburg  berechnet 
1 Proc.  Spesen , Leipzig  1|  Proc.  Wie 
viel  Mark  Banko  hat  Hamburg  wieder 
erhalten? 

Auflösung. 

Der  Ansatz  geschieht  nach  der  Ketten- 
regel : 

590  Dncaten, 

3 Thlr.  Gold, 

112i  Thlr.  Silber, 

101  Thlr.  mit  Spesen,  ^ 

300  Mark, 

97|  Mark  mit  Spesen, 

101 -300  - 587  -2 
291-100  . 2.6  ’ 


31481937  .nR/.,.,,  w . 

2)  Berechnung  des  Gewinnes  nnd  Verlustes  beim  Wochsol- 
han  del. 


Beispiel. 

Genua  kauft  einen  Wechsel  von  6000  Mark  Banko  auf  Hamburg  zn  18^, 
wobei  1 Proc.  Courtage  gezahlt  wird,  und  sendet  solchen  zum  Verkauf  nach  Paris, 
um  für  den  Betrag  nach  Abzug  der  Spesen  Papiere  auf  Madrid  zu  kaufen.  Paris 
berechnet  das  Hamburger  Papier  zu  1^4>  ^ttuft  das  Madrider  zu  15,30,  rechnet 
1 Promille  Spesen.  Das  Madrider  Papier  wird  zu  378  verkauft  und  1 Promille 
Courtage  bezahlt.  Wieviel  hat  Genua  gewonnen  oder  verloren? 


Auflösung. 

* Die  Valuta  der  verschiedenen  Course  sind  aus  dem  Ansätze  zn  ersehen: 
1)  Ausgabe: 

X Lire  =:  6000  Mark.  Banko, 

1 Mark  Banko  = 188^  Centesimi, 

100  Centesimi  = 1 Lire, 

1000  Lire  = 1001  mit  Courtage, 

_3-  753-  1001 

•*“  100-2  ’ • 


2261259 

200 


= 11306  Lire  3 Cent. 
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2)  Emnabme : 

X Lire  = 6000  Mark, 

100  Mark  = 1861  Francs, 

100  Francs  = 99  Francs  (mit  Spesenabzng), 

15,3  Francs  = 1 Doblon, 

1 Doblon  = 4 Pesos, 

1 Peso  = 378  Cent., 

100  Cent.  = 1 Lire, 

1000  Lire  = 999  Lire  (mit  CourUge*Bcrccbnung). 

_ 6000 . 373 . 99  • 4 • 378 . 999  • 10 
100 . 100  ♦ 153  • 100  • 1000  • 2 ’ 

also  nachdem  gehoben  ist: 

_373  • 11  • 189-999 
17  - 25- 1000  ’ 

X = 10936  Lire  82  Cent. 

Der  Verlust  beträgt  also  369  Lire  48  Cent. 

3)  Wcchsclarbitragcrcchnnng  lehrt,  wenn  mehrere  Wege  zur  Zahlung 
gegeben  sind,  den  vortheilbaftesten  zu  finden. 

Beispiel. 

Zu  einer  Zahlung,  die  Paris  in  Amsterdam  zu  leisten  bat,  sind  die  Wege 
über  London  oder  Wien  offen.  Die  Conrse  stehen: 

in  Paris  in  Amsterdam 

London  24i  Fr.  37|  /Jl  vis, 

Wien  255  Fr.  136^  Proc. 

Wie  hoch  kommt  auf  jedem  Wege  die  feste  Valuta  von  3 Francs  zu  stehen? 

a)  über  London: 

■ X Fl.  = 3 Fr., 

24i  Fr.  = 1 L.  St. 

1 L.  St.  = 37|  ßl  vis. 

10  ß\  vis.  = 3 Fl. 

X = 1 Fl.  7-i*r  Stüv. 

b)  über  Wien: 

X Fl.  = 3 Fr. 

255  Fr.  = 100  Fl. 

100  Fl.  Osterr.  = 136^  Fl.  nicderl. 

_ 3- 273  _ 819 
'*'“2  - 255  “ 765’ 
x=l  Fl.  l-j^T 

4)  Wechselcommissionsrechnung. 

Sic  tritt  dann  ein,  wenn  Jemand  beauftragt  wird,  zu  einem  vorgeschricbenen 
Coursc  zu  verkaufen  und  cinzukaufen , d.  h.  für  den  Ertrag  des  verkauften  Pa- 
piercs  eines  gewissen  Platzes  Uimessen  in  vorgeschricbcncr  Wechselart  zu  machen. 
Haben  sich  nun  bei  Ankunft  des  Auftrags  einer  oder  beide. Courso  geändert,  so 
tritt  die  hier  zu  lösende  Frage  ein,  ob  die  Ordre  ohne  Schaden  dos  Auftrag- 
gebers auszuführen  sei,  d.  h.  ob  eine  Coursveränderung  die  andere  wieder  aus- 
gleiche. 
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za  ver 


Beis  p i el. 

Ainsterd^  voa 

Auftrag,  Pl 
fcn,  und 

auf  ihn  öhäe  ^ , 

Pariser  Wechsel  sind '^dQch=Ti^^TO  Concaren  »um  CooTexen  übergeht,  also 
56j  zu  haben.''  Zu  welchem  Comse  muss  ' Krömmung  das  Zeichen  ändert, 
er  die  Tratte  W ^robwxedeaufen  Der  Winkel  I,  welchen  ihre  Tangente 
können,  wenn  er  ohne' der  AxCzder  x macht,  muss  dann 
des  limitirten  Courses  noch  ^ Fri^^^e«  ®i^  Maximum  oder  Minimum 


Schwingungen  und  Akustik 
gleichen.  . _ , 

Weadepinkt  «ieometrie). 

I^enige  Pnidtt)  wo  eine  Cnrve  vom 


sen  machen  will? 

Auflösung. 

Sei  X der  gesuchte  Cours  der  Ti 


Isein,  und  ^dn  tgl: 


so  ist: 


’cht  V 


ist,  so  ist  die 


66i ; 564  ~ 


Gleichung  3-f=0  die  JWohDgnng  eines 

ox  ’ V 

Wendepunkt 


und  wegen  der  Spesen: 


^100;  1004 =«';y. 


Werst  (M< 


also: 


•vr:. 

Wk 


'^1004. 86,1 -664 

‘ 564  ’ 


ibedeni 
erst  en  _ 

10430  W« 

tor.F' 


i6  den  Artikel: 


russischer  Meile. 
Arschinen,  und 
einen  Grad  des 

■■  S-‘ 


y = 35,432. 

Wechseldacaten  (Hünzrechiiiing). 


Widder  ~ hydraulischer,  auch  Stoss- 
heher  (Hydraulik).  ^ 

Instrument  zum  Heben  des  Wassers 
Eine  spanische  Bechnungsmfinze  von  auf  massige  Höhen.  Dies  Instrument 
375  Maravedis.  ist  1796  von  Montgolfier  erfanden.  Der 

1 Mark  Cöln.  = 9,320  Wechseldacaten.  Kasten  HA  (Fig.  ^1)  nimmt  das  Auf> 

schlage  Wasser  auf,  er  steht  durch  Röhre 
Wechselwinkel  (Geumetrie).  ABC  mit  Windkessel  R in  Verbindung, 

Je  zwei  Winkel  von  denen,  welche  wieder  die  Steigrohre  DE 

entstehen,  wenn  zwei  Grade  von  einer  rajndet,  deren  Mündung  £ in  den  K«ten 
dritten  geschnitten  werden,  die  auf  vorschic-  taucht,  welcher  das  gehobene  Wm- 
denen  Seiten  der  schneidenden  Linie  »w  anfnimmt.  Bei  der  Mündung  C der 


liegen,  beides  äussere  oder  beides  innere 
aber  keine  Nebenwinkel  sind. 

Weissgroschen  (Iflnxrechnung). 


Loitungsröhro  beflndet  sich  ein  zu  öff- 
nendes Ventil  \V  (Steigventil),  bei  B ist 
eine  kurze  Röhre  BK  mit  einem  nach 
unten  zu  öffnenden  Ventil  V (Sperrven- 

T»"L  •L'OL  ..  til)  angebracht.  — Seien  V und  W an- 

Bohmische  Rechnungsmunzc  l Schock  verschlossen,  die  Röhren  ABC 

bohnmehe  Groschen  = 2 Reichsthaler 

kessol  R möge  sich  Wasser  und  Luft 
befinden.  Wird  nun  Kniodergedrückt, 
— 180  Kreuzer,  = 540  Wcisspfennig.  Mündung  K geöffnet,  so  fliesst  hier 

Welle  (Maschinenlehre).  Wasser  aus,  und  aus  AH  Wasser  nach. 

Der  Druck  auf  V ist  dann  von  unten 
Gleichbedeutend  mit  Walze  und  Cylin-  grösser  als  von  oben,  das  Ventil  schliesst 
der.  Vergleiche  den  Artikel:  Rad  an  gich  also  bald,  was  eine  Störung  in  der 
der  Welle.  Bewegung  des  Wassers  zur  Folge  hat. 

. W.U.,üehr,  Ä 

Die  Wellenlehre  findet  ihre  vollstän-  kessol  R,  drückt  daselbst  die  Luft  zu- 
dige  Auseinandersetzung  in  der  mathe-  sammen,  wodurch  in  £ ein  Ausguss  cr- 
matischen  Optik,  mit  der  sie  abgesehen  folgt.  Dadurch  kommt  das  Wasser  in 
von  den  physiologischen  Eigenschaften  AB  zur  Ruhe  und  in  Folge  des  grösso- 
des  Lichtes  als  identisch  zu  betrachten  ren  Drucks  vom  Windkessel  her  in  die 
ist.  Vergleiche  daher  den  Artikel:  Licht,  umgekehrte  Bewegung,  so  dass  sich  W 
Was  die  Wellen  der  Luft  und  die  Wel-  schliesst.  Das  Nachflicssen  aus  D hört 
lenbewegung  in  festen  elastischen  Kör-  nun  auf,  und  der  Uebenlruck  der  Atr 
pern  anbetrifft,  so  sind  die  Artikel:  mosph&re  über  den  Wasserdruck  in  B 
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wird  wieder  hcrgcstellt,  so  dass  V sich 
wieder  öflfnet,  and  das  Spiel  von  Neuem 
beginnt.  — Der  Widder  hebt  also  durch 
Stoss  unmittelbar  einen  Theil  des  Auf- 
schlagowassers.  Gewöhnlieh  nimmt  man 
zwei  Windkessel,  einen  innerhalb  des 
anderen,  um  mittels  der  darin  eingc- 
schlossenen  Luft  die  nachtheiligen  Wir- 
kungen des  Stosses  abzuschwächen. 

Ueber  die  Leistung  des  Stosshebers 
hat  Eitelwein  Versuche  angestellt. 

Sei  Q die  durch  das  Sperrventil  abge- 
schlossene Wassermenge,  Ol  «lio  empor- 
geförderte, h das  Gefälle  OK  bis  zur 
Ansmiindung  A des  Sperrventils,  A ^ die 
Förderhöhe  OL , so  ist  der  Wirkungs  ■ 
grad: 


und  Eiielwein  findet  durch  Versuche: 


Wenn  das  Verhältniss  ~ von  1 bis  20 

h 

wächst,  so  nimmt  danach  der  Wirkungs- 
grad von  0,9  bis  0,2  ab.  Die  verbrauch- 
ten Wassermengen  verhalten  sich 

ungefähr  wie  die  Quadrate  der  Durch- 
messer d der  Leitungsröhten,  also  die 
Weite: 

A-  V^(Q+Qi)  Zoll, 

21 

wenn  Q und  für  die  Minute  in  Ku- 
hiksoU  gegeben  sind. 


Die  Länge  der  Leitungsröbre  soll 
sein : 

Fass, 

h 

Die  Weite  der  Steigrohre  wird  gleich 
d genommen,  der  Sperrmündung  der 
uerschniit  der  Leitungsröhre  gegeben. 
Beide  Ventile  sind  möglichst  nahe  zu 
rfleken,  dem  Windkessel  der  Fassungs- 
raum zu  geben,  das  Sperrventil  kann 
auch  unter  Wasser  stehen. 

Widerstand  (Mechanik). 

So  wird  bei  Maschinen  jede  der  be- 
absichtigten Bewegung  entgegengesetzte 
Kraft  genannt.  Soll  also^  z.  B.  eine 
Last  gehoben  werden,  so  wirkt  das  Ge- 
wicht derselben,  d.  h.  die  Schwere,  als 
Widerstand , beim  Verkleinern  ist  die 
Festigkeit  u.  s.  w.  als  Widerstand  zu 
betrachten. 

Im  engeren  Sinne  kann  als  Wider- 
stand jede  Kraft  bezeichnet  werden,  wel- 
che, ohne  selbst  jemals  Bewegung  her- 
vorzubringen , der  beabsichtigten  immer 
entgegenwirkt.  In  diesem  Sinne  sind 
die  wichtigsten  Widerstände:  Reibung 
und  Widerstand  der  Flüssigkeiten,  na- 
mentlich der  Luft.  Mit  Bezng  auf  beide 
ist  auf  die  betreffenden  Artikel  zu  ver- 
weisen. Dergleichen  Widerstände  sind 
oft  schwer  der  Rechnung  zu  unterwerfen, 
da  die  Gesetze  derselben,  oftmals  auch 
ihre  Ursachen  nicht  völlig  bekannt  sind. 
Man  betrachtet  sie  in  der  angewandten 
Mechanik  oft  als  Hindernisse,  welche  die 
theoretische,  d.  h.  ohne  Rücksicht  auf 
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die  berechnete  Arbeit  verkleinern.  Dann 
wird  gewöhnlich  in  Bezug  anf  die  Rech- 
nung in  folgender  Weise  verfahren.  Zu- 
nächst wird  dos  Arbeitsquantum  Q ohne 
Rücksicht  auf  die  Widerstünde  fcstge- 
stellt  (theoretisches  Arbeitsquantum) ; da 
das  sich  wirklich  ergebende  nun  geringer 
ist , so  wird  dasselbe  gleich  aQ  gesetzt, 
wo  a ein  echter  Bruch  ist,  und  a durch 
Versuche  gefunden.  Die  zur  Ueberwin- 
dung  der  Widerstande  verbrauchte  Ar- 
beit ist  dann  gleich  (1  — «)P,  und  1 — « 
kann  als  Widcrstandscocfficient  bezeich- 
net werden. 

Widerstand  der  Flüssigkeiten  (Me- 
chanik). 

Der  von  der  Undurchdringlichkeit  und 
Elasticitat  der  Flüssigkeiten  herrührendo 
Widerstand  gegen  eine  in  der  Flüssigkeit 
bewegte  Masse.  Tropfbare  und  elastische 
Flüssigkeiten  scheinen  hierbei  denselben 
Gesetzen  zu  gehorchen. 

Newton  hat  versucht,  dies  Gesetz  durch 
Auknüpfen  an  die  Theorie  des  Stosses 
SU  ermitteln.  Die  Methode  dieser  Un- 
tersuchung ist  in  dem  Artikel:  Stoss  (Ab- 
schnitt 7)  mitgetheilt,  und  wir  geben 
hier  nur  die  Resultate  derselben  sowie 
anderer  Beobachtungen. 

I)  Der  Widerstand  erstreckt  sich  über 
den  ganzen  Theil  der  Oberfläche,  wel- 
cher die  Flüssigkeit  verdrängt,  also  z.  B. 
wenn  eine  Kugel  sich  ohne  Rotation 
bewegt,  auf  diejenige  Halbkugel,  welche 
sich  der  Flüssigkeit  entgegenbewegt. 
Allgemein  ist  dieser  Theil  der  Oberfläche 
so  zu  charakterisiren,  dass  die  nach 
aussen  gerichtete  Normale  mit  der  Bewe- 
gungsrichtung  einen  spitzen  Winkel  bil- 
det. Die  Richtung  des  Widerstandes  ist 
dann  die  der  nach  unten  gerichteten 
Normale*  Sonach  zerfällt  der  Wider- 
stand, wenn,  wie  hier  allgemein  ange- 
nommen werden  soll,  der  bewegte  Kör- 
per ein  fester  ist,  in  einen  Theil,  der 
die  fortschreitende  Bewegung  hemmt,  und 
in  einen , der  die  rotirende  hemmt  oder 
hervorbringt,  letzteres  selbst  dann,  wenn 
ursprünglich  keine  solche  vorhanden  war. 
Eine  solche  Umdrehungsgeschwindigkeit 
findet  nach  dem  eben  Gesagten  in  dem 
Falle  nicht  statt,  wenn  der  KOrper  ein 
homogener  oder  homogen  geschichteter 
UmdrehungskOrper  ist,  welcher  sich  pa- 
rallel seiner  Rotationsaxe  im  homogenen 
Mittel  bewegt.  Denn  es  wird  sich  dann 
um  die  Rotationsaxe  herum  der  Wider- 
stand gleichmässig  verhalten , also  die 
auf  der  ersteren  senkrechte  Componente 
verschwinden  und  nur  eine  solche  ent- 
stehen, die  der  Axe  gleich  gerichtet  ist. 


also  durch  den  Schwerpunkt  geht.  Bei 
einer  nicht  rotirenden,  aus  homogenen 
Schichten  bestehenden  Kugel  findet  dies 
also  immer  statt,  da  jeder  Durchmesser 
eine  Rotationsaxe  ist. 

Es  mochte  nach  dem  Obigen  sogar 
scheinen,  dass,  wenn  eine  Rotation  um 
die  Umdrehnngsaxe  anfänglich  stattflndet, 
diese  durch  den  Widerstand  nicht  modi- 
fleirt  werden  kann.  Die  Erfahrung  be- 
stätigt dies  jedoch  nicht  vollständig,  ln 
der  That  nämlich  findet  bei  dieser  Be- 
wegung eine  Einwirkung  ausser  der  hier 
hingestellten  statt,  welche  als  Reibung 
des  Projectils  gegen  Flüssigkeit  be- 
trachtet werden  kann,  also  der  Rotation 
parallel,  und  deshalb  um  die  Axe  herum 
ungicichmässig  ist,  weil  die  Theile  der 
Flüssigkeit,  welchen  die  Bewegung  ent- 
gegen gerichtet  ist,  dichter  sind  als  die 
übrigen.  Im  Allgemeinen  ist  allerdings 
diese  Rotation  nicht  sehr  gross.  Es 
muss  auch  bemerkt  werden,  dass  selbst 
bei  einer  fortschreitenden  Bewegung  der 
Theil  der  Flüssigkeit,  welchen  die  Be- 
wegung nicht  verdichtet,  eine  Einwir- 
kung ausübt,  und  zwar  ans  dem  Grunde, 
weil  die  nachdrängende  Flüssigkeit  gegen 
das  Frojectil  drückt,  jedoch  ist  diese 
Einwirkung  gering  gegen  die  oben  hin- 
gestellte. 

II)  Die  auf  Verminderung  der  fort- 
schreitenden Bewegung  wirkende  Kraft, 
welche  durch  den  Widerstand  hervor- 
gebracht wird,  ist  gegeben  durch  die 
Formel : 

p (1 + f)  Ccoa  l*  df, 

wo  p die  Dichtigkeit  ist,  « eine  Con- 
stante,  die  von  der  Elasticität  des  Mit- 
tels herrührt,  (gewöhnlich  wird  » = 0 
gesetzt),  m die  fortbewegte  Masse, 
df  das  Oberflächeneleinent , I der  Win- 
kel der  nach  aussen  gerichteten  Normale 
mit  der  Bewegungsrichtung,  « die  Ge- 
schwindigkeit, //.  eine  zu  bestimmende 
Function  derselben,  welche  Newton  gleich 
V*  nimmt.  Das  integral  ist  auf  den 
Theil  der  Oberflftchc  zu  erstrecken,  wel- 
che der  Flüssigkeit  sich  entgegen  be- 
wegt. 

. Die  BewegungsgrOssc  mlV,  welche 
hieraus  sich  ergibt,  erhält  man  durch 
Multiplication  mit  m,  also: 

mlF  = pt»(l-f-0  J'coaVdf. 

Für  einen  homogenen  Rotationsköi-pcr, 
der  sich  der  Umdrehungsaxo  parallel  be- 
wegt, erhält  man,  wenn  letztere  Axe  der 
z ist : 


DIgltized  by  Google 


Widerstand. 


446 


Widerstand. 


fiilF=2T()e>(H-f)^  y (^)  rfy, 

wo  der  Anrangä{)unkt>  der  Coordinaten 
durch  den  Schwerpunkt  geht,  und  wenn 
d*  das  Bogcnelcnient , y die  .Ordinate 
der  Cun'C,  dcren'Kotation  die  Oberfläche 
hervorbringt,  a der  grösste  Werth  von 
y ist.  Für  die  Kugel  mit  Radius  r er- 
gibt sich: 

= (»  r*  (1  + 0 r*. 

Ist  ff  die  Dichtigkeit  der  Kugel,  so  ist: 


den  Widerstand  der  Luft  anbetrifift,  so 
seien  noch  p und  p^  ßaroroeterstände, 
p.  p,  die  zugehörigen  Dichtigkeiten  der 
Luft,  und  /,  die  Temperaturen,  dann 
ist:  ' 

_F  _ e(l  + wf) 

Pt  ~ (f,  (l+«f,)' 

wo  « = 0,00366  ist,  wenn  man  Centeai- 
malgradc  voraussetzt,  also  wenn : 

Ip,  (l  + «/,)x;i 
gesetzt  wird : 


also: 


m = ^ n r*  <r, 


ly-.  (1+0 

“ ra 


W=z 


a*  m, 


Borda  flndet  durch  Versuche: 


}V-  • ^ 

IT  — ju  . 


Tff 


Man  thut  daher  wohl,  den  Ausdruck 
l+f  = « als  Erfahrnngszahl  zu  behan- 
deln, nnd  deren  Bestimmung  der  Beob- 
achtung zu  überlassen. 

Für  einen  Cylinder  mit  rechtwinkliger 
ebener  Basis  ist  >1  = 0,  und  cs  erstreckt 

sich  J'cosk'  df  auf  die  ganze  kreisför- 
mige Basis.  Man  hat  also,  wenn  r de- 
ren Radius  ist; 

mW  = pi>*  (1+0  »if*, 
so  dass  die  Kugel  nur  den  halben  Wi- 
derstand des  (Zylinders  erleiden  würde. 

Untersucht  man  Körper,  die  einander 
ähnlich  sind , so  werden  in  denselben 

die  Ausdrücke  j' cos  l*df  proportional 

den  homulugen  Querschnitten  oder  auch 
den  Quadraten  homologer  Strecken  sein, 
man  kann  also  für  solche  Projectilc 
setzen : 

oder  richtiger: 

wo  l einen  Erfahrangscoefflcicntcn,  der 
von  der  Form  des  Projcctils  und  den 
gewühlten  Einheiten  abhängig  ist,  a 
eine  beliebige  Strecke  des  Projcctils,  «, 
die  homologe  für  ein  ähnliches  von  be- 
kannten Dimensionen  , welches  als  Ein- 
heit zu  betrachten  ist,  tu,  n»,  die  Massen 
beider  Projectilc,  y (®)  die  Function  der 
Geschwindigkeit,  welcher  der  Lnftwideiv 
Stand  proportional  ist,  bedeutet.  Was 


Pt  (l+«0  «i*  "*  ’ 

Ist  das  Projectil  ein  Rotationskörper,  so 
kann  man  für  a den  Radius  oder  Durch- 
messer des  grössten  Querschnittes  neh- 
men. Dieser  Fall  flndet  bei  gezogenen 
Geschossen  statt. 

Wir  entnehmen  einige  auf  diese  sich 
beziehenden  Zahlenwcrthe  der  Schrift : 
„Die  Ballistik  der  gezogenen  Geschütze 
von  M.  Prehn.“ 

Hiernach  sind  die  'Durchmesser  der 
grössten  Qucrsclinitte : 

für  den  gezogenen  preussisehen  24-Prdn- 
der : 

fl  = 5,82", 

für  den  12-Pfünder: 

fl  = 4,70", 
für  den  6-Pfündor: 

fl  = 3,60", 

Die  Massen  tn  können  in  Gewichts-Ein- 
heiten gegeben  werden,  und  zwar  ist  das 
Gewicht  des  Projcctils  für  den  24-Pfün- 
der: 

m = 54.3  Pfund, 
für  den  12-Pfünder; 

« = 29  Pfund, 
für  den  6-Pfündcr: 

fl  = 13,8  Pfund. 

Setzt  man  den  mittleren  Barometerstand 
/»=/),  =28  Pariser  Zoll,  und  eine  TeiA» 
peratur  von  15*  Röaumur  = 18,76  Cen- 
tesiinalgrad  voraus,  so  ergibt  sich  für 
Versurhe  mit  dem  24- Pfänder,  wenn 
man  nach  Newton  7(r)  = e*  setzt,  nach 
Erfahrungsresultaten : 

»r= 0,0000248  c*. 

Nimmt  man  dessen  Gewicht,  also  54.3 
Pfund  als  Einheit,  und  beginnt  die  Tem- 
peraturen von  18,75**  zu  zählen,  so  ist 
in  dem  Werthe  von  W: 

Pi=p,  1=0,  m,=m,  fl=«, 
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zn  setzen,  also : 

^ = 0,0000248. 

Für  beliebige  Projectile  von  ähnlicher 
Form  gibt  dann  der  Werth  von  w das 
Nöthige,  wenn  für  t der  Ueberschuss 
Ober  18,75«  genommen  wird.  Man  er- 
hält übrigens,  wenn ; 


Wiege. 

Im  mechanischen  Sinne  ein  von  einer 
Cjlinderfläche  begrenzter  unregelmässiger 
Körper,  welcher  sich  rollend  auf  einer 
horizontalen  Ebene  bewegt,  nnd  nur 
durch  einen  Anfangsstoss  und  die  Schwere 
angegriffen,  ist. 


gesetzt  wird,  nach  den  hier  gegebenen 
Zahlen : 

für  den  12-Pfttnder; 

/i,  =0,0000309, 
für  den  6-Pfünder: 

/i,  =0,0000505, 
nnd  kann  allgemein  setzen: 

IV— 


Wigtje  (Metrologie). 

Niederländisches  üandelsgewicht,  gleich 
1 Gramm. 

Winde  (Maschinenlehre). 

Eine  stehende,  meist  trän sportir bare 
Welle,  welche  von  Menschen-  oder 
Tbierkräften  bewegt  wird. 

Hydraulische  Winde  ist  eine  Art  hy- 
draulischer Presse,  welche  zur  Hebung 
und  zum  Fortschicben  von  Lasten  ver- 
wendet wird. 


/» j (1-f  « i)’  Windfeng,  anch  Flflgelrad  (Maschinen- 

üebrigens  gibt  die  Newton’schc  An- 

nähme,  dass  y(e)  = w*  ist,  nicht  immer  Apparat  znr  Erzeugung  einer  gleich- 
mit.  den  Versuchen  übereinstimmende  fön^'gen  Bewegung,  welcher  jedoch  wc- 
^sultate.  Für  sehr  geringe  Geschwin-  ß®"  grossen  Arbeitskraft,  die  er  in 
digkeiten,  wie  dieselbe  z.  B.  bei  Pendel-  Anspruch  nimmt,  nur  bei  Bewegungen, 
Schwingungen  stattfinden,  ist  namentlich  ^**rze  Zeit  dauern , in  Anwendung 
die  Annahme,  dass  der  Widerstand  der  ^^ommt,  z.  B.  bei  den  Schlagwerken  der 
Geschwindigkeit  proportional  sei,  ge-  Uhren.  — Auf  einer  Welle  BC  (Fig. 
nauer.  Hutton,  dem  wir  sehr  genaue  222)  mit  zwei  ebenen  Flügeln  F,  F in 
Experimente  hierüber  verdanken,  setzt 

für  die  Kugel;  Fig.  222. 


mW=.-.—  (mv*+nv+g), 

wo  P das  specifische  Gewicht  der  Flüs- 
rigkeit,  r der  Radius  der  Kugel,  g die 
Beschleunigung  der  Schwere  ist  Durch 
Experimente  findet  er; 

m = 0,00003028, 
n= -0,00716(56, 

9=0,3. 

Durch  diese  Formel  wurden  für  Ge- 
schwindigkeiten von  600  bis  1800  Fuss 
^te  Resultate  erhalten.  Dagegen  nimmt 
Haiton  für  Geschwindigkeiten  von  1 bis 
100  Fuss  an,  dass  der  Widerstand  der 

Grösse  t»  * proportional  sei. 

WIderstandshShe  (Hydranlik). 

In  der  Hydranlik  drückt  man  oft  die 
Arbeitsveimindemng,  welche  durch  Wi- 
derstände erfolgt,  durch  die  Höhe  einer 
der  Bewegung  entgegen  drückenden 
Wassersaule  aus,  welche  Widerstands- 
noho  heisst. 


der  Ebene  der  Umdrehungsaxe  befindet 
sich  ein  kleines  Getriebe  oder  stark  an- 
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steigendes  Schrfiubengewindc  A,  in  wel*  sehinc  flufnimmt,  heisst  \Vindniiihlc.  ^ 
ches  ein  Zahnrad  y4  OK  gTeif^  das  durch  Das  Windrad  muss  so  construirt  sein, 
eine  Feder  oder  ein  Gewicht  in  Umdre-  dass  der  Wind  nicht  von  beiden  Seiten 
hung  versetzt  wird.  Der  Luftwiderstand  gleich  stark  stösst,  weil  sonst  das  Rad 
gegen  die  Flügel  wttchst  dann  sehr  still  stände,  und  dies  unterscheidet  haupt- 
schnell  mit  der  zunehmenden  Geschwin-  sächlich  Wind-  und  Wasserräder.  t>r- 
digkeit,  und  wenn  dieselbe  eine  gewisse  stcre  befinden  sich  nämlich  ganz  in  der 
Grösse  erreicht  hat,  compensirt  er  die  Luft,  während  Wasserräder  nur  iheil- 
Umdrehungskraft,  so  dass  die  Bewegung  weise  oder  wenigstens  nicht  glcichmässig 
gleichmässig  wird.  den»  Wasser  ausgesetzt  sind.  — Das 

Sei  F der  Inhalt  beider  Flügelflächen,  Windrad  kann  in  einem  S c h a u fei  r ade 
y'die  Dichtigkeit  der  Luft,  C ihr  Wider-  bestehen,  dessen  eine  Seite  durch  einen 
Btandscocfficient,  r die  Gcschwindigkei^  festen  Mantel  vor  dem  Winde  geschützt 
/ die  Entfernung  der  Flügclmittc  von  ist,  oder  die  Schaufeln  sind  an  Angeln 
der  Axe,  und  der  Luftwiderstand  pro-  so  aufgehängt,  dass  sic  sich  auf  einer 
portional  dem  Quadrat  der  Geschwin-  Seite  mit  der  breiten  Fläche  dem  Winde 
digkeit,  so  ist  das  Drehungsmoment  des  entgegenstell^ , auf  der  anderen  aber 
Widerstandes:  demselben  die  schmale  Seite  darbieten. 

, . Solche  Räder  laufen  in  Horizontalebonen, 


Sei  P die  Umdrehungskraft  nach  Abzug 
der  Reibung,  r der  Hebelarm  dieser 
Kraft,  so  ist: 

Pr=Ql, 

also : 


Wächst  P um  eine  kleine  Grösse  p 
etwa  in  Folge  einer  Aenderung  in  den 
Reibungsverhältnissen,  und  möge  c um 
s zunehmen,  so  erhält  man  durch  DifTc- 
renziiren : 

2 s __  p 

r " P’ 

also  wenn  die  Kraft  innerhalb  der  Gren- 
zen P— p und  P-\-p  schwankt,  wird  die 
Geschwindigkeit  in  den  Grenzen : 

.(i-if). 

sich  beßnden.  Ucbrlgcns  ist  ( nicht  völ- 
lig constant , sondern  w'enn  die  Flächen 
rechtwinklig  sind : 

C = l,254(l+l»llf). 

Windmühle  (Maschinenlehre). 

Siche  Windrad. 

Windrad  (Pneumatik). 

1)  Einrichtung  der  Windräder« 

Ein  durch  die  bewegte  Luft  in  Um- 
drehung versetztes  Rad  zur  Vcrmittchnig 
von  Arbeitsleistungen  wird  Windra«!  ge- 
nannt , das  Gebäude , wcIcIicb  dasselbe 
nnterstfitzt  und  ausserdem  die  damit 
verbundene  Zwischen-  und  Arbeitsma- 


um  sie  nicht  stellen  zu  müssen.  Häu- 
figer aber  werden  Flügelräder  ange- 
wandt, deren  Axen  dem  Winde  entgegen, 
also  mehr  horizontal  gerichtet  sind,  und 
deren  wenige  Arme  (gewöhnlich  vier) 
breite  Flächen  (Flügel)  tragen,  welche 
unter  einem  schiefen  Winkel  dem  Winde 
entgegenstchen.  Diese  Windräder  heissen 
auch  Verticalräder.  Dieselben  ver- 
richten mehr  Arbeit  als  die  ersteren,  da 
alle  Flügel  gleichzeitig  arbeiten,  sic  lei- 
sten ungefähr  das  Vierfache  der  Arbeit 
als  die  Schaufelräder,  und  sind  daher 
hier  nuischlicsslich  zu  betrachten. 

Ein  Flügelrad  besteht  aus  einer 
starken  Welle  von  Holt  oder  Guss- 
eisen, 5 bis  16®  gegen  den  Horizont 
geneigt.  Kopf  heisst  die  Stelle  der 
Welle,  wo  die  Flügel  aufsiucn,  Hals 
der  dahinter  liegende  abgerundete  Theil. 
Ein  Transmissionsrad  an  der 
Welle  dient  zur  weiteren  Mitthcilung 
der  Bewegung,  der  Zapfen  hinten  an 
der  Welle  ist  nöthig,  um  das  Rad  völlig 
zu  unterstützen.  Die  Stärke  des  Halses 
ist  bis  2 Fass  bei  hölzernen,  ^ bis 
J Fass  bei  eisernen  Wellen. 

An  den  Windflügelu  sind  zu  dh- 
terscheiden:  Die  Windruthen.  vom 
Wcllenkopfe  auslaufcndc  Arme  von  etwa 
30  Fass  Länge , deren  jeder  einen  Flü- 
gel trägt.  Die  Anzahl  ist  4,  selten  5 
oder  6,  sie  sind  an  der  Welle  1 Fuss 
dick,  9 Zoll  breit,  am  äusseren  Endo 
6 Zoll  dick,  4J  Zoll  'breit.  Ihre  Be- 
festigung ist  verschieden.  Bei  Holzwollen 
steckt  man  2 Ruthen  rechtwinklig  durch 
den  Kopf,  bei  gusseisernen  Wellen  wen- 
det man  Schrauben  an.  Sprossen 
oder  Scheiden  sind  hölzerne  Quer- 
arme  , welche  durch  die  Ruthe  gesteckt 
sind,  die  letztere  ist  daher  in  Abständen 
von  1]  bis  ly  Fuss  durchlocht.  Die 
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innerste  Sprosse  fet  | bis*f  der  Ärm- 
länge  vom  Wellenmittcl  entfernt,  and 
ihre  Länge  ist  etwa  gleich  diesem  Ab* 
Stande;  die  äasserste  hat  | bis  ^ der 
Arrolftnge.  Gewöhnlich  ist  die  Rathc 
nicht  in  der  Mitte  der  Flügel,  so  dass 
die  grössere  Fläche  dem  Winde  zu  ge- 
richtet ist , dieselbe  ist  mit  Segeltuch 
oder  Holz  (Windthüren)  bedeckt.  Den 
schmaleren  Theil  umgibt  das  sogenannte 
Windbrett.  Die  Flügel',  können  eben, 
windschief  oder  hohl  sein.  Bei  den  er- 
Steren  sind  sämmtlichc*  Sprossen  gleich 
12  bis  18”  gegen  die  Umdrehnngsebeno 
geneigt,  bei  windschiefen  Flügeln  wei- 
chen die  inneren  Sprossen  etwa  24,  die 
äusseren  6*  von  dieser  Ebene  ab.  Bei 
hohlen  Windflügeln  sind  krumme  Wind- 
ruthen und  Sprossen  anzuwenden.  — 
Die  äusseren  Enden  der  Scheiden  sind 
durch  Saurolatten  verbanden,  ausserdem 
oft  Zwischenlatten  eingesetzt.  Eine  Holz- 
bedeckuDg  besteht  aus  4 Thüren,  die  ans 
düdnen  Holzbrettchen  zusammengesetzt 
und  durch  Riegel  am  Flügelgcrippc  be- 


festigt sind.  — Die  Segelttxchdecke  wird 
durch  Schlingen  nnd  Haken  befestig^. 

Die  Axe  des.  Rades  muss  immer  in 
die  Richtung  des  Windes  gestellt  wer- 
den , ihre  Uiiterstötznng  muss  also  um 
eine  verticale  Axe  drehbar  sein.  Je  nach 
der  Art  dieser  Drehung  unterscheidet 
man  zwei  Klassen  von  Windmühlen,  die 
deutsche  oder  BockmOhle  und  die 
holländische  oder  Thurmmühle. 

Die  Bockmühle  ist  ganz  nnd  gar  • 
um  eine  feste  Säule  (Ständer  oder  Hans- 
bäum)  drehbar,  die  Thurmmühla 
steht  fest  und  nur  das  Haupt  (Haube) 
mit  der  Welle  wird  gedreht. 

Da  der  Wind  ungleiche  Geschwindig- 
keit hat,  so  sind  besondere  Rcgulirungs- 
mittel  nöthig.  — Die  Bremse  oder 
derPressring  umgibt  die  obere  Hälfte 
des  Transmissionsrades,  und  wird  auf- 
gedrückt,  wenn  der  Gang  desselben  zu 
massig  ist,  auch  kann  die  FlQgelbe- 
deckung  vermindert  und  vermehrt  wer- 
den, durch  Auf-  und  Abwickeln  des  Se- 
geltuchs, oder  Wegnehmen  und  Auflegung 


Fig.  223. 
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der  HolzthOrcn.  Auch  gibt  es  Wind- 
räder, die  sich  durch  Vcrgrössening  und 
Verkleinerung  der  Stossllächc  selbst  rc- 
gulircn.  Bei  dem  Cubil’schen  hlü- 
gclrade  ist  A die  hohle  Flügclwelle 
(Fig.  223),  ßC  ein  durchgehender  Mc- 
tallstab,  CD  eine  Zahnstange,  welche  in 
C so  mit  BC  verbunden  ist,  dass  sie 
nur  an  der  Bewegung  der  Axe  an  der 
Drehung  um  die  Axe  theilnimmt.  Die- 
selbe greift  in  das  Zahnrad  E,  und  dies 
sit7.t  mit  Rolle  F auf  einer  Axe,  die 
mittels  des  Gewichtes  0 gespannt  wird. 
Die  Flügelbedeckung  besteht  aus  dünnen 
Holz-  oder  Blcchkappen  bc,  b^c^  . . ., 
welche  durch  die  Arme  ac,  <*iC|  um  die 
Axen  c,  . . . drehbar  sind.  Diese 
Arme  sind  durch  Stangen  ae,  a,e^  . . . 
mit  einander,  und  durch  Arme  de,  d^e^ 
mit  Zahnrädchen  d,  d^  . . . verbunden, 
so  dass  die  Drehung  der  letzteren  die 
Klappenstellung  regulirt.  Endlich  sind 
Hebel  BL,  BL^  angebracht,  welche  sich 
um  die  Axen  K,  drehen,  auf  der 
einen  Seite  mit  BC,  auf  dc|  anderen 
mit  Zahnstangen  LM,  Zusammen- 

hängen, deren  Zähne  in  die  Rädchen  d, 
d^  eingreifen.  Der  Wind  strebt  nun, 
die  Flügeldeckung  zu  öffnen,  das  Ge- 
wicht G,  sie  zu  s^liesscn.  Acndert  sich 
die  Windgeschwindigkeit,  so  wird  die 
Klappenstellung  verändert , und  somit 
auch  die  Stosstiäche  verringert  oder  ver- 
grOssert. 

Zur  Ermittelung  der  Windgeschwin- 
digkeit hat  man  eigene  Apparate , Ane- 
mometer (vergleiche  den  entsprechenden 
Artikel). 


da  die  Fläche  mit  Geschwindigkeit  v 
ausweioht.  Man  hat  also ; 

^ (c  — r)>  . _ 

iVrr' sin  n Gy 

a 

(c-r)>  . „ 

= - — sin  n^ry. 

9 

Ausser  diesem  Stosse  gegen  die  Vorder- 
fläche aber  findet  noch  eine  Wirkung 
gegen  die  Hintcrflächo  des  Elementes 
statt,  da  ein  Thcil  des  am  Umfange  der 
Fläche  vorbcigchcndcn  Windes  in  Wir- 
bel geräth,  und  dabei  den  der  relativen 
Geschwindigkeit  (c—t') sinn  entsprechen- 
(c—rV 

den  Druck  — „ ' sin  a’  Fy  verliert. 

Durch  Vereinigung  beider  Wirkungen 
erhält  man: 

sin a*Fy. 

Indess  bewegt  sich  der  Flügel  BC  (Fig. 
224)  nicht  in  Richtung  AR  des  Windes, 


Fig.  224. 


2)  Leistung  der  Windräder. 

Wir  theilcn  die  Flügelfläche  in  schmale 
Längeuelcmentc.  Man  kann  wegen  des 
grossen  Inhalts  der  Flügelflächen  anneh- 
men, dass  der  darauf  stossende  Wind 
parallel  der  ITlügelfläche  abgelenkt  wird. 
Sei  c die  Windgeschwindigkeit,  v die 
Flügelgeschwindigkeit,  Q die  Windmenge, 
welche  in  der  Scennde  auf  ein  Element 
trifft,  y die  Luftdichtigkeit,  a der  Win- 
kel der  Windrichtung  mit  dem  Element, 
so  ist  der  Normalstoss  des  Windes: 

N = - — - sin  « Qy, 

9 

vorausgesetzt,  dass  der  Flügel  parallel 
dem  Windstossc  sich  bcw’cgt. 

Sei  G der  Querschnitt  des  Stroms,  F 
der  Inhalt  des  Elements,  also  G = F6ina. 
G aber  nimmt  die  ganze  Stossfläcbe  ein, 
und  es  ist  daher: 


sondern  in  Richtung  AP  senkrecht  da- 
rauf. In  N ist  also  v durch  Geschwin- 
digkeit Av|  =r,  zu  ersetzen,  mit  welcher 
der  Flügel  in  Rücksicht  auf  die  Wind- 
richtung ausweicht.  Ist  v die  Umdre- 
hungsgeschwindigkeit, so  hat  man: 


also : 


t),  = v cotn. 


iV  = ^ (csin  «— t!  cos  n)’  Fy, 

lg 


Man  zerlegt  N aber  in  zwei  Scitenr 
kräfte,  P in  der  Umdrehungsrichtung, 
R in  der  Axcnrichtung,  also: 


(csin  «— rcoso)*  cos« 

g 

Ä = — (c sin«— u cos  «)•  sin« Fy, 
2^ ' 


Q = (?(c-e), 


und  man  erhält  die  Leistung: 


Windrad. 


451 


Windrad. 


L=.  /*p  = ^ (csin «— rcos  ft)*  rcos  « Fy. 

Damit  L nicht  verschwinde,  mnss: 

c8ina>vcosa  und  co8<t>0, 

also: 

tg«>—  und  «<90 
c 


sein. 


rf  L 

Um  die  grösste  Leistung  zn  finden,  ist  — = 0 r.ii  setzen;  cs  kommt: 

(p  sin  n— 1>  cos  a)  sin  0=;  2 cos  «(rcos  «+r  sin  «), 
tg«*— 3 tg«=:2, 


3p  . ,//3r\»  . 


da  die  negative  Wurzel  der  obigen  Bedingung  widerspricht. 

Da  für  die  entfernteren  Elemente  r grösser  ist,  so  muss  für  diese  auch  der 
Stosswinkcl  n grösser  sein,  also  sind  die  Flügel  windschief  zu  machen. 

Berechnet  man  aus  der  letzten  Formel  v,  und  setzt  in  die  Leistungsformel 
ein,  so  kommt  die  Maximalleistung: 

, 4 c*  _ 3sin«*— 2 

L = — g-  Fy  : — . 

2g  sinn* 

Sei  jetzt  die  Umdrehungszahl  u für  die  Minute  gegeben , so  ist  die  Winkelge- 
schwindigkeit: 

01  = ^ = 0,104711. 

Thcilt  man  etwa  die  Windmthenlänge  in  7 Theile,  und  lässt  den  Flügel  im  ersten 
Thcilc  anfangen,  so  dass  seine  redneirte  Länge  f / ist,  berechnet  dann  die  7 
Werthe  von  a mittels  der  Gleichung  für  tg«,  indem  man  setzt: 

0)1  _o)2/  _ü»3f 

— "y»  P I — y * • • •» 

sind  dann  6,.  6,  die  durch  diese  Thcilpnnktc  zu  legenden  Flügelbreiten,  so 

gibt  die  Simpson’scbc  Regel  aus  den  Werthen: 


3 sin  — 2 
sin«^ - 


einen  Mittelwerth  k und  die  Leistung  ist: 

4 c’ 

Bei  ebenen  Flügeln  ist  « constant,  und  der  Mittclwerth  A|  zu  nehmen  ans  den 
Werthen; 

(sin« cos«)*  — cos  « & , 

C C • s 

t = 3y*.l.g. 

Die  beiden  Werthe  von  L sind  dann  noch  mit  der  Anzahl  der  Flügel  zu  mul- 
tiplicircn. 

Die  Reibung  am  Halse  verzehrt  aber  einen  bedeutenden  Arheitstheil. 

Nehmen  wir  an,  dass  das  ganze  Gewicht  des  Flügelrads  am  Ilalso  unterstützt 
•ci,  und  lassen  wir  den  Druck  am  Zapfen  unberücksichtigt,  in  der  Voraussetzung, 

29* 
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dass  die  beiden  hier  gemachten  kleinen 
Fehler  sich  oompcnsiren.  Es  erfolgt 
dann  die  Rcihnng  »fO,  und  wenn  r der 
Halshnlbmesscr  ist,  der  Arbeitsaufwand: 

Grv 

if  G ior  = 0,1047  U'f  Gr  = if  — j-, 

wo  tJ  die  Umfangsgeschwindigkeit  des 
Rades  ist.  Die  cffcctive  Leistung  ergibt 
sich , wenn  man  diesen  Werth  von  L 
abzicht. 

Versuche  über  die  Leistungen  von 
Windmühlen  haben  Smcaton  und  Cou- 
lomb angestcllt.  Ihre  Resultate  stim- 
men ziemlich  mit  den  hier  angeführten 
theoretischen.  — Näheres  über  diesen 
Gegenstand  enthält: 

Weissbach  : Handbuch  der  Bcrgmaschi- 
nen-Mechanik, 

Coriolis ; Tratte  du  calcul  de  Veffet 
des  machines. 


Wirkung  (Dynamik). 

So  wird  oft  das  Wort  Aclion  über- 
setzt (siche  diese). 

Wirkungsgrad  (Haschinenlelire). 

Das  Verhältniss  der  factischen  Lei- 
stung einer  Maschine  zur  theoretischen. 

Wittwenkasse  (Rentenrechnung). 

Ueber  die  ihnen  zu  Grunde  liegenden 
Prinzipien  vergleiche  den  Artikel ; Rente. 

Woche  (Zeitrechnung). 

Ueber  die  Zeit  der  Einführung  dieses 
siebentägigen  Zirkels  und  das  Prinzip, 
welches  ihm  zu  Grunde  liegt,  ist  nichts 
Bestimmtes  bekannt.  Wahrscheinlich 
spielen  dabei  die  vier  Mondviertel,  wel- 
che etwas  über  sieben  Tage  dauern,  eine 
Rolle. 

Wölbung  (Statik). 


Winkel  (Geometrie). 

Das  Ebenenstück  zwischen  zwei  sich 
schneidenden , vom  Schnittpunkt  nach 
einer  Seite  ins  Unendliche  gehenden  Li- 
nien. Ueber  das  Messen  der  Winkel 
vergleiche  den  Artikel ; Raumlehre. 

Winkelgeschwindigkeit  (Dynamik). 

Bei  rolirender  Bewegung  der  in  der 
Zeiteinheit  zurückgclcgtc  Rotationswin- 
kcl,  wenn  die  Bewegung  gleichmässig. 
und  das  Verhältniss  des  in  unendlich 
kleiner  Zeit  zurückgelcgtcn  Winkels  zu 
dieser  Zeit,  wenn  sic  unglcichmüssig  ist. 

Sei  r die  Geschwindigkeit  eines  Punk- 
tes, r seine  Entfernung  von  der  Dreh- 
axe,  tc  die  Winkelgeschwindigkeit  in 
Bogenthcilen,  so  ist  offenbar: 

t = r ir. 

Vergleiche  noch  den  Artikel : Rotation. 

Winkelhehel  (Maschinenlehre). 

Ein  Hebel,  dessen  beide  Arme  in 
einem  Winkel  zusammenstossen. 

Winkelrad  (Maschinenlehre). 

Gleichbedeutend  mit;  conisches  Rad. 
Vergleiche  den  Artikel:  Rad. 

Winter  (Chronologie  und  mathema* 
tische  Geographie). 

Die  Zeit  vom  Eintritt  der  Sonne  in 
den  Wendekreis  des  Steinbocks  (Solsti- 
tium)  bis  zu  dem  in  den  Widderpunkt 
oder  ins  Frühlingsäquinoctium. 


Siehe  Gewölbe. 

Würfel,  Cubus  (Stereometrie). 

Ein  von  sechs  gleichen  Quadraten  be- 
grenzter Körper. 

Würfelspiel  (Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung). 

Ueber  die  Wechsclfälle  dieses  Spiels 
vergleiche  den  Artikel : Wahrscheinlich- 
keitsrechnung. 

Wnrfbewegung  (Dynamik  und  Balli- 
stik). 

A)  Ohne  Berücksichtigung  des 
Luft  widerstan  des. 

Die  Theone  der  frei  geworfenen  Kör- 
per ist  sehr  einfach,  wenn  man,  wie 
dies  allerdings  nur  bei  sehr  langsamen 
Bewegungen  statthaft  ist,  den  Luftwider- 
stand vernachlässigt. 

Denken  wir  uns  die  Axe  der  x hori- 
zontal durch  die  Anfangslage  dos  Schwer- 
punktes des  geworfenen  Körpers , den 
wir  als  Anfangspunkt  nehmen,  gelegt, 
und  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  in 
einer  Vcrticalebcno.  Die  Axe  der  y sei 
vcrtical  nach  oben  gerichtet.  Die  An- 
fangsgeschwindigkeit c mache  mit  beiden 
Axen  spitze  Winkel,  und  zwar  Winkel 
7 mit  der  Axe  der  x.  Der  Winkel  <f> 
heisst  Elevationswnnkcl.  Sei  g die  Be- 
schleunigung der  Schwere , so  hat  man ; 


^ d^y  , . 

dt'^~  ■ " 

wo  X und  y die  Coordiuaten  des  Schwer- 
punktes sind.  Die  erste  Gleichung  gibt; 
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dx 

— = ccosy,  X = ct  cos  >f, 

wo  die  Grenzbedingungen  / = 0,  j:  = 0, 
dx  f 

— c cos  if  bci'Qcksiehtigt  sind.  Aus  der 

zweiten  erhält  man,  da  für  /=.0,  y = 0, 
dy 

— = 0810»/  ist: 
dt 

dy 

— ^gl  = CS\Tltf, 

!/  = “Ti/ 8'ny. 

Durch  Elimination  von  l aus  den  Wer- 
then  von  x und  y 'kommt  dann: 

. 9^' 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Parabel. 

Will  man  noch  die  Rotation  des  ge> 
worfenen  Körpers  berücksichtigen,  so  ist 
dieselbe  auf  die  drei  durch  den  Schwer- 
punkt gelegten  Haupta.xcn  zu  beziehen, 
und  da  durch  den  Schwerpunkt  auch  die 
einzig  wirkende  Kraft  der  Schwere  geht, 
so  ist  diese  Rotation  ganz  unabhängig 
von  der  letzteren , also  wie  die  eines  im 
Schwerpunkt  festen,  durch  einen  An- 
fangsstoss  und  keine  continuirlichcn 
Kräfte  in  Bewegung  gesetzten  Körpers 
zu  behandeln , eine  Aufgabe , die  sich 
mit  Hülfe  der  elliptischen  Functionen 
vollständig  lösen  lässt.  Vergleiche  den 
Artikel:  Rotation, 

B)  Mit  Berücksichtigung  des 
Luftw’iderstandcs. 

Die  Theorie  der  wirklichen  Bewegung 
geworfener  Körper  findet  ihre  Ilanptan- 
wendung  in  der  Ballistik  oder  der  Theo- 
rie des  Schiessens,  indess  ist  diese  Auf- 
gabe von  der  grössten  Schwierigkeit,  zu- 
nächst weil  das  Gesetz  des  Luftwider- 
-Standes  nicht  für  alle  Fälle  genauer 
bestimmt  werden  kann,  jedenfalls  aber 
ein  sehr  complicirtes  ist,  und  diese  Com- 
plicirtheit  wird  noch  gesteigert  dadurch, 
dass  die  Rotation  des  Projcctils,  welche 
sogar  eine  Aenderung  der  Verticalebene 
mit  sich  bringt , in  Betracht  kommt. 
Auch  Thermometer-  und  Barometerstand, 
die  Richtung  und  Stärke  des  Windes, 
selbst  die  Abweichung  wegen  der  Rota- 
tion der  Erde  würden  bei  genauen  Be- 
stimmungen in  Betracht  kommen  (ver- 
gleiche den  Artikel:  Widerstand  der 

Flüssigkeiten).  Es  scheinen  jedoch  diese 
Nebenumständo  nur  einen  geringeren 
Einfluss  anszuübcn,  wenn  die  Anfangs- 
geschwindigkeit eine  grosse  ist  und  einen 
kleinen  Winkel  mit  dem  Horizont  macht. 


Auch  die  Rotation  bringt  nur  eine  ge- 
ringe Abweichung  hervor,  wenn  ange- 
nommen werden  kann,  dass  das  Projectil 
ein  Rotationskörper  ist,  und  die  Drehung 
um  die  Rotationsaxe  erfolgt.  Diese  An- 
nahmen sollen  bei  gezogenen  Schussröhren 
der  Wahrheit  nahe  kommen  (vergleiche 
Prehn , die  Ballistik  der  gezogenen  Ge- 
schütze). 

Newton  leitet  aas  der  Theorie  des 
Stosses  (vergleiche  die  Artikel:  Stoss 
und  Widerstand)  ab,  dass  der  Luftwider- 
stand proportional  der  der  Luft  entge- 
genbewegten Fläche,  dem  Quadrate  der 
Geschwindigkeit,  selbstverständlich  der 
letzteren  entgegengesetzt  gerichtet  ser. 
Der  eben  angeführten  Schrift  zufolge  soll 
bei  den  Anfangsgeschwindigkeiten,  welche 
bei  gezogenen  Geschützen  in  Betracht 
kommen  (etwa  5(X)  bis  1200  Fuss  in 
der  Secunde) , dies  Gesetz  ausreichende 
Resultate  geben,  dagegen  nimmt  Huttbn 
selbst  bei  Anfangsgeschwindigkeiten  von 
1(X)  Fuss  die  Potenz  2,04  der  Geschwin- 
digkeit als  dem  Luftwiderstand  propor- 
tional an.  Für  sehr  kleine  Geschwin- 
digkeiten ergeben  sich  gute  Resultate, 
wenn  man  den  Widerstand  der  Geschwin- 
digkeit selbst  proportional  setzt.  Allo 
diese  Annahmen  können  nur  als  Erfah- 
rungszahlcn  und  Annäherungen  dienen. 
Wir  wollen  jetzt  das  Newton’sche  Gesetz 
zu  Grunde  legen. 

Demgemäss  ist  der  Luftwiderstand  sei- 
ner Grösse  nach  zu  setzen  gleich  ae*, 
wo  die  Zahl  it  durch  Erfahrung  zu  be- 
stimmen ist.  In  der  angeführten  Schrift 
von  Prehn  ist  gesetzt: 

für  den  6-Pfündcr: 

« = 0,(X)00505, 
für  den  12-Pfünder: 

« = 0,0000309, 
für  den  24-Pfünder: 

« = 0,0000248. 

Möge  wieder  x horizontal,  y vcrtical  sich 
in  der  Wurfebeno  beflnden,  der  Anfangs- 
punkt durch  die  anfängliche  Lage  des 
Schwerpunktes  des  Projectils  gehen,  c 
die  Anfangsgeschwindigkeit  und  </>  ihr 
Winkel  mit  dem  Horizont  sein,  s ferner 
die  Bogenlänge,  so  ist  für : 

/ = 0,  x = y = * = 0. 


dx 

— = CC08//, 


dt 


— csin  tf. 


In  Richtung  der  Axe  der  y wirken  die 
Kräfte  : 

, ^ dy  dsdy 

— q und  — « 
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und  in  der  Richtung  der  Axo  der  x: 

dx  dsdx 

' — «c*  — = - « . 

dt  dt^ 

Man  hat  also  die  Bcwcgungsglcichungon; 

. ds.dx 

1)  775+"^=®’ 


2) 


— ^-4-a ^4- <7  = 0. 

dt*^  dn 


Die  erste  Gleichung  lässt  sich  integriren: 

dx 


lg  + ff « = lg  (c  cos  y ), 


dx  —as 

■ — c cos  y c 


also: 

Um  die  Buhngicichung  zu  finden,  können  wir  aus  2)  und  3)  dt  eliminiren: 

4)  c*  cos  y * d ■¥  9 ^ dx=zO, 

oder,  wenn  man  den  Winkel  I der  Tangente  mit  der  Axe  der  x cinführt,  also; 


^z=tgl,  dx  = coalds 
dx 


setzt : 

5) 


dl 


2«* 


cos  y.  * r,  4*gl  e rfs  = 0 

' cosl* 


Durch  Integration  ergibt  sich  die  Gleichung  der  Curve,  wenn  man  Bogenlänge 
und  Tangentenwinkcl  als  Coordinaten  nimmt  (vergleiche  den  Artikel ; Transfor- 
mationscoordinaten) : 

c*cosy*  r s\nl  /n  ^ 2ns 

«>  ' Lj5rii+'3‘nT+ 2IJ+I;'  =*’ 

und  da  man  /=y  für  s = 0 hat: 

7t  c»cosy*rsiny  , f , 7 . fiT 

In  verschiedenen  Artikeln  dieses  Wörterbuchs  (siche  z,  B.  den  Artikel : Trans- 
formationscoordinaten)  ist  auf  die  Wichtigkeit  der  zwischen  Bogenlänge  und  Tan- 
gentcnwinkel  stattfindenden  Gleichungen  aufmerksam  gemacht  worden.  Die  Glei* 
chung  6)  gibt  die  Wurflinie  in  dieser  Weise,  und  kann  daher  zur  Ermittelung  der 
Eigenschaften  derselben  angewandt  werden.  Zur  graphischen  ConstrueUon  der- 
selben kann  schon  die  Gleichung  5)  dienen. 

Da  nämlich  für  f=y  auch  s = 0 ist,  so  kann  man  mittels  des  Ausdruckes: 

, c.*cosy’rf/  —2ns 

ds= — Y — e , 

g cos 

für  jeden  kleinen  Zuwachs  —dl,  der  beliebig  constant,  etwa  gleich  ® zu  nehmen 
ist,  die  zugehörige  kleine  Bogenlänge  ds  ermittelt  werden,  und  in  der  Exponen- 
tialgrössc  rechts  ist  dann  für  s die  Summe  aller  bis  dahin  gefundenen  Elemente 

dt  zu  setzen.  Uebrigens  hat  -j-,  gleiches  Zeichen  mit  — cosf,  der  Bogen  wird 

d l 

also  bei  abnehmendem  Tangentcnwinkel  / so  lange  zunchmen,  bis  dieser  Winkel 
— 90®  erreicht  hat,  wenn  y ein  spitzer  Winkel  ist,  wie  dies  ja  immer  angenommen 
werden  kann.  Nach  Gleichung  6)  würde  aber  i=.oo  diesem  Werthe  von  l ent- 
sprechen, woraus  sich  dann  ergibt,  dass  die  CurA-c  sich  asymptotisch  der  Richtung 
der  Schwere  nähert,  wenn  die  Flugbahn  unbeschränkt  ist,  d h.  der  Boden  nicht 
berührt  wird.  In  der  That  findet  dies  annähernd  bei  Geschossen,  die  von  hohen 
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Borgen  aasgesendet  werden,  offenbar  statt.  Für  den  höchsten  Funkt  der  Bahn 
ist  7=0  zu  setzen,  Gleichung  6)  gibt  dann  : 


2as 


2ah  ^ . c’ cos»’ « r sin»  ,,  , , «/Al 


Was  die  Geschwindigkeiten  anbetrifft,  so  haben  wir: 

- r 

dz  —a$ 

— =cco8»e  , ' 
-dt? 


8) 

9) 

10) 


^ ^ tg/=C(i09(jP  tg/fl 

ds  _ dx 

Tt  ~ 


Kf 

^as 


1 CCOS.»  —OS 

-7 i ~ 1 « 

dt  cos  f cos/ 


A «w  » 

Setzt  man  noch  den  Werth  von  e aus  6)  in  5)  ein,  so  kommt: 


ds c’cosy* 

o 1«  Ft  CO®  V * ^ I 1 . / 

oder  wenn  man  lieber: 

, g ibc’cosqt* 

2 

also : 

. sin </>,,,  /w  , .. 

co8»>  + ^) 

setzt: 

^ d$  i ‘ c’cosqr»’  c'*^' 

[r-^l 

r 

, s t , cos/*  ^-f-ac’ cosy.» 

^dx  j • ^c’cpi^ 

t-^4)] 

rf/~  , , .Ft  ®™^  1 / 

cos/*  {^-fnc’cosy* 

dg  ‘ c*  cos  qr  * sin  / 

1-4)] 

tr 

ni  , S «Fl.  «in/  / 

cos/’  fo+UC  COStf  *.|fr ;r— lg  tg  1 

' ii  . » _ l .1.  ^,cos/»  ® ® \ 

Die  Ausdrücke : 

«/  c*  cos  7 * dl 

4-4)] 

}■ 

J (f.  cos/'  |^4"«C*  cos '/ * ^ — Igtg 

^/  c*  cos  7 * sin /rf/ 

(4 -4) 

•]}’ 

•/  '(T,  cos  /*  c*  cos»*  fit — — lg  tfi 

' 1 L cos  /* 

/■» 

►]} 

lassen  sich  zwar  nicht  in  geschlossener  Form  entwickeln.  Kommt  cs  jedoch  dar- 
auf an,  X und  tj  genau  in  Tafelform  zu  entwickeln,  so  gibt  die  mechanische  Qua- 
dratur hierzu  vollständigen  Anhalt.  Hauptsächlich  kommt  es  hierbei  auf  den- 
jenigen Funkt  an,  in  welchem  das  Frojectil  die  durch  den  Anfangspunkt  gehende 
Horizontale  wieder  schneidet,  wo  also  y=0  ist.  Ist  a = 0 also  im  luftleeren 
Kaume,  für  den  sich  übrigens: 


X— COS7  ’ (tg/  — 

tg7). 

r*  COS  7* 

( 1 

1 \ 

^9 

\C08  /’ 

C087)*/ 

ergibt,  so  wird  für  diesen  Punkt: 
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Izz—ii,  x = — sin  2'/. 

9 

Im  luftcriüllten  Raum  ist  —l  dagegen  grösser  als  7.  Indcss  würden  die  auf  die 
angeführte  Weise  berechneten  Tafeln  übereinstimmend  mit  der  Erfahrung  ergeben, 
dass  wenn  die  Anfangsgeschwindigkeit  die  oben  angeführten  Grenzen  nicht  über* 
schreitet  und  n nicht  gross,  also  das  Gewicht  des  Projectils  nicht  allzuklcin  ist,  —l 
noch  immer  klein  bleibt.  — Uebrigens  lassen  sich  auch  x und  y in  Reihen  nach 
ganzen  positiven  Potenzen  von  l entwickeln,  oder  noch  besser,  w’enn  man 
setzt,  nach  Potenzen  von  X.  Die  Nenner  in  den  Integralen  werden  nämlich  erst 

dann  mehrdeutig  und  discontinuirlich,  w'cnn  isb  was  ja  erst  iurs  = / = ao 


stattfindet.  Setzen  wir  demnach  l=tf—X,  so  ist: 

. sin/  , / . / \ L sin(*/— A)  , /n 

2A 


2 / 


COS'/.'*  cos  7> 

wie  man  durch  succcssivcs  Differenziiren  erhält,  ferner; 

C*  COS  7 ’ 


c*  COS7 • 


_ 3jin_7^  (4-3co87»)A» 

cos7<* 


• r. 

sin  / 

, /»  . l\ 

g-\-ac*  cos  7 *|  A 

cos  /’ 

-'s«  (4  + 2/. 

L g \cos(f>  cos  7* 

_ c*  cos  7 * r j oc*  / 2A 
^ g L g \cos  7. 

n*c*  / 2A  8sin  7 A*\'  «*c*  / 2A  VT 

.q'*  \c0s7.  cos 7*  / g*  \co8  7/  J’ 


3 sin  7 A*  (4— 3cos7*)A*  "I 

H • • • I 

cos  7*  J 

3sin7.  A*  4— 3 cos  7.* 

cos  7*  cos  7* 


+ 


) 


g * \cos  7.  cos  7 

wenn  man  sich  auf  die  Potenzen  von  A bis  einschliesslich  zur  dritten  beschränkt. 
Man  erhält  durch  Vereinfachung : 


c*  cos  7*  f 

1 

(3ac*  sintf  ^ 4«*c*  \ 

9 1 

. g cos  7'  ' 

V g cos  7.*  cos  7 */ 

. -( 


rt  c*  (4— 3 cos 7-*)  ^ 12it*  c*  sin  7 

7*cos7>  ^g 


g cos  7 * 
dn 

c’  cos  7 * 


• COS  Cf'  / j 


dx  1 

Um  -p;  zu  bilden,  ist  dieser  Ausdruck  mit tu  multipliciren.  Das  von  A 

« / cos  l*  * 

^7  ..  % 

freie  Glied  wird  dann 


gcosl* 


Die  übrigen  Glieder  multipliciren  wir  mit: 


—(cos/)  =— [cos(7— A)j  = — COS7  ^+2cos7'  sin7A  — ^ A» 


+ cos  7 


— 2 


2 cos  7‘ 

(l-2tg7A+^“'^*A), 
\ 2cosei>  / 


und  hieraus  folgt  dann : 

dx c*  cos  7 > 

dl  <7cos/> 


14) 


2 c*  «A  c*a  / , 

+ — 1*  ? 7 

* cos  «*  \ ' 


4-tc* 


) 


A» 


g'coa*f>  7*cos7‘\  ' g 

+ ~~  (is-  10  cos , I». 

7*  cos  7.»  \ ' ^ g g'/ 


Da  man  hat: 


WurfbeweguogJ' 


457 


Warfbewegung.  ' 


80  ist  das  erste  Glied  rechts  in  der  obigen  Entwickelung  14): 

c*  cosy  * sin  l 


cos  /* 


Die  übrigen  sind  zu  multipliciren  mit: 


tg(y-A)  = tgy -+  ^ 

COSff*  COS'/* 


cs  ergibt  sich : i ; 

dy c*co8  7*sin/  2c*osin7>I  c*«  / ^ 4ffC*sin</\  ^ 

' dl  g coi  l'  <7*  cos  7*  ^*co8  7 * \ ^ "1*  ^ J 


C“rt 


4«c*  , 20  o c*  . 


8«*c‘ 


+ r (4  8in7+10sin7*H 1 sin7*H — sin 7)!*. 

^*co8  7*'  ^ ' g g ' «7* 

Durch  Integration  der  Gleichungen  14)  und  15)  folgt  dann,  da  x=y  = l=0  für 
l — <f-  ist: 


c*co8tf>8in4l  c*«A>  c*«  . /.  4«c*\,, 

16)  x = -r^ 5— 

gcot{<f.  — X)  g*cot^  3y*  cos  7*  \ ' g / 


-Ti  “ . (l3-10coe7«  + 

4y*C08  7*  \ 


20c*  «sin 7 8 c*  n* 


c*  /.  CO87*  \ c*asin7. 1»  < c*«  /. 

^ ^~2y  \ cos(7  — I)*/  y*co8  7*  Sy’cosy’x 

4 n c Bin  7-\  _ c a — ^ ^4  gjn  ^ jJq 

t o / 47*  cos 7*  \ ' ^ 


4 « c* 


Q 


, 20ac*  . 8a*c*8in7- 

+ sin7*H — 


^)i*. 


In  dieser  Form  schliessen  sich  die  Gleichungen  .für  x und  y am  genauesten 
an  die  Wertho  im  luftleeren  Raume  an,  mit  denen  sie  für  n = 0 Ubereinstimmen, 
doch  gilt  dann  nicht  die  Convergenz  für  jedes  X.  Dies  findet  immer  statt,  wenn 
man  — und  dies  ist  im  Allgemeinen  genauer  — auch  die  ersten  Glieder  nach 
Potenzen  von  X entwickelt.  Es  ist: 


c*  cos  7 sin  X _ 


c*  cos  7 


0 cos  (7— A)  . A sin  7 A*  cos  7 A*  sin  7\ 

^ ' 7 cos  7 11+ — -X — ^1 

\ g cos  7 2 cos  7 6 cos  7 / 

= J (i-i>  tg  y + ^+i>  tg7  ’ + tg».'), 

-0- 
2j\‘ 


cos  7*  } 

I-'*J 

1 • 

cos  (7  — A)*J 

l ( 

(i+itg,-^ 

~ l>  i\  , i‘vl 

2 6 ‘*^■*'24/  * 


= ^ ‘e  - j <e  r +^-3  (iVT-j-j-v  9)' 

+4(Atg7-^y-5A*tg7*J=  ^(2Atg7-A'~3A*tg7*+*  A*tg7+4A«tg7*. 

6A*  tg7*\ 


2A* 

8 


cos  7’ 


Hieraus  ergibt  sich: 
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16  a) 


17  a) 


c’  , c*  / - , c* « \ , c*  / . . c*  a sin  g> 

x = —i (*ß7H ) 1’-^ Ii  + tg7* — ö r 

ff  ff  \ ffcoa(f/  ff  3<7Cosy* 

^ 4c*  tt*  \ I ^ , 13c^  ft  10  c*  n 20c*  ff*  siny 

ff*co8ff  *)  ^ \ 3 ^ 4^  cos  7*  4^cos  7<  4ff*cos<f>*. 

~ *‘+  • • • 


2c*  a 


c*«tgy  ^ 4c*  «•  lg//' 


SffCOBtf*  SffCOSif  B ff*  cos  tf‘ 


^ 5c* ctg 7«  ^ 


c*«* 


5c*«*  tg7*  2c*  «•  tg7' 


2^ cos  7'  ' ^*  cos  7*  ff*co8ff  * cos// 


7 cos  ff.* 


1*4*  « . • 


Hiernach  ist  z.  B.  für  den  höchsten  Punkt  der  Bahn  (Cniroination),  wo  1 = 7> 
zu  nehmen  ist: 

c*  7>  c*  / c*tt  \ 

* = 17^  + ..  •» 

9 y \ ^ ' geoa  ff/ ^ 

c*  tg  ® c*  . . . c*<*  tg7  \ - 

»=—^»“70+1**»  * ■ ■ ■’ 

also  wenn  man  7*  yemachlässigt  und  demzufolge  . tg 7 mit  7,  cos  7 = !—^ 
identificirt: 

• g’yA  c*«7\  .._c«7* 

^ 9 ^9  ' 

FOr  den  Inftleeron  Baum  ergeben  sich  aus  16)  und  17),  wenn  man  « = 0 setzt: 

c*  cos  7 sin  //>  __  0*  7.  , 

X — — + • • •» 

9 9 

■ c*  . c*7* 

y = ^.m»>=  -^+  . . ., 

woraus  folgt,  dass  die  durch  den  Luftwiderstand  herheigefOhrte  Abnahme  der 
Eleraiion  erst  mit  //*  proportional  ist,  und  die  zugehörige  Abscissc  sich  im  Ver> 

O (£' 

hältniss  1 — verringert. 

9 

Soll  auch  für  die  Culmination  das  Vermindemngsverhältniss  bestimmt  werden, 

so  ist  noch  7*  zu  berücksichtigen.  Setzt  man  tg//.  = 7 4-^,  so  kommt: 

o 


c*//.*  c’7*  c*«  2c*a  , 

»=*7 ' 


d.  h.: 


y= 


c*7*  , c*«  , 

^ 1—  — A — ft  9 


2y 


‘F’' 


Die  Verminderung  von  y findet  also  im  Verhältnisse: 

c*  «7 


1-J 


statt. 


Für  den  Punkt,  wo  das  Projeetil  die  Horizontale  wieder  schneidet  (Schuss- 
weite) ist  y = 0,  also  wegen  17a): 

tg'y-  (4+|tg7*4-— . . . =0, 

\ ff  COS/// 

»Iso  in  erster  Näherung,  indem  man  1*  und  //*  vernachlässigt: 
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Ä = 2y. 

Dieser  Ausdruck  gilt  auch  für  den  luftleeren  Raum.  Berücksichtigen  wir  aber 
noch  A*,  so  kann  natürlich  in  17a)  überall  für  A*  noch  4'/'  geschrieben  werden. 
Wir  erhalten; 


j /i  1 \ , 8c*«  , n 


9 

„ , 16  c*  rt  , 

1 ,2c*« 

IH 7> 


c*« 


=2y+V  — 7*. 


also : 


C*rt 


A=-qp-y  — y>: 


Die  Vergrösserung  des  Winkels  l gegen  den  im  leeren  Baum  erfolgt  also  im 
Verhältnisse : 


1+y 


c*ag> 


Der  gefnndene  Werth  von  A ist  in  16  a)  einzusetzen,  wo  wir  7*  und  A*  vernach- 
lässigen.  Wir  erhalten: 

2 c*  7>  2«  c*  7>® 

so  dass  die  Verminderung  stattfindet  im  Verhältnisse:. 

1 c^atf. 

Man  kann  aber  auch  unmittelbar  eine  Gleichung  zwischen  y und  x suchen.  Die 
Gleichung  4)  gibt  nämlich  durch  Differenziiron  : 

< < .ft  *«*  ft 

c»co87*  ^+2«7«  5;=®’ 

und  wenn  man  c"”*  aus  4)  hierin  einsetzt: 

Diese  Gleichung  lässt  sich  nochmals  integriren.  Sei: 


dy  _ d'y  _ du 

W'  ' 


= -r-  = IC, 


SO  kommt: 


dx  ’ dx*  dx 
d^y  _ dw  _ tedto 


, d(c  = 2n  V(l4-M*)<fM> 


dx*  dx  dy 

durch  Integration: 

18a)  w = « (u  y(l+i4*)-flg  (»*4-V(l+«’)l)+** 

Ans  Gleichung  4)  folgt  für  t = 0: 

9 


w — 


c*  cos  7‘ 


7»  « = tg7. 


also: 


h = 


c*  cos  7. 


Um  aber  weiter  zu  integriren , muss  bereits  zu  Näherungswerthen  gegriffen  wer- 
den. Da  bei  flachen  Bahnen  y nur  klein  ist , läge  cs  am  nächsten , x nach  Po- 
tenzen von  y zu  entwickeln.  Dies  wäre  indess  insofern  nicht  angemessen,  als  zu 
jedem  y zwei  Werthe  von  x gehören,  hbrigens  auch  die  Formel  für  den  Wurf 
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im  lufUocrcn  Raume  y als  ganze  Function  von  x ergibt,  und  der  Vergleich  dieser 
Bahn  mit  der  im  luftcrfQlltcn  Raume  also  die  Entwickelung  von  y nach  Potenzen 
von  X erfordert.  Wenngleich  z eine  sehr  bedeutende  Grösse  annehmen  kann,  so 
ist  doch  von  vornherein  cinzusehen,  dass  die  Entwickelung  in  ziemlich  grossen 
Grenzen  conrergiren  wird.  Denn  setzen  wir : 


y = nx, 

so  wird  Gleichung  18): 

Es  ist  aber  wegen  des  kleinen  a:  p = ax  nur  klein,  und  wird  daher  eine  Ent- 
wickelung von  q nach  Potenzen  von  p,  d.  h.  von  y nach  Potenzen  von  x in 
ziemlich  ansehnlichen  Grenzen  gerechtfertigt  sein.  Es  lässt  sich  sogar  unter  ge- 
wissen Bedingungen  eine  untere  Grenze,  worin  diese  Entwickelung  convergirt, 
ohne  Schwierigkeit  finden. 

Zu  dem  Ende  wollen  wir  die  Gleichung  19)  in  ein  System  von  .3  Dififeren- 
zialglcicbungcn  verwandeln.  Sei : 


so  hat  man  das  System: 
20) 


dp 

dq=f^- 


Diese  Gleichungen  sollen  noch  so  umgestaltet  werden,  dass  fär  ^ = 0 die  abhän- 
gigen Variablen  verschwinden.  Es  ist  für: 


1 9 

,=o,  r=o,  p.=_  — = 


a 


Setzen  wir  also: 


so  wird  für  y = 0: 

p=p^  = p"  = 0, 

und  die  Gleichungen  20)  verwandeln  sich  in: 


21) 


dp  , 

j^=p'+tei, 


i'=„" ? , 

dq  ^ ac*  coBf* 


^ 

a c’  cos 


V^l+Cp'+tgv)*- 


In  dem  Artikel:  Quadraturen  — ZurUckffihrung  der  totalen  Differenzial- 
gleichungen auf  — ist  nun  folgender  Satz  bewiesen  (Abschnitt  27) : 

„Ist  gegeben  ein  System  von  m DifTerenzialglcicbungen: 

^ = /■(*.  0. 


du' 

dl 


-fl  (*. 


bleiben  fy  f g ...  eindeutig  und  continuirlicb,  so  lange  die  Module  von  s,  u,  u'  . . . 
nicht  grösser  tUs  p,  r,  r'  . , . sind,  sind  ferner  W,  M'  > • . die  grössten  Mo- 
uule , welche  f ^ f ^ , auf  dem  Intcgrationswcgo  annebmen , so  bleibt  die  Ent- 

wickelung von  w,  tt  ...  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  i gültig,  so  lange 
der  Modul  von  z nicht  die  Grenze : 
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Ä = eC-e  ("•+1)^*1»), 

überschreitet,  wo  für  r,,  . . . die  kleinsten  Werthe  von  r,  Tj  . . . bezüglich 

M,  ^t^  . . , za  nehmen  sind.  Voraasgesetzt  ist,  dass,  wie  hier,  für  s=0: 
u = u'  . . . =0  wird.“ 

In  unserem  Falle  sind  s,  «,  u'  . . . mit  <j,  p,  p*  . . . zu  vertauschen.  Da 
die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  21)  s = 9 gar  nicht  enthalten,  so  ist  q=.<x>  zu 
nehmen,  und  es  wird : 

= Tnsf  )» 

d.  h. : ~ 

n_  «-Q 

“ («•+!)  m; 

Da  die  beiden  ersten  Gleichungen  21)  rechts  lineare  Grössen  enthalten,  so  kann 
sich  r, , nur  auf  die  dritte  Gleichung  und  r,  auf  p'  beziehen , da  der  erste 
Factor  in  derselben  auch  immer  continuirlich  und  eindeutig  ist. 


ist  aber  eindeutig,  so  lange; 


|/l+(/^+tgy)* 


mod  (p'+tg  y)<l. 

gif  reell  sind,  kai 
Iso: 

;/  = ro  = l-tg7 


In  unserem  Falle,  wo  p'  und  tg//  reell  sind,  kann  man  den  Modul  durch  die 
Grösse  selbst  ersetzen.  Es  ist  also; 


die  bexeichnete  Grenze. 

Es  ergibt  sicli  dann,  da  m = 3 ist: 


R — 


1-tgy 


8p,  V(l+p,*)' 


Nimmt  man  nun  an,  dass  die  Bahn  nur  flach,  also  Vi—"^  nur  klein  sei,  so  kann 
man  p,  gegen  1 vernachlässigen.  Es  ist  aber: 


Pi- 


- J-  ^ - JL  ,c 


a </x* 


und  wegen  Gleichung  18  a): 


P,  =«  V(l+»-)+.g[»+  + 1). 


nähert.  Die  bezeichnete 


c*  tt cos  y * cos  y 

ein  Ausdruck,  der  für  kleines  if  —^  sich  — : — r 

' dx  c*rtC0sy* 

Grenze  ist  also:  ^ 

. «(1  — tgy)c*  cosy» 

R = q = ax=:-^ 

°9 

(Das  Zeichen  von  R ist  natürlich  stets  positiv.)  Die  Convergonz  von  y,  nach 
Potenzen  von  x entwickelt,  findet  also  unter  der  gemachten  Voraussetzung  noch 
bis  (oder  wenigstens  nahe  bis)  zur  Grenze; 

,,  . c*  cos  7 • 

* = (i-tg,)_-  _ • . 

statt.  Hier  kann  man  noch  im  Allgemeinen: 

tgy=0,  eosy-l 

setzen,  und  cs  wird  diese  Grenze:  » 


x = 


X 


r 
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Sie  würde  also  gelten  bis  in  einer  ^Abscisse,  die  etwa  den  250  tcn  Theil  des 
Quadrates  der  Anfangsgeschwindigkeit  betrügt  (Fussc  und  Secundcn  als  Einheit 
der  letstercn  vornusgeset/.t),  jedoch  ist  vorausgesetzt,  dass  7 in  diesen  Grenzen 
nur  klein  sei.  Vergleicht  man  diesen  Werth  mit  dem  oben  gefundenen: 

2 c*  7'  2«c*7  * 

X = o ’ 

9 3^’ 

so  sicht  man,  dass  Convergenz  der  Reihe  für  die  ganze  Wurfbahn  bei  kleinem 
y stattfindet.  In  der  That  ergibt  sich,  mit  Vernachlässigung  von  7*; 

2 c*  7.  c*  , 

— -8F' 

Da  der  Winkel  hier  in  Thcilcn  von  rr  gegeben  ist,  so  wird  er  in  Graden : 

180 


16v 


d.  h 


betragen , und  bis  zu  dieser  Grenze  kann  man  unbedenklich  die  Reihe  für  y, 
welche  nach'  ganzen  Potenzen  von  x fortschreitet.  Tür  den  ganzen  hier  zu  be- 
trachtenden Theil  der  Bahn  anwenden.  Setzen  wir  daher: 


so  ergibt  sich: 


y = a,x-fa.,  x* x*, 


«i*f2«aX-f3  o,  X*  +4«4X*, 

ax 


und  da' für  x = 0:  ^ = ißti 
rfx 


«i  = ‘evi 


^=2<ia+b^»*+12ö*x*, 

dz* 


und  da  für  xrO: 


-n.  £!n- 


rfx*  c*  cos  7 * 
= - 


ist: 


/ 


2 c*  cos  7 *’ 


1-f  = |/n-(rt^+  2 «4  x)*  - V'l-j-ig  7 ’ + 2 Ua  X tg7. 

indem  wir  uns  auf  die  erste  Potenz  von  x beschränken,  also: 


Gleichung  18)  gibt  nun: 

6 a,+24a4  x = 2a  (2«,+6ö,x)  -}-  sin  y*) 

\Cv8  iM*  • 


X. 


4 o,  « . a,a.  , , \ 

= + I +4ffa  / 

cos  7 \ cos 7.  • 


d.  h.; 


« -1 

— # rrr“> 


cos  7 ■ * 2 cos  7 

oder  mit  Berücksichtigung  des  Werthes  von  fl,  • 

9 « „ _ y«’ 


a,rr  a,*asin7 

«A  —-R 1 


fl,  = 


* 3c*  cos  7*’ 

also  schliesslich : 


6c*  cos  7*  "^24c‘co8  7*’ 

_ gx* g a X* ' 9 a X*  / gsin^N 

^ 2c*  cos 7*  3 c*  cos  7*  6 c*  cos  7*  \ 4c*  / 


6 

g*  fl  sin  7 
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Die  Anfangsgeschwindigkeit  c kann  durch  Versuche  ermittelt  werden.  In 
dem  Artikel:  Stoss  ist  gezeigt  worden,  wie  dies  z.  B.  mittels  des  ballistisehen 
Pendels  geschehen  kann.  Für  kurze  Ladungen  führten  wir  daselbst  das  Erfah- 
rungsgesetz an , dass  sich  unter  übrigens  gleichen  Umständen  die  Quadrate  der 
Anfangsgeschwindigkeiten  wie  die  Ladungsgewichto  verhielten,  also  die  Ge- 
schwindigkeiten selbst  wie  die  Potenzen  ^ der  Gewichte.  Für  preussisches  Pulver 
wird  indess  diese  Potenz  ::=0,56  angenommen,  was  allerdings  nur  wenig  von 
obigern  Gesetze  abweicht.  Die  theoretische  Berechnung  wird  hier  folgen. 

Wir  wollen  jetzt  noch  eine  andere  Entwickelung  von  y als  Function  von  x 
geben. 

Da  et  sehr  klein  ist,  ebenso  wie  7,  so  kann  in  erster  Näherung  der  in  Glei- 
chung 18)  mit  rt  innltiplicirtc  Ausdruck: 


als  constant  betrachtet,  und  somit  mit 


cos  7> 
d'y  _ 2a  dry 
dx*  ~ cos  7.  <£r*’ 
also  durch  snccessivcs  Integriren : 

2ßx 


identiheirt  werden.  Dies  gibt: 


d'y  _ 
rfx’  ■■ 


ge 


cos  7> 


c*  cos  7 * 
iax 


dx 


2nt  c*  cos  7. 
2ßx 


y- 


(« 


cos  7 


, cos  (/>  . 

(C  + 

2ffx  , 

l)-f-xtg7. 


4 n*  c ' cos  7- 

Um  eine  zweite  Näherung  zu  finden,  entwickeln  wir  ^ nach  Potenzen  von  x. 

dx 

Es  kommt: 


dx 


g / 2ffx  \ 

2« c*  cos  7.  \ cos  7 


Wir  betrachten  jedoch  nur  das  von  « freie  erste  Glied : 

gx 

c*  cos  7*  ^ 

und  setzen  dasselbe  in  Gleichung  18) , indem  wir  die  höheren  Potenzen  von  « 
ausser  Acht  lassen,  also: 


, 2g  xxg  7-  _ 1 

c*  cos  7 * cos  7 


gx  sin  7 
c*  cos  7*’ 


indem  wir  die  höheren  Potenzen  von  — weglassen.  Die  Differenzialgleichung 

c 

wird  dann: 


also  durch  Integration: 


2a^  ^xsinj^\ 

dx'  dx'*  \c087  c*  cos  7*/’ 


2ax  gax*s\nff- 


d*y_ 

dx*  c*  cos  7 * ’ 

oder  mit  Vernachlässigung  der  höheren  Potenzen  von 
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2irx 


dx 


2a  c*co8  (f 


_ 9 A yn;x«Biny\ 

rfx*  c*  cos  y * \ c*cosy  * / 

/ ff  sin  y . <yx  . ^ftx«8iny\ 
\ 2a  c*  c*  c*cosy  * / 


cos  y 


2ax 
cos  y> 


c' 

+ 


schliesslidi : 
9* 

y- 


2«  c*  cos  y 


2rtC*cosy  \ 2«c*  / 

/ ffwn^\  3ff  sin  y . % X sin  y 

V 2«c»/'*'  4«»c’ V 2«c’  c»cosy 


+tgy, 


2ax 


_ ffax^  sin  y\  cos  y ff  _ 3ff  sin  y \ 
c’^cos«*/  4a*c*  \ 2nc^  / 


Man  könnte  die  Nftherung  noch  weiter  fortsetzen.  Bei  der  Complidrtheit  der 
Formel  lohnt  dies  aber  kaum  der  Mühe. 

Schliesslich  wollen  wir  annchmen,  die  Anfangsgeschwindigkeit  wäre  sehr  ge- 
ring, nnd  deshalb  der  Widerstand  derselben  proportional,  eine  Annahme,  die  übri- 
gens Geschwindigkeit  von  höchstens  einigen  Zoll  in  der  Seennde  vuraussetzt,  also 
nie  bei  Geschossen  Anwendung  findet.  Die  Bewegnngsglcichungen  sind  dann: 

d»x  dr 

rfT«+“Si=®’ 

dl*  dl  ^ 

die  erste  integrirt  gibt,  wenn  man  den  Anfangszustand  berücksichtigt: 


dx  ccosy,^ 

— = ccosy— ax,  x = ^(1  — e ), 

dt  a 

aus  der  zweiten  Gleichung  aber,  folgt: 

^+«y+^*  = c Biny. 

Um  diese  zu  integriren,  setzt  man  bekanntlich: 

9 = uv, 

nnd  erhalt: 

— + — +a«»-f-ff  ts=csiny, 

• \ 

ftlso  wenn  man  u durch  die  Gleichung  bestimmt: 


du 

si+*»=o. 


-at 
u = e , 


so  kommt: 


e — -fffl  = csifty, 

-^4-c  siny— ffl^  f-const. 

,=-2-‘  + (£fi"jc  + 4) 

Hier  ist  aus  den  Werthen  von  x und  y noch  t zu  climiniren,  um  die  Bahn- 
glcichung  zu  erhalten.  Man  bekommt: 

V +^) ig(i- — M. 

ecosy  \ ^ n/  a*  \ ccosy/ 
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Es  sind  hieran  noch  einige  Worte  über  die  theoretische  Berechnung  der  An- 
fangsgeschwindigkeit und  über  den  Hücklanf  zu  knüpfen.  Da  die  Kraft  des  cx- 
plodirenden  Pulvers  nach  allen  Seiten  gleichmässig  wirkt,  so  wird  sic  nicht  allein 
das  Projectil  vorwärts,  sondern  auch  das  Rohr  rückwärts  treiben.  Man  kann' 
diese  Bewegung  als  ausgehend  von  einer  abstossenden  Kraft  betrachten,  die  zwi- 
schen Rohr  und  Projectil  wirkt. 

Sei  m die  Masse  der  Kugel,  M die  der  Kanone,  die  Laffete  mit  einge- 
schlossen. Nehmen  wir  an,  dass  sich  das  Pulver  sehr  schnell  und  vollständig  in 
Oas  verwandle,  sei  a die  Länge  der  Ladung,  H der  Druck  des  Gases ; setzen  wir 
constante  Temperatur  voraus,  so  kann  man  das  Mariotte'scho  Gesetz  anwenden, 
und  es  wird  sein: 


wo  k eine  Constante,  w der  Durchschnitt  der  Ladung  oder  die  Oeffnung  des 
Rohres,  r der  Abstand  der  Kugel  vom  Zündende  des  .Geschützes,  also  die  Län- 
genausdehnnng  des  Gases  ist.  Sind  noch  r und  V die  Geschwindigkeiten  von 
Rohr  nnd  Kogel,  so  ist: 

^ dy  __  ktoa 

” di  ” "r”’  ^ dT  r" ’ 

also: 

mv=-MV,  y=~v. 

Jfi 


Offenbar  ist  auch,  wenn  die  Bewegung  beider  Körper  in  einer  Graden  erfolgt: 


v-V  = 


dr 

Te 


also  wenn  man  die  erste  Gleichung  mit  2«,  die  zweite  mit  2K  multiplicirt  und 
addirt: 

mdv"^  MdV*  =2iraM)rdlg  r, 

nnd  mit  Berücksichtigung,  dass  für  ti  = 0 auch  r = « ist : 


V*  — 2ka(o  \g 

cc 

also  mit  Benutzung  des  ersten  Integrals: 


f*  T 

2ka<oM\g — 2kau)tnlg  — 

— fL  K*  = 

m(ilf4-»»)  ’ M(lU-i-m) 

Ist  l die  Länge  des  Rohres,  Vj,  V^  die  an  der  Mündung  stattfindenden  Werthe 
von  V und  V,  so  ist  also  auch: 


2kau)M\g  — 

V^  ist  die  Wurfgeschwindigkeit,  welche  im  Obigen  mit  c bezeichnet  worden 
ist,  sie  kann  also  auf  diese  Weise  berechnet  werden.  Sucht  man  diejenige  La- 
dnngslänge,  welche  unter  sonst  gleichen  Umständen  die  grösste  Geschwindigkeit 
gibt,  so  muss  man: 


setzen.  Dies  gibt: 


Isse  • tt. 


Uebrigens  kann  im  Nenner  des  Werthes  von  t>*  natürlich  JW-f-m  mit  M ver- 
tauscht werden. 

Um  noch  die  Constante  k zu  bestimmen,  sei  D die  Dichtigkeit  des  Pulvers 
vor  der  Explosion,  also  die  Masse  der  Ladung  gleich  Dua,  das  Verhältniss  ihres 

Gewichtes  zu  dem  der  Kugel  (gewöhnlich  nimmt  man  « = 8),  also: 

' 80 


\ 


Wurfbewegung. 


also : 


k = 
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2 (lg /-lg  ")’ 

Sei  n der  atmocphärische  Druck  auf  die  Flächeneinheit  boeogen,  h die  Barometer- 
hohe,  /n  die  Dichtigkeit  des  Quecksilbers,  so  ist : 

n=sfi  h. 

Ist  A der  Modul  der  Briggischen  Logarithmen: 

Igart  — = 1=  lg  — , 

« « 

so  ist: 

k _ f A D 

71  ~ 2kg  fih  ’ 

Man  hat  nun  bei  18*  Temperatur: 

D = 0,8335,  vi=  13.548,  <7  = 9®, 808%,  A = 0®,76,  ^ = 0,4342945,  * = 3, 
woraus  sich  ergibt : 

— = 0,0053761 

7J>  A 

Man  nimmt  gewöhnlich  fQr  den  glatten  (frantusischen)  24-rfQnder: 

I 1368 

Kj  = 463®, 


also : 


Für  den  glatten  12*Pfünder  ist: 


a " 134’ 
* = 1142  :r. 


r = 493®,  - = *=1187«. 

<X  ViJ 

Im  Mittel  kann  man  also  nehmen: 

*=1165  n. 

Die  Gewichtseinheit  von  n und  somit  die  ron  * ist  beliebig.  Durch  die  obige 
Formel: 


2 * « Ol  lg 


c,’  =■ 


m 


wo  M-\-m  = M gesetzt  ist , erhält  das  oben  aufgestellte  Gesetz , dass  sich  unter 
gleichen  Umständen  die  Quadrate  der  Anfangsgeschwindigkeiten  nahe  wie  die 
Gewichte  der  Ladungen  verhalten,  seine  theoretische  Begründung,  denn  diese  Ge- 
wichte sind  mit  a proportional;  es  ist  aber,  wenn  c,  C(  Anfangsgeschwindigkeiten, 
a,  «,  die  zugehörigen  Ladnngslängen  sind  : 

1 “ 

C>  "'*T 


1 “l 


wenn  man  nnn  n,  =na  setzt,  so  ist: 


Ig^-lgy+lg«. 

Da  nun  Ig-y  für  kleines  sehr  gross  ist,  so  kann  Ign  gegen  Ig-y  vernach- 
lässigt, und : 


c * 


gesetzt  werden. 
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Wir  kommen  schliesslich  auf  eine  der  wichtigsten  Frt^cn,  welche  sich  in 
Bezug  anf  die  Geschütze  stellen  lassen.  Dies  ist  die  Ermittelung  der  grössten 
Wurfbahn,  welche  sich  bei  einer  gegebenen  Anfangsgeschwindigkeit  erreichen 
lässt.  Offenbar  ist  diese  von  der  Elevation  des  Geschützes  abhängig.  Konnte 
der  Widerstand  vernachlässigt  werden,  so  gäbe  die  Formel: 


wenn  man  y=0  setzt: 


also : 


y+2cC,,«=^‘g'^- 

gx=z2c*  sin  7' cos  7 = c*  sin  2/ > 


also  für  das  Maximum  von  x: 


dx  2c> 

T—  = cos  2'/, 

d,f.  g 


cos  27=0,  7=45®, 

als  diejenige  Elevation,  welche  der  grössten  Schussweite  entspricht,  wenn  der  zu 
treffende  Gegenstand  sich  in  gleicher  Hohe  mit  dem  Geschütze  befindet'. 

Soll  jedoch  der  Luftwiderstand  berücksichtigt  werden , so  wird  die  Auflösung 
sehr  schwierig,  und  mOchte  die  Analysis  wohl  nicht  die  dazu  nOthigen  Mittel 
vollständig  geben.  Wir  begnügen  uns  hier  daher  mit  einigen  Erfahrnngs- 
rcsnltaton. 

Borda  findet  für  den  24-Pfünder  von  5,444  Pariser  Zoll  Durchmesser: 


Zum  weitesten  Wurfe  gehörige: 


Geschwindigkeit  in  Pariser  Fnss 

Elevation 

300 

42« 

i(y 

600 

36 

30 

1000 

33 

0 

1200 

31 

40 

1500 

30 

10 

IHOO 

28 

50 

3000 

28 

10 

Hutton  berechnet  für  Kugeln  verschiedenen  Kalibers  folgende  Tafel,  wo  p das  Ge- 
wicht der  eisernen  Kugel  in  Pfunden,  D der  Durchmesser  derselben  in  Zollen, 
v=.nS  \D  die  Endgeschwindigkeit,  h die  zu  letzterer  gehörige  Fallhöhe  im  luft- 
leeren Baume,  t die  zu  der  letzteren  gehörige  Zeit  des  freien  Falles  ist : 


P 

D 

V 

h 

( 

1 

1.923 

247 

948 

7,72 

3 

2.773 

297 

1371 

9,28 

6 

3,494 

333 

1724 

10,41 

9 

4,000 

356 

1U70 

11,12 

18 

5,040 

400 

2488 

12,50 

24 

5.546 

419 

2729 

13,09 

32 

6.106 

440 

3010 

13,75 

48 

6,988 

470 

3444 

14,67 

Ist  dann  c die  Anfangsgeschwindigkeit,  7 der  Elcvotionswinkel  für  die  grösste 
Wurfweite,  tr  diese  Wurfweite  selbst,  so  ist: 


c 

V 

7 

«r 

T 

c 

r 

T 

tc 

T. 

0,691 

0 

0 

0,4110 

2,719 

38®  0' 

2,0379 

1,198 

42  30 

0,8176 

3,226 

36  30 

2,4447 

1.705 

41  0 

1,2244 

3,733 

35  0 

2.8515 

2,211 

39  30 

1,6312 

4,240 

33  30 

3.2853 

4,747 

32  0 

3,6650 

wo  V und  h nöthigenfalls  durch  Interpolation  der  obigen  Tafel  zu  entnehmen  sind  ). 

•)  Das  wichtigste  Werk  über  diesen  Gegenstand  ist:  Otto,  ballistische  Tafeln,  1867. 
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Wurzel  (Algebra). 

Im  cngcrn  Sinne  ntc  Wurzel  aus  a, 
n 

(Vo),  jeder  Ansdruek  x,  weleher  die  Glei- 
chung x^  = a erfüllt,  wo  n eine  gegebene 
ganze  Zahl,  a beliebig  ist;  im  weiteren 
Sinne  jeder  Ausdruck  x,  welcher  die 
Gleichung  f(x)  = 0 erfüllt,  wo  eine  be- 
liebige Function  von  x ist.  Ist  f(x) 
ein  ganzes  Polynom,  so  ist  die  Anzahl 
der  Wurzeln  dem  Grade  desselben  gleich, 
(vergleiche  den  Artikel:  Quadratischer 
Factor),  also  hat  jede  Zahl  auch  n Wurzeln 


vom  nt«n  Grade.  Ueber  das  Anflßnden 
derselben  siehe  den*  Artikel : Qnnntit&t. 

Die  wirkliche  Berechnung  reeller  Wur- 
zeln geschieht  entweder  durch  Logarith- 
men, oder  wenn  viele  Stellen  verlangt 
sind , durch  die  Verbindung  der  loga- 
rithmischen  Rechnung  mit  der  Newton- 
schen  Näherungsmethode.  Ueber  die 
Anwendung  des  binomischen  Lehrsatzes 
auf  diese  Aufgabe  siehe  den  Artikel : 
Reihen. 

Ueber  die  spcciellen  Methoden  zur 
Berechnung  der  Quadrat-  und  Cubikwur- 
zeln  vergleiche  die  betrefifenden  Artikel. 


X. 


Xanthicns  (Chronologie). 

Der  sechste,  später  dritte  MoriHt  im  Macedonischen  Kalender. 


0 


Digitlzed  by  Google 


Tard  (Metrologie)- 

Englische  Elle  = 3 Feet  (Fuss)  zu  12  Inches  (Zoll) , 1 Fcel  =:  0,3047945 

Meter. 

Teziegeridisches  Jahr  (Chronologie). 

Das  alte  Persische  Jahr  zu  365  Tugen,  also  ohne  Schaltjahr. 


z. 


Zählapparat  (Ibschinenlehre). 

Siehe  Dynamometer. 

Uhler  (Arithmetik). 

Beim  Brache  diejenige  Zahl,  welche 
aosdrflckt,  wieviel  gegebene  Theile  der 
Einheit  za  nehmen  sind.  Da  Bruch  and 
Quotient  identisch  sind,  so  l&llt  der  Zah- 
ler mit  dem  Dividendas  zasaromen. 

Zahl  (Arithmetik). 

lieber  den  Begriff  der  Zahl  vergleiche 
den  Artikel:  Quantität. 

Zahl  (ideale). 

Siehe:  Ideale  Zahl. 

Zahlenlehre  (Arithmetik). 

Im  engeren  Sinne  wird  so  die  Lehre 
von  den  ganzen  Zahlen  genannt. 

Verschiedene  Theile  dieser  Theorie 
befinden  sich  in  einzelnen  Artikeln  die- 
ses Wörterbachs,  z.  B.  Quadratische 
Form,  Quadratischer  Rest  (worin  auch 
die  Theorie  der  Congruenzen  enthalten 
ist).  Quadratische  Gleichung,  Kreistbei- 
lung,  Kettenbnich,  Unbestimmte  Auf- 
gabe u.  s.  w.  Wir  geben  hier  die  ein- 
fachsten Sätze  der  Zablentbeorie  als 
Einleitung  in  diese  verschiedenen  Ar- 
tikel. 

I)  De  finit ionen. 

Einfache  Zahl  oder  Primzahl  heisst 
eine  solche  ganze  Zahl,  welche  sich  nicht 
in  zwei  ganze  Factoren  zerlegen  lässt, 
deren  keine  der  Einheit  gleich  ist. 
Jede  andere  Zahl  heisst  zusammen- 
gesetzt. Durch  Zerlegen  der  Factoren 
einer  ganzen  Zahl  lässt  sich  dieselbe 
schliesslich  in  lauter  einfache  Factoren 
theiien. 


Eine  Zahl , die  aus  einer  gegebenen 
durch  Multiplication  mit  einer  ganzen 
Zahl  entsteht,  heisst  Vielfaches  der* 
selben. 

Relativ  einfache  oder  relative 
Primzahlen  sind  solche,  welche 
nicht  Vielfache  derselben  Zahl  sind. 

II)  Sätze. 

Satz  A)  Um  alle  Factoren  der  Zahl 
a zu  bestimmen , braucht  man  nur  die 
zu  finden,  welche  kleiner  als  oder  gleich 
ya  sind. 

Denn  sei: 

asssbe, 

und : 

c>ya, 

so  ist: 

C 

also  jedem  Factor,  der  grösser  als  \a 
ist,  entspricht  ein  zweiter,  der  kleiner 
als  ya  ist.  Hieraus  folgt  noch: 

'Satz  B)  Hat  eine  Zahl  keinen  Fac- 
tor, der  kleiner  als  oder  gleich  Va  ist, 
so  ist  sie  eine  Primzahl. 

Satz  C)  Sind  zwei  Zahlen  a und  h 
Vielfache  einer  dritten  c,  so  ist  auch 
ihre  Summe  und  Differenz  ein  Viel- 
faches von  c. 

Denn  es  ist  dann: 

a=mc,  6=ftc, 

also : 

ö-f-Ä  =:  (m-f-n)  c,  rt— 6 = (m— n)c, 

also  die  Summe  das  m^n fache,  die 
Differenz  das  m— nfache  der  gegebenen 
Zahl. 

Zusatz. 

Die  Zahlen  a und  a— 1 sind  relativ 
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einfach.  Denn  hätten  sie  einen  Factor 
A,  80  wäre  «— (a  — 1)=1  durch  densel- 
ben theilbar: 

III)  Aufgabe  und  Sätr.e. 

Aufgab  e. 

Den  grössten  gemeinschaftlichen  Factor 
zweier  Zahlen  zu  finden. 

A u f 1 0 s u n g. 

Seien  a und  b die  Zahlen,  a.>b,  so 
ist : 

a = / b+c, 

wo  l und  c durch  Division  so  bestimmt 
werden  können,  dass  c kleiner  als  b ist. 
Indem  man  so  fortfährt,  erhält  man : 

azzlb+c,  bzzme+d^  c=nd-\-e  , . 

9 = ^b. 

Kommt  man  schliesslich  auf  eine  Zahl  A, 
von  der  die  vorletzte  g ein  Vielfaches 
ist,  so  ist  A der  gesuchte  Factor. 

Denn  zunächst  sind  a und  b 
Vielfache  von  A,  denn  g ist  ein  Viel- 
faches von  A,  wegen  fz=pg  + h ist  auch 
f ein  Vielfaches  von  A u.  s.  w. , wegen 
b — mc-\-d  ist  dann  A,  und  wegen 
rt  = /A-}-c  auch  a ein  solches.  — Es 
gibt  aber  auch  keinen  grösseren  gemein- 
schaftlichen Factor  von  a und  b als  A. 
Denn  sei  k ein  solcher,  also  A>A,  so 
ist: 

n — lb  = c,  6— mc  = rf,  . . . f—pg  = h, 
*7  = 9*» 

also  w’egen  der  ersten  Gleichung  c ein 
Vielfaches  von  k,  wegen  der  zweiten  ist 
auch  d ein  solches,  und  wegen  der  vor- 
letzten aneb  A.  Dies  ist  unmöglich,  da 
A kleiner  als  k ist. 

Zusatz. 

Ist  A = l,  so  sind  a und  b relativ  ein- 
fache Zahlen. 

Satz  D)  Wenn  ein  Product  zweier 
Zahlen  aa  ein  Vielfaches  von  A,  aber 
a zu  A relativ  einfach  ist,  so  muss  a 
ein  Vielfaches  von  A sein. 

Be  w eis. 

Nach  dem  Obigen  ist; 
a = lb  + c,  A = mc-fd  . . . f =zp g-^-1^ 

da  A=1  ist.  Multiplicirt  man  nun 
sämmtliche  Gleichungen  mit  rr,  so  ist: 

ca  — aa  — lb  ’a,  Ja  = ba—tnc  a . . ., 

n = fa—pga, 

also  da  fl«  und  Iba  Vielfache  von  A 
sind,  auch  c«  ein  solches,  folglich  auch 


da  ein  solches.  Fährt  man  fort,  so  ist 
schliesslich  a ein  Vielfaches  von  A,  — 
Hieraus  folgt; 

Satz  E)  Eine  Zahl,  die  auf  irgend 
eine  Art  in  Primzahlen  zerlegt  ist,  kann 
kein  Vielfaches  einer  anderen  darin  nicht 
enthaltenen  Primzahl  sein. 

Denn  sei  A — abcd  . . . die  Zahl,  wo 
a,b,c,d  ...  Primzahlen  sind,  worunter 
jedoch  auch  gleiche  sein  können.  Wäre 
nun  ' ae  ein  Vielfaches  von  m , also 
bed  ...  ein  solches , aber  A kein  Viel- 
faches von  m,  also  cd  ..  . ein  solches 
u.  8.  w. , so  dass  schliesslich  der  letzte 
einfache  Factor  von  Ä ein  Vielfaches 
von  m sein  müsste,  was  unmöglich  ist. 

Hieraus  folgt  endlich  der  wichtige 
Sau: 

Satz  F)  Jede  Zahl  lässt  sich  mir  auf 
eine  Art  in  einfache  Facturen  zerlegen. 

Denn  ist; 

A '• — flAc  ...  - — fl  I A I 0 ^ , 

fl,A,  cund  fl,,A,,C|  einfache  Factoren,  so 
muss  nach  dem  vorigen  Satze  einem 
der  Factoren  a,  A,  c ...  gleich  sein,  also 
z.  B.  gleicli  fl,  dann  wäre: 

bc  ...  A|C,  . . ., 

also  A,  gleich  einem  der  Factoren  A,  c, 
etwa  gleich  A u.  s.  w. 


Sch  olion. 

Es  lässt  sich  somit  jede  Zahl  auf 
eine  und  nur  eine  Art  in  der  Form 

a“  A^  . . .,  wo  a,  A,  c Primzahlen, 

«,  ß,  y beliebige  ganze  Zahlen  sind,  dar- 
stellcn.  indess  ist  die  Zerlegung  der 
Zahlen  noch  nicht  geendet,  wenn  man 
den  Begriff  des  Complcxen  in  die  Zah- 
lenlchre  einfügt.  DerAusdrucko-f  A V— 1 
wird  cumplcxc  ganze  Zahl  genannt,  w'enn 
fl  und  A ganze  Zahlen  sind.  Eine  com- 
plexe  Zahl,  die  sich  nicht  in  zwei  com- 
plcxe  Factoren  derselben  Art  theilen 
lässt,  heisst  complexe  Primzahl.  Eine 
reelle  Primzahl  braucht  deshalb  keine 
complexe  zu  sein.  Hat  eine  reelle  Prim- 
zahl jedoch  einen  Factor  a-f-AV  — 1»  so 
muss  eie  auch  eiden  Factor  a—b  V— 1 
haben,  denn  wenn: 


n 

a-l-A  V-1 


=c+dy-i. 


so  ist  offenbar  auch : 


n 

a-b V-1 


c-iV-l, 


also  die  Zahl  n auch  durch  a—b  K— 1 
theilbar.  Ist  also  die  reelle  Primzahl  n 
keine  complexe,  so  hat  sie  die  Form: 
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n = (a+6V-l)(a-Ä  V-l)  = a*+6*. 

Eine  reelle  Zahl,  welche  eine  complexc  Primzahl  ist,  kann  nicht  die  Summe 
zweier  Quadrate  sein.  Es  lässt  sich  zeigen  (vergleiche  den  Artikel:  Quadratische 
Form),  dass  jede  Primzahl  von  der  Form  4n-j-l  sich  in  die  Summe  zweier  Qua- 
drate zerlegen  l&sst,  eine  solche  von  der  Form  2»-f-3  aber  nicht.  Die  letzteren 
sind  also  complexe  Primzahlen,  z.  B.  3,  7,  11  u.  s.  w. 

Man  betrachtet  anch  complexe  Zahlen  von  der  Form : 

fl  + Art Cfi  * 

wo  « eine  nte  Wurzel  der  Einheit,  auch  wohl  die  «te  Wurzel  irgend  einer  an- 
deren Zahl , oder  selbst  die  Wurzel  einer  gegebenen  irrcductiblen  Gleichung  ist. 

Sei  z.  B.  fl  = yi,  so  kann  man  eine  gegebene  Zahl  A in  der  Form  ausdrücken: 

A =(fl-}-Ärt-f  Crt*)(fl-f  Afl*  -|-ca*) 

~(fl-f-A«-j-cn*)  (fl-}-Aa*-j-ca). 

Es  muss  dann  A sein  von  der  Form: 

= fl*-f  A*-)-C*— flA  — flC  — Ac. 
wie  sich  durch  Multiplication  ergibt. 

Bei  diesen  Zerlegungen  findet  der  Satz,  dass  jede  Zahl  sich  nur  auf  eine 
Art  in  Factoren  zerlegen  lässt,  nicht  mehr  statt,  und  um  eine  solche  Zerlegung 
dennoch  zu  bewerkstelligen,  bat  Kammer  ein  neues  Element:  Die  idealen  Fac- 
toren in  die  Zahlentheorie  eingefQhrt  (vergleiche  den  Artikel : Idealer  Factor). 

IV)  Sätze  und  Aufgaben. 

Satz  G)  Da  alle  einfachen  und  zusammengesetzten  Factoren  der  Zahl 

Az:  . . . von  der  Form  sind:  a®*  A^'  c^‘,  wo  «j,  y^  nicht  grösser 

als  bezQglich  ft,  ß,  y so  sind  diese  Zahlen  alle  1 und  A selbst  enthalten  in 

der  Entwickelung  von: 

(l-l-a-l-«*-|-  . . . +fl«)(l  + A-fA»-f  . . . 4.A^)((l+c-t-c*+  . . . -fc>')  . . . 
Es  ist  somit  die  Anzahl  der  Factoren  von  A gleich; 

(«+1)(/H-I)(y4-1)  ... 

Ferner  ist  ihre  Summe  dem  obigen  Producte  gleich,  also  gleich: 

A^+^-1  c>'+‘-l 
a-1  A-1  c-1  ’ * ■ 

In  gleicher  Weise  lässt  sich  die  Summe  der  gleichnamigen  Potenzen  dieser 
factoren  bestimmen. 

Aufgabe. 

Die  Anzahl  der  Zahlen  zu  bestimmen,  welche  kleiner  als  und  zu  A relativ 
einfach  sind. 


Auflösung.  ■ ' 

Von  den  Zahlen,  die  kleiner  als  A sind,  werden  durch  a theilbar  sein:, 
fl,  2fl,  3fl  . . . — fl,  im  Ganzen  — , also  durch  a nicht  theilbar  A = aA — 

fl  fl  fl  \ fl/ 

Durch  A sind  theilbar:  A,  2A,  3A  ...  -r-A,  von  diesen  sind  auch  durch  a nicht 

6 

theilbar,  alle,  bei  denen  dies  der  erste  Factor  1,  2 ...  -r  nicht  ist,  also  im  Gan- 

b 

zen  ^ Zahlen,  also  durch  a und  A sind  nicht  theilbar: 

Auch  durch  c nicht  theilbar  sind  hiervon,  wie  sich  in  derselben  Weise  ergibt, 
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A Zahlen  u.  s.  w.,  so  dass  die  Anzahl  der  zu  A re- 

lativ einfachen,  welche  wir  mit  7 (A)  bezeichnen  wollen,  ist : 

Diesen  Aasdmek  kann  man  nach  Dirichlct  auch  auf  folgende  Art  finden.  — 

1)  Alle  Zahlen  von  1 bis  A sind: 

1,  2,  3 ...  A, 

2)  alle  damnter,  welche  einen  Prim-Factor  a,  b,  c . . . mit  A gemein  haben: 

a,  2a  ...  — a,  5,  26  . . . 6 . . ., 

a 0 

3)  alle,  welche  2 Factoren  mit  a gemein  haben: 

ab,  2ab  ...  — ah,  ac,  2ac  ...  — ac  . 
ab  ac 

u.  8.  w.  Jede  Zahl  nun,  die  zu  A relativ  einfach  ist,  kommt  nur  einmal  in  1) 
vor,  jede  Zahl  r,  die  h Factoren  a,  b,  c mit  A gemein  hat,  kommt  vor: 

in  1)  einmal,  in  2)  Amal,  in  3)  A,mal,  in  4)  A,  mal  u.  s.  w., 

wo  A,,  Aj  . . . die  Anzahl  der  Combinatiunen  zu  2,  3 . . . aus  A Elementen 
sind.  Kon  ist: 

1 — A+A, — Aj-j-  . . . — (1  — 1)^=0,  l + Aj-f-A^-f-  . . . = A, -f-Aj-J-Aj  + . . ., 

d.  h.  r kommt  so  oft  in  1,  3,  5 . . . zusammen,  als  in  2,  4,  6 . . . vor. 

Zieht  man  also  von  der  Gesammtzahl  der  Glieder  in  1,  3,  5 . . . die  in 
2,  4,  6 . . . ab,  so  hat  man  alle  zu  A relativ  einfachen  Zahlen,  und  diese  ist: 

. A A A A 1 1,1,1.  \ 

tf'  ( A)  _A — h * • • r*H — r"h  — h • • •/ 

a b ab  ac  \ a b ab  ac  / 

Diese  Entwickelung  hat  den  wesentlichen  Vorzug  vor  der  vorigen,  dass  sich  auch 
die  Summen  von  Functionen  der  Zahlen,  die  zu  A relativ  einfach  sind,  finden 
lassen.  Ihre  Summe  ergibt  sich  leicht  aus  der  Betrachtung,  dass  je  zwei  dieser 
Zahlen  sich  zn  ergänzen  gleich : 

Die  Somme  ihrer  Quadrate  ist  offenbar: 


0=l’+2’+  . . . +^’-o»fl>+2*+  . . . +^)-  4’(l’+2*+  . . . 

- . . . +a‘b>  (l>+2»+  . ••  +^)+ 


+45-) 


Knn  ist: 


also: 


k*  k 

l*+2*+  . ..  = 


3 2 6‘  " \3a*  2a*  6«)  * \36»  26*  '^66/  ' ' ‘ 

2^  Goa)"*"  ' * ’ 

Ist  n die  Anzahl  der  Factoren  a,  6,  c,  so  ist  der  Coefficient  der  mit  A*  multi- 
plicirten  Glieder  gleich: 
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. . -)  = 0» 


also: 


I)  0- t)  (i- t)  • • • +4  • • • 

= J 0“  t)  (^"  t)  (l-  7)  • • • ('‘’-Mi'  • • •)• 


Za  sätzo. 

Ist  A eine  Primzahl,  so  ist  offenbar: 
jedoch  für  il  = l hat  man: 

y(l)=l. 

Ist  A Potenz  einer  Primzahl  gleich  a**,  eo  ist: 

ff{a)=a  (a-1). 
Sind  p und  q relativ  einfach,  so  ist: 


y(f>.  9)=y(/>)</  (9). 

alles  dies  ergibt  sich  sogleich  aus  der  Form  von  q (/l). 

Satz  H)  Bestimmt  man  alle  Divisoren  D von  A,  cingeseblossen  1 und  A 
und  die  zugehörigen  Functionen  7,  so  ist: 

Beweis  1). 

Es  ist  jedenfalls  D von  der  Form : 

D = a^^  c^'  . . .,  ßi=ß  . • 

q = . . .)  = y (a“‘)  71  y (c^‘)  • • . * 

Alle  Werthe  von  7 (fl)  aber  erhält  man,  wenn  man  alle  Werthe  von  wo 
«,^a  ist,  mit  allen  von  ß^  n.  s.  w,  verbindet.  Es  ist  also  wie  in  Satz  G): 

-^7  (®)=ry  (l)  + 7 («)  + '/ (a*)+  . . . +7  («")]  [(7  (l)+7(*)  + 7 (**)+  • • • 

+ 7 (&^)]  [7  (1)+7  (c)+7  (c*)+-  • • +7  [(c^)]  • • • 


= [l+(«-l)  + («-l)a+  . . . +(fl-l)a""‘][l+(6-l)+(&-l)6+  . . . 

+(6-1)  6^“ ...  [l+(c-l)+(c-l)c+  . . . (c-l)c5'“‘j  . . . 
= (l  + o"-l)(l+6^-l)(l+c>'-l)  . . . =a"6^c^.  ..  =A, 


was  zu  beweisen  war. 

Bei  der  Wichtigkeit  dieses  Satzes  geben  wir  noch  einen  anderen  Beweis. 
Beweis  2). 

Sachen  wir  die  Zahlen  der  Reihe  1,  2 ^.  . . A , welche  mit  A den  grössten 
Theiler  fl  gemein  haben. 

Den  Theiler  fl  überhaupt  haben  die  Zahlen  fl,  2fl  ...  ^ fl.  Der  grösste 
Theiler  ist  fl  bei  denjenigen,  wo  deren  erster  Factor  zu  — relativ  einfach  ist, 


und  die  Anzahl  dieser  Zahlen  ist  7 Setzt  man  nun  für  D 

von  A,  so  erhält  man  auch  alle  Zahlen  von  1 bis  A,  und  also  JC  7 


alle  Theiler 
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Für  jeden  Werth  von  D'  = jy  gibt  cs  nun  einen  und  nur  einen  Werth  von 
D,  so  dass: 

ist. 


SataundScholion. 

Satz  J)  Die  Anzahl  der  Primzahlen  ist  unbegrenzt. 

Beweis.  * 

Angenommen,  cs  wäre  p die  letzte  Primsalil,  so  müsste  jede  Zahl,  die  grosser 
als  p ist,  sich  in  einfache  Factoren  zerlegen  lassen,  die  nicht  grösser  als  p sind. 
Betrachten  wir  nnn  die  Zahl: 

/C=l‘2*3  . . . y+1. 

Es'  ist  K—1  •2*3.  . . />  = !•  Da  nun  das  zweite  Glied  jeden  Factor  9 hat,  der 
kleiner  als  p ist , so  muss  derselbe  auch , falls  ihn  K hat , in  1)  enthalten  sein, 
was  unmöglich  ist. 

Scho  li  0 n. 

Diesem  Satz  lässt  sich  eine  wichtige  Erweiterung  geben. 

„Jede  arithmetische  Reihe,  deren  erstes  Glied  und  Differenz  relativ  einfach 
sind,  enthält  nnendlich  viel  Primzahlen.*' 

Der  von  Dirichlet  gegebene  Beweis  soll  hier  als  Anhang  folgen.  Er  geht 
von  denjenigen  Betrachtungen  ans,  welche  Dirichlet  mit  so  vielem  Glücke  in  der 
Theorie  der  quadratischen  Formen  (vergleiche  den  entsprechenden  Artikel)  cingc* 
führt  hat. 

Die  Primzahlen  lassen  sich  auf  folgende  Weise  in  Klassen  thoilen.  Sei  A 
irgend  eine  gegebene  Zahl,  und  p eine  nicht  darin  enthaltene  Primzahl,  so  ist 
jedenfalls : 

p = tiA+rj 

w»  r kleiner  als  A gemacht  werden  kann,  nnd  mit  A keinen  Factor  gemein  hat. 
Sei  z.  B.  i4  = 10,  so  kann  r nur  =1,  3,  7,  9 sein;  alle  Primzahlen  mit  Aus* 
nähme  von  2 und  5,  zerfallen  in  Klassen  von  der  Form : 

10«+ 1,  10«+3,  lOn+7,  10/1+9. 

Ist  yi  = 4,  so  kann  r nur  gleich  1 und  3 sein,  alle  Primzahlen  mit  Ausnahme 
von  2 zerifallen  also  in  die  Klassen: 

4«+l,  4n  + 3, 

von  denen  die  letzteren,  wie  oben  gezeigt,  anch  complcxe  Primzahlen  sind. 

Den  einzelnen  Thcilcn  der  Zahlonthcorie , von  der  wir  hier  die  allerersten 
Elemente  gegeben  haben,  sind  specielle  Artikel  gewidmet.  Die  wichtigsten  Lehr- 
bücher über  diesen  Gegenstand  sind: 

Le  Gendre,  Theorie  des  nombres. 

Gauss,  Disquxsitiones  arithmeticae. 

Dirichlet,  Vorlesungen  über  Zahlentheorie  (heraus gegeben  von  Dedekind). 
Anhang. 

Beweis  des  Satzes,  dass  jede  unbegrenzte  nriihmetiscbe  Progression,  deren 
erstes  Glied  und  Differenz  relativ  einfach  sind,  unendlich  viel  Primzahlen  enthält. 

A)  Einleitende  Betrachtungen. 

Der  hier  zu  gebende  Beweis  dieses  schwierigen  Satzes  ist  von  Dirichlet  (ver- 
gleiche Abhandlungen  der  Berliner  Academic,  Jahrgang  1837). 

Sei  p eine  ungrade  Primzahl,  c eine  primitive  Wurzel  derselben.  Es  werden 

somit  die  Reste  der  Potenzen  c®,  c’,  c»  . . . c^~-  nach  p in  anderer  Ordnung 
die  Zahlen  1,  2,  3 . . . p 1 ergeben  (vergleiche  den  Artikel:  Qnadratischer 
Rest).  Ist  ferner: 
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y<p—\,  und  c^=;m  modp, 

so  nennt  man  y den  Index  von  n (Ind  ti).  Derselbe  erfüllt  die  der  Qrundeigen* 
Schaft  der  Logarithmen  analoge  Congruenz: 

Ind  a&  = Ind  & nu>d  p — \. 


Es  ist  ferner : 


Ind  1 = 0,  Ind(p-1)=^, 

ferner  Ind  n grade  oder  ungrade,  je  nachdem  n quadratischer  Rest  oder  Nichtrest 
von  p ist  (siche  den  erwähnten  Artikel). 

Sei  nun  w irgend  eine  Wurzel  der  Gleichung: 


1) 

q eine  von  p verschiedene  Primzahl,  s eine  positive  beliebige  Zahl,  die  grösser 
als  1 ist,  so  ist  offenbar: 


2) 


1 1 . y 1 . 1 , 3y  1 

— =1  + 0)' f-O)  ' f-o>  ' — - 

. y 1 s SS  3s 

1— w'  — 9 9 9 


In  dieser  Gleichung  soll  Jetzt  )/  = Indi/  gesetzt,  für  q alle  von  p verschiedenen 
Primzahlen  genommen  , und  die  entsprechenden  Gleichungen  mit  einander  multi* 
plicirt  werden.  Man  erh&lt  dann  als  allgemeines  Glied: 


Sei  ferner : 


m,  Ind  jj  + m,  Ind  + . . . 1 

sm,  sm,’ 
9i  ‘9s  * 

f 


m , m« 
1 ' 9 * 


s 


= "i 


wo  n also  nicht  durch  p theilbar  ist,  so  hat  man: 


«ij  Ind9j+  Ind  =Ind 

das  allgemeine  Glied  ist  also : , 

n* 

entsprechenden  Factoren  verstanden  wird: 


j,”**  . . .)Elndn  mod^— 1, 

Also  wenn  unter  U das  Product  der 


Das  Zeichen  n geht  auf  alle  Primzahlen  q,  die  von  p verschieden  sind,  das  Sum* 
menzeichen  auf  alle  Zahlen  n,  die  nicht  durch  p theilbar  sind. 

s kann  hierin  alle  Werthe  zwischen  +2  und  co  haben.  Diese  Bedingung  ist 
der  Convergenz  der  Entwickelung  wegen  nötbig.  Denn  sei  das  Pro- 

duct der  m ersten  Factoren  von  L.  Diese  m Factoren  mögen  allen  Grössen  q 
entsprechen,  die  kleiner  als  h sind,  wo  h irgend  eine  ganze  Zahl  vorstellt. 

Sei  dann  L = A+/i*  der  Werth  der  in  3}  gegebenen  unendlichen  Reibe,  so 
ist  offenbar: 


WO  die  Summe  rechts  nur  Ausdrücke  n,  die  nicht  kleiner  als  h sind,  enthält. 
Also  ist : 

^ — :+  ^ 


» • n 


"*  "*  ■ A*  ■ (A  + 1)*  (A  + 2)* 

ein  Ausdruck,  der  unter  jede  Grenze  sinkt,  wenn  A wachsend  genommen  wird, 
jedoch  nur  dann,  wenn  s>l  ist.  Dann  ist  also  f =>l,  o —u,  und  unsere  Reihe 

' f»  ' ^tn 
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convergirt  in  der  That.  Man  kann  aber  s auch  gleich  l-fc  Batzen,  and  q jeden 
noch  80  kleinen  positiven  Werth  geben.  Es  fragt  sich , was  wird  ans  L , wenn 
p anendlich  klein  wird?  Hierbei  ist  jedoch  anf  die  verschiedenen  Werthe  von  L 
Rücksicht  r.ii  nehmen.  Den  p — 1 Werthen  von  w,  nämlich: 

wo  < eine  primitive  Warzcl  der  Einheit  ist,  entsprechen  die  Wertho  von  L: 

4)  L — li L — I ...  Id  — j , 

and  hierin  ist: 

P.-\ 

s®  = l,  # 2 =-l 

an  setzen.  Wir  Sachen  znnächst  den  Werth  von  der  f*  = l entspricht. 
Betrachten  wir  zunächst  die  Reibe: 

wo  k eine  positive  ganze  Zahl  ist. 

Setzt  man  in  die  Formel: 


für  k der  Reihe  nach  k,  ir-f-li  ^+2  . . . and  addirt,  so  erhält  man: 


Addirt  man  — and  subtrahirt: 
Q 


1 _ rjy) 

e /'(!+(>) 


so  erhält  man: 


__  1 1 
^ e ^(i+e)  J 0 


1-ib 


>«(f) 


Das  zweite  Glied  nähert  sich  für  anendlich  kleines  q der  Grenze: 


f'\ 


X 


■^rf) 


. dx. 


Nehmen  wir  nan  die  Reihe : 


(A  + o) 


+ 


1 1 


l + . . . - 1 f 1 I L 

^ ■ I 


so  ist  diese  ^+7(?)i  wo  sicli  7 (p)  einer  endlichen  Grenze  nähert.  Nun 
besteht  ans  p — 1 Partialreihcn  von  der  Form: 


+ 


m 


i 
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wo  man  für  m:  1,  2 . . . p— 1 zu  setzen  hat,  also; 

5)  = 

wo  V'((^)  f“*"  anendlich  kleines  p einen  endlichen  Werth  annimmt.  Also  wird 
für  p = 0 00,  so  dass  endlich  bleibt. 

• pp 

Denken  wir  ans  jetzt  die  allgemeine  Beiho  L so  geordnet , dass  n wachsend 

fortschreitet,  so  ist  für  unendlich  kleines  p die  Reihe  gleich  2 was  für 

andere  Ordnung  nicht  nöthig  wftre.  Denn  sei  h irgend  eine  ganze  Zahl ,'  so  ist 
die  Summe  der  Ap— 1 ersten  Glieder  gleich: 


wo: 


/‘(x)==o>^’  x4-w^*x*4-  . . . +to  ^ ^ 

Ist  nun  (ü  nicht  gleich  1,  so  ist  ~f{t)  durch  1— x theilbar,  denn  man  hat: 


Y 

f (x)  = • . . +a>  ^ = 1+0» +CÖ* -|-  . . . +0»^  " = 0. 

Befreit  man  Zähler  und  Nenner  des  Braches  unter  dem  Integralzeichen  von  die- 

t+ui 

sem  Factor  1— x,  so  wird  derselbe: . t und  « sind  Fo> 

l + x + x*+  ...  +x^ 

Ijnomc  mit  reellen  Cocfhcicnten.  Seien  nun  T und  U die  grössten  Zahlenwerthc 
Ton  i und  u zwischen  den  Grenzen  0 und  1,  so  sind  der  reelle  und  imaginäre 
Theil  des  zweiten  Integrales  bezüglich  kleiner  als: 


T 

r(s) 


tJ  n \x  / ( 


and: 


(Ap  + 1)' 

0 (Ap+1)* 


Das  Integral  verschwindet  also  für  A=ao.  Also  convergirt  die  Reihe  für  die 
angenommene  Ordnung  der  Glieder,  und  cs  ist: 


y 


dx. 


Hier  wie  im  Folgenden  ist  immer: 


y=Ind9,  y^=slndm  . . . 

So  lange  s>0  ist,  bleibt  diese  Function  stetig  und  endlich,  und  ebenso  ihr  Diffe- 
rcnsialquotient  nach  s,  wie  man  findet,  wenn  man  nach  s differenziirt,  und  berück- 
sichtigt, dass  r(s),  — stetig  und  endlich  sind,  und  dass  für  positives  $:  r(») 
nicht  0 wird.  Setzt  man  also: 
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l X 5-1  / I \ 

Tw/„  Tiy 

so  ist  ftir  positires  p: 

6)  V'(i+e)=V'(i)+eV''(H-‘^e).  /(i+tO=jr(i)+p/(i+*e), 

wo  (f  und  f positive,  von  p abhängige  Bräche  sind.  För  w — — 1 wird  jf(l)=0, 

und  die  conjugirten  Wurzeln  o),  — haben  gleiche  t/>,  entgegengesetzte  jf. 

y 1 

Es  ist  nun  zu  beweisen,  dass  die  endliche  Grenze,  der  sich  JT  (o*  — ; — nä- 

n ' 

hert,  wenn,  to  nicht  = 1 ist,'  für  unendlich  kleines  p von  0 verschieden  ist.  Diese 
Grenze  ist: 

/l=_r*  Z-—  dr. 

J 0 J>-1 


2m  n . 


Sei  irgend  ein  Lincarfactor  des  Nenners  r— e ^ , m aus  der  Reibe  0,  1,  2 . . . 

T 

p— 1.  Zerlegt  man  in  Fartialbrüche , so  wird  der  Zähler  des  Bmches 


.P-1 


1 


m 


Smn 

w — e ^ 
also : 


V-1 


durch  den  Ausdruck  , worin  xssae 

»xP-' 


2m  n . 


zu  setzen  ist, 


Da  A , = 0 ist,  so  hat  man : 


(2m  71 
e P }. 


n pm=i  ' l./o  amn. 


:-e  P 


f 2m  71  .1  *71  . 

— •[  9 = ?-^  Yg 

e ^ f = .S  Ui  ^ e 


• 

Setzt  man  für  gm  den  Rest  h nach  mod»,  so  sind  1,  2 . . . p— 1 die  Werthe 
von  Ä,  und  da: 


BO  ist: 
also  : 


9m  = Amodp, 

Ind  jr  = Ind  A— Ind  m mod  p— 1, 


,1^1..-' 


^ y.  h--^i  _y 

^ A p '«•  z. 

2^0»  e ' = 0»  f 


1^1 


und  man  hat: 
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r 1 1 I P I «•  f'  ^ 

2(»P  — = — I / 

" P ' ^ J n 


dx 


2m  71  . 

t 


P 


Hieraus  kann  man  noch  nicht  schliessen,  dass  dieser  Ausdruck  im  Allgemeinen 
von  0 verschieden  ist.  Ist  jedoch  a>  = — 1,  so  erhält  man,  da  Indm  grade  oder 

ungrade , je  nachdem  (7)  gleich  -j-1  oder  —1,  also: 

. ..V— Ind  m_  /m  \ Ind  « _ / n \ 

"V7/’ 

als  Grenze  von  L . für  unendlich  kleines  n: 
p-i  ^ 

•> 

- (7)  ^ = -7^'^  (7)  t) + T ( 1-t)  0- 

und  da  zwischen  den  Grenzen  m = 1 und  m=p—l:  .7  1 — 1 = 0 ist  : 

!2  JI  l ,•  ,-Ht  .■Tjijr''*' ! 7>  .l'twl“  ‘’'-h • 

. «T ‘^(7)  [■#•’"  t)- 7-]- 

Wir  unterscheiden  nun  die  Fälle,  wo  p Von  der  Form  4^+3  nnd  wo  es  ^+1 
ist.  im  ersten  Falle  ist: 

(m\  *7  . mn  . (p—m)n 

_l  = _lc ■ and  «n  — = sin^^ —j  , 

P/  ■>  \ p / ‘ J)  .!>.»(„.  F 

also  verschwindet  der  reelle  Theil  tder  Summe , und  wenn  man  mit  a die  Werthe 
bezeichnet,  fttr  die  ^—.^  = 1,  mit  b die,  wo  ^—^  = —1  ist,* so  ist: 


von  m 


Ist  /)  = 4a-f*l«  80  verschwindet  der  imaginäre  Theil,  nnd  man  hat: 


... 

— »I  TTsm  — 
P 


Wenn  nun  <u  = — 1 ist,  so  ist  im  ersten  Falle 
= \p.  Man  hat  also  respcctiye: 


:ypy— 1,  im  zweiten 


f\eP  /= 

\ p / n pYp^ 

' _ . bn 

/ \ , . //sin  — 

' //sm  — 

P 

Im  ersten  Falle  ist  jedenfalls  1 ® verschieden,  da  Xa-\-2b=p  ^ 
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nngr.de  i.t,  .1.»  1«  eicht  gleich  Ib.  Fhr  den  .-eiten  F.ll  nimmt  m.n  die 
Glcichangen : 


V,_.F  f=r-7.Yp. 

( 

p / = r+ZYp. 


2fl 

wo'  r und  Z Poljnome  mit  ganzen  Cocfficientcn  sind  Die  MuUiplication  dieser 
Producte  gibt: 

4*^=V-pZ’. 

Sei  nnn  J=  1,  nnd  nennt  m.n  j nnd  * die  g.n.en  Zehten.  die  Y nnd  Z gleich 
werden,  so  kommt: 

p+1 

‘2 


«sin  — =p-  *Vp, 
V 


P + 


2 ■ n sm^=  g-\-h\p,  g*—ph*-\p. 

Es  ist  also  g durch  p thcilbar.  Setti  man  g-pk,  und  dividirt  die  beiden  ersten 
Glieder  durch  einander,  so  kommt ; 

. hn 

"'“”T_^Vp4-ä 

. an  kYp—k' 

/Isin  — 

P 

h*=pk*=-i. 

Nach  der  zweiten  Gleichung  ist  * nicht  0,  also 

L verschieden,  woraus  mit  Berücksichtigung  des  obigen  Ausdruckes  folgt. 


X.  T V«  OVSSS%r\*V  «1  » o 

^ (!L)  1 nicht  gleich  Null  ist.  Als  Grenzwerth  eines  Productes  positiver  Fac- 

ist  cs  auch  positiv.  (Hieraus  folgt  übrigens  auch , dass 


P 

toren  17 


9 +e 


für  p = 4/<+3,  2b>2a  ist.) 

Wenn  m weder  0 noch  - ^ - ist,  soll  jetzt  nachgewiesen  werden,  das 

^ .1 

für  unendlich  kleines  p von  0 verschieden  ist.  Man  entwickelt  in  // 


m 


1- 


I + P 


den  Logarithmus  jeden  Factors  durch  die  Formel : 

-lg  = + 

nnd  findet: 


(9*) 


I -f  p 


3y 


(9*) 


1+9 


= \gL, 


wo  sich  die  Somme  auf  g bezieht.  Setzt  man  (ür  der^Reihe  nach  1,  f, 

",  addirt,  mit  Berücksichtigung,  dass  1+*^^+«**^+  • • • ^ 

verschwindet,  wenn  hy  nicht  durch  p— 1 theilbar  ist,  wenn  letzteres  aber  statt- 
findet, gleich  p—1  ist,  und  dass  die  Bedingung  Ay  = 0modp— 1 gleichbedeutend 

1^  = 1 modp  ist,  so  ist: 
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(p-l)(^-^^+jZ-^+i^-3^+  . . ,)  = Ig(£.  L,... 

WO  sich  die  erste,  zweite  . . . Sammation  auf  die  Werthe  von  g erstreckt,  deren 
erste,  zweit«  . . . Potenzen  in  der  Form  enthalten  sind.  Da  die  erste 

Seite  reell  ist,  so  ist  das  Prodnet,  dessen  Logarithrons  genommen  ist,  positiv. 
Die  linke  Seite  bleibt  stets  positiv,  und  es  lässt  sich  zeigen , dass  wenn  man 

als  verschwindend  annähmc,  die  zweite  Seite  — oo  würde.  Diese  zweite  Seite  ist: 

^ -I  ^ 

wo  wegen  5) : 

I«  £.  = lg  j+ (f  (.)  = lg  ( j)  + lg  (^+  ?'/  f) 

t 

ist.  Das  zweite  Glied  nähert  sich  der  endlichen  Grenze  lg  lg 


p-i 


bleibt  endlich,  da  der  Grenzwerth  von 


p-i 


von  0 verschieden  ist.  Einer  der 


übrigen  Logarithmen,  IgL  , L ist  noch: 

ffi  p—  1 — fn 

lg  Cv'*  (i+p)+/* 

welcher  Ausdruck,  wenn  L , also  auch  L die  0 znr  Grenze  hätte,  so 

m p— 1— ifi 

da«.  v>(l)=;r(l)  = 0 w»re,  in;  „.X: 

lg  i-’  [■/•”  a+<Tri+/*  (1+.  p)) = rig j+igi<io+A>)+/'*  ' 

über^hige.  Vereinigt  mau  —21g — mit  dem  ersten  ^ Gliede  von  lg  L,,  soibleibt 

1 ' ' ^ .iVv  . , 

~lg — > welcher  Ausdruck  für  unendlich  kleines  o — oo  wird,  nnd  nicht  durch 
g t • . ’ 

lg  (14" + ♦(*)]  aufgehoben  wird,  denn  dieser  Ausdruck  bleibt  end- 
lich odcr'wird  — oo,  wenn  ^&'(1)=/'(1)  = 0 wäre.  Also  wird  nicht  0,  wenn 

m nicht  Null  ist,  d.  h.: 

y 1 


7) 


:-y 


, 4 £u)  ^ ^ - -J-4  2<o  ^ ^ 


. . . =lgL 


nähert  sich  immer,  wenn  nicht  f>  = l ist,  einer  Grenze,  wird  für  (u  = l aber  un- 
endlich. 


B)  Anwendung  auf  die  arithmetischen  Reihen. 
Setzen  wir  jetzt  in  Gleichung  7)  nach  einander  (ü=1.  s,  c' 


. . *P--  und 

addiren  die  so  entstehenden  Gleichungen  bezüglich  mit  1,  < , < .... 

t , addiren  dann  die  so  gebildeten  Gleichungen,  so  kommt  links: 


1 y j.  ^ a. 

1+»  +S  + 


• . +* 


(p-2)(y-y^)  1 


■i  ^ (l+ 


»y-y, 


m 


2(^y-yJ  (p-*)(^y-y«)\  i . 


-y, 


m 


2 (-'y-y^) 

■f»  + 


. . +* 


(p-a)(3y-yj 


\ * 
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Die  Sammenzeichen  gehen  hier  auf  die  Werthe  roo  9,  nnd  es  ist  y = lndg, 

Y =Indm.  Nnn  ist  immer: 

* m 


^y-Ym  ^^^Y-Ym 


1+t  "’-f « 

aasgenommen  den  Fall,  wenn: 

d.  h.  wenn: 

ist,  and  hieraus  folgt  dann: 


,1  + e 


1 


4"  ...  + * 

hy—y^  = Omodp—ly 
q^:zm  mod  p 
1 


ip-2)hy-y 


m 


=0, 


p-i 


(^8  ^ • 4"  ♦ lg  ^ 1 4-  • ♦ . 


4-* 


-(p-2)y 


"».lg 


Hier  bezieht  sich  bezüglich  die  erste,  zweite,  dritte  . . . Summe  links  auf  alle 
Primzahlen  9,  deren  erste,  zweite,  dritte  . . . Potenzen  in  der  Form  fjp-\-m 
enthalten  sind.  Ist  nun  9 verschwindend  klein,  so  wächst  lg  Lg  ins  Un- 
endliche, während  4^2" -^4*4  4"  • • • noch  endlich  bleibt.  Es  muss  also 

2*  — — anendlich  sein  , d.  b.  es  gibt  unendlich  viele  Primzahlen  von  der  Form 

,‘+f 

fip-\-m.  Es  ist  also  unser  Satz  für  den  speciellen  Fall  bewiesen,  dass  p eine 
Primzahl  und  m kleiner  als  p ist. 

Um  diesen  Beweis  auf  beliebige  Differenzen  m anszudehnen,  nimmt  man 
folgende  Sätze  der  Zahlentheorie  (Gauss,  Soct.  III)  za  Hülfe: 

I)  Die  Existenz  primitiver  Wurzeln  findet  auch  für  Potenzen  angrader  Prim- 
zahlen p^  statt.  Ist  c eine  primitive  Wurzel  von  so  sind  die  Reste  der 

Potenzen  c“,  c»,  c*  . . . c^P~^^P  Ton  einander  verschieden,  und  fallen 

mit  der  Reihe  der  Zahlen  zusammen,  die  kleiner  als  p^  und  relativ  einfach  zu 
sind.  Hat  man  also  irgend  eine  nicht  durch  j?  theilbare  Zahl  n,  so  ist  der 

y 

Exponent  }'„<  (p  — *,  welcher  der  Congrueuz  c "swCntodp*^)  genügt,  völ- 
lig bestimmt.  Man  kann  also  auch  hier  setzen:  p^=Indts.  Von  diesen  Indices 
gelten  wieder  die  Sätze,  dass  : 

IndoÄElnd  a4-Ind  6 mod (p  — 1) p” ~ *, 
und  y^  ist  grade  oder  ungrade,  je  nachdem: 

^■^^  = 4*1  oder  = — 1, 

nnter  (7)  das  bekannte  Symbol  (vergleiche  den  Artikel:  Quadratischer  Rest) 
verstanden. 

II)  1;  Lassen  wir  die  Potenz  2'  ausser  Acht,  so  hat  man  für  den  rood2* 
die  primitive  Wurzel  —1.  Bezeichnet  man  den  Index  für  eine  ungrade  Zahl  n 

a 

mit  so  dass  (—1)  ”=  n mod  4,  so  ist  «^=0  oder  1,  je  nachdem  n von  der  Form 
4p4~l  oder  4p +3. 


2.  Ist  der  Modul  2 , A<3,  so  gibt  es  keiue  primitive  Wurzel,  Nimmt  man 

,>A— 1_ 

aber  5 oder  8u4-6  zur  Basis,  so  sind  die  Reste  von  5®,  5*  ...  6*  ' ver- 

schieden, und  alle  Zahlen  kleiner  als  2^  von  der  Form  4p  4-1.  Ist  also  n von 
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der  Form  4u+l,  so  lässt  sich  5 =>*mod2  durch  ein  und  nur  oiu  lösen, 

wenn  es  kleiner  als  2 sein  soll.  Hat  n die  Form  4^  + 3,  so  ist  die  Con- 
gruenz  unmöglich.  Da  aber  dann  — n die  Form  4u+l  hat,  so  sei  der  Index 

einer  ungraden  Zahl  n der,  welcher  kleiner  als  2 ist,  und  die  Congrucnz 
5E  + «niod2^  erfüllt.  Also  durch  den  Modul  ist  der  Rest  » nicht  völlig  be- 
stimmt, da  ihm  zwei  Reste  entsprechen , die  sich  zu  2^  erg&nzen.  Für  diese  In- 
dices  gelten  die  Sätze,  dass: 

Ind  rt6  = Ind  a-f-Io4  ö mod  2^~  *, 

ß^  grade  oder  ungrade,  je  nachdem  n die  Form  8,«  + l oder  + Ö 

die  Zweideutigkeit  zu  heben,  muss  man  ausser  Ind  d , der  sich  auf  mud  2^ 

li 

Basis  5 bezieht,  noch  Indn^,  der  sich  auf  mod4  Basis  —1  bezieht,  betrachten, 

l 

und  Jo  nachdem  a =Ooderl,  ist  das  obere  oder  untere  Zeichen  5 =-i-mmod2 
n — 

**  ß i 

zu  nehmen.  Man  kann  auch  schreiben  (—1)  ”5  E«mod2*. 
l n 71^ 

III)  Sei  k = 2 p p'  , A^3,  p,  p' von  einander  verschiedene  ungrade  Prim- 
zahlen. Ist  N durch  keine  der  Zahlen  2,  p,  p'  ..  . theilbar,  und  kennt  man  die 

den  Moduln  4,  2 , p , p*  und  ihren  primitiven  Wurzeln  —1,  5,  c,  c'  . . . 
entsprechenden  Indices  er  , ß , v , y'  . . .,  so  hat  man  die  Congruenzen : 

ff  fl  Ä 

er  ß y y*  t 

(—1)  ”Enmod4,  5 "E  + »»mod2  , c "Enmodp^,  c'  ^E^modp'^  , 

wodurch  der  Rest  von  n nach  A vollständig  bestimmt  ist.  er,  ß,  y,  y*  heissen 

System  der  Indices  für  «.  Da  er,  /9,  p,  y'  . . . resp.  2,  2^  *,  (p— l)p^  ^ 

(p'—  1)  p'^  ~^  . . . verschiedene  Werthe  erhalten  können,  so  ist: 

8)  . =rr. 

Wir  beweisen  Jetzt  unsern  Satz  in  det  Voraussetzung,  dass  die  Differenz  k 
durch  8 theilbar  sei.,  was  natürlich  der  Allgemeinheit  nicht  schadet.  Denn  in 
einer  beliebigen  Reihe  können  Ja  immer  die  Je  achten  Glieder  betrachtet  werden, 
unter  welchen  sich  dann  unendlich  viel  Primzahlen  befinden  müssen. 

Seien  &,  if,  ta,  o)'  . . . irgend  welche  Wurzeln  der  Gleichungen: 

-A— 8 / n — i 

9)  »*-1  = 0,  y*  -1=0,  -1  = 0, 

q eine  beliebige,  von  2,  p,  p'  ..  . verschiedene  Primzahl.  Es  ist  nun: 


1 a«  /S  y 1 

1 — # w'  ...  — 


-f*  y>  Ol  ...  -f-  . . ., 

s ' 2 s ’ 


wo  s>l,  und  das  System  der  Indices  a, ‘ß,  y . . . sich  auf  q bezieht.  Man  mul- 
tiplicirt  alle  Gleichungen  dieser  Form  für  alle  Primzahlen  q,  so  kommt: 

10)  n ^ = .T5"/o/  . . . 


1 a**  y 1 

1 — ^ Ol'  . . . 


n 


wo  sich  das  Multiplicationszeichen  auf  q , das  Snmmenzeichen  auf  alle  aus  allen 
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q zusammengesetzte  Zahlen  bezieht.  Das  System  der  Indiccs  entspricht  links 
rechts  n.  Die  Gleichung  10),  in  der  die  verschiedenen  Wurzeln  .*»,  7,  w . . . 
combinirt  worden  können  , enthält  K besondere  Gleichungen.  Um  diis  L , was 
jeder  Verbindung  entspricht,  zu  bezeichnen,  denke  man  sieh  die  Wurzeln  jeder 
der  Gleichungen  9)  als  Potenzen  von  einer  dargestellt.  Seien  = — 1,  ‘/>,  SLy  iL* 
n.  8.  w.  geeignete  Wurzeln,  so  setzt  man: 


7=‘#•^ 

wo  : 

«<2,  Ä<2^“*, 

c<(p-l)/)”“^  . 

und  dieser  Darstellung  entsprechen : 

11)  /#,  ö,  Cy  C ... 

Die  Reihen  L lassen  sich  in  drei  Klassen  thcilen : 


Erste  Klasse:  ^ d,  h.  wo  » = 1,  '/  =1,  tü==  1 . . ., 

Zw’eite  Klasse:  enthält  alle  L,  wo  nur  reelle  Wurzeln  der  Gleichung  vor 
kommen:  ,‘>=+1,  7 = + !,  «=  + l . . ., 

Dritte  Klasse:  wo  wenigstens  eine  Wurzel  imaginär  ist. 


Die  Reiben  dieser  Klassen  sind  einander  paarweise  zugeordnet.  Werde  non 
in  s = l-fp  M unendlich  klein.  Betrachten  wir  die  erste  Eüasse,  so  ist  diese  die 
Summe  von  a Partialreihen: 


tn<k  und  relativ  einfach  zu  k,  und  wie  in  A)  gezeigt  ist,  die  Summe  der  Reihen 
dieser  Klasse : 


12) 


K l 

-^-+7e- 


Für  die  Reiben  zweiter  und  dritter  Klasse  findet  man,  wenn  n wachsend  fort' 
schreitet,  und  s>0: 


13)  i = i r’  i; 


«—  1 


1« 

— X 


lg 


t—  s 


wo  sich  Z rechts  auf  alle  ti<A  und  zu  k relativ  einfach  erstreckt,  und  n,  /9,  /, 
y'  . . , das  System  der  Indicea  für  n bedeutet.  Um  zu  beweisen,  dass  die  zweite 

Seite  endlich,  bemerke  man,  dass  Z a>^ . . . ' den  Factor  1—x 

was  erhellt,  wenn  man  x = l setzt,  w-as; 

(i+»)(i+7*^  ’“‘)(i+«+  . . . +«,0»-Op'* 

gibt,  von  dessen  Factoren  wenigstens  einer  verschwindet,  da  die  Wurzelcom- 
binationen  = 1 , 7=1,  o»=:l  . . als  der  ersten  Klasse  entsprechend,  ausge* 
schlossen  ist.  Die  zweite  Seite  der  Gleichung  13),  so  wie  ilir  Dififerenzialquotient 
nach  s sind  stetige  Functionen  von  s , also  jede  Reihe  zweiter  und  dritter  Klasse 
nähert  sich  der  endlichen  Grenze: 


14)  Z»"q^io>'  to'y' 


1_ 

n 


Noch  ist  zu  beweisen,  dass  diese  Grenze  von  0 verschieden  ist. 

i ehmen  wir  an,  diese  Eigenschaft  sei  für  L der  zweiten  Klasse  bewiesen, 
und  beweisen  es  für  die  dritte.  Nehme  man  von  Gleichung  10)  auf  beiden  Seiten 
oie  Lioganthmen,  so  erhält  man  durch  Entwickelung: 


Zahlenlehre. 


487 


Zahlenlebre. 


. . . 1-+J  V, . , . 1 + . . . =,gi, 

,‘+i' 

wo  die  Indiccs  zu  q gehören.  Stellt  man  die  Wurzeln  .*>,  y,  tu  . . . nach  Formel 
10)  dar,  80  ist  das  allgemeine  Glied  der  ersten  Seite: 

und  die  zweite  Seite : 

IgL  . 

^ a,  0,  c . 

Sei  nun  m irgend  eine  ganze  Zahl  <lr,  relativ  einfach  zu  k.  Multiplicirt  man 
auf  beiden  Seiten  mit: 

— ita—ßb—yc  — y'  c* 

« ”*  */.  n Sl' 

und  schreibt  auf  der  ersten  Seite  nur  das  allgemeine  Glied : 

1 _ 1 

«/» 


■ 


k + k(t 


a 

b 


— « a — ß b —y  c 
= W '/>  ii  ...  lg  L 

<1  = 1 

b = 2*-  •-! 


a,  b,  c 


Summirt  man  nun  von  > =0  bis  . .x  n — l t , so  kommt  links  das  all* 

c ( c = {p  — l)p  —1 


gemeine  Glied:  -j-  JSW  ^ ^ > "’o  - s'^h  auf  q bezieht  und  IK  das  Product  der 

nach  a,  b,  c . . . zwischen  den  angegebenen  Grenzen  zu  nehmenden  Summen 
(Af<-n^)  {hß-ß^) 

£ H 1 l'l*  bedeutet. 

Wir  haben  oben  gezeigt,  dass  die  erste  Summe  2 oöer  0 ist,  je  nachdem  die 

Cougmenz  ka—a^  E mod  2,  oder  was  dasselbe  ist  y^E»»niod4  stattfindot  oder 

nicht,  dass  die  zweite  2*  " oder  0 ist,  je  nachdem  q E + «*  tnod  2 statthndet 

oder  nicht,  dass  die  dritte  (p  — l)p^  ^ oder  0 ist,  je  nachdem  y^Entmodp^ 

stattfindet  oder  nicht  u.  s.  w.  W verschwindet  also,  wenn  nicht  q EwtmodÄ, 
in  welchem  Falle  W:zK  wird,  also: 


15) 


, + . . . =JT 


— a a — ß b ~y„  ® 
•P  Sl 


q • ^ q 

...  lg  L . 

0)  C • • • f 

wo  sich  2"  links  auf  alle  q bezieht,  deren  1,  2,  3 . . . Potenzen  die  Form 
fik+m  enthalten,  2 'rechts  erstreckt  sich  über  <*,  6,  c . . . in  den  gegebenen 

^ .*  ^ i a A m m » .1  J A M ^ a A ^2  A ■ a M 


Grenzen.  Sei  m = l,  so  wird  <<  =ß^  —Y^  • • • =0»  die  rechte  Seite 

Pi  ni  ' 


— 2 lg  L , Unter  den  Gliedern  dieser  Summe  wird  das , welches 

A a,  o,  c . . . 

L entspricht,  nach  12)  lg  — enthalten,  die  Glieder  zweiter  Klasse  geben 

0|  0 • • • ^ 

hach  der  Annahme  endliche  Resultate;  wäre  nun  der  Grenzwerth  dritter  Klwse 
gleich  Null,  so  würde  wie  in  13)  fUr  den  Logarithmus  dieses  L mit  dem  ihm 
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Zahlensystem. 


sugcordneten  das  Glied  — 2 lg  — sich 

ergeben,  was  — oo  gäbe.  Also  hat  kein 
L dritter  Klasse  Noll  zum  Grenzwerth, 
also  bleibt  lg  ^ _ l . endlich, 

ausser  wenn  a = b=  c=:  . . . =0,  wo 
der  Log^ithmus  unendlich  wird.  Dies 
auf  15)  angewandt,  zeigt,  dass  die  zweite 
Seite  unendlich  wird,  also  auch  die  erste. 


also  enthält  2- 


unendlich  viel  Glie- 


der, d.  h.  die  Anzahl  der  Primzahlen 
von  der  Form  kfj+tn  ist  unendlich  gross 
Ans  14)  folgt  noch: 


16)  i(±l)"(+l)'*(±l)’'-.=-. 

tl 


WO  ft  . . . (auf  H bezüglich)  nicht  Null 
wird.  Dies  ergibt  sich  nämlich  aus  dem 
Ausdruck  für  die  Anzahl  quadratischer 
Formen  für  eine  gegebene  Determinante. 


Zahlensystem  (Arithmetik). 

Die  wohlgeordnete  Zusammenstellung 
aller  Zahlen,  worin  jeder  ihr  Platz  an- 
gewiesen ist,  so  dass,  obgleich  deren 
unendlich  viel  sind,  sie  aufgefonden  und 
dargestellt  werden  kann.  Unser  Zahlen- 
system beruht  darauf,  dass  jede  ganze 
Zahl  M als  Potenzensumme  einer  belie- 
bigen ft  dargestellt  werden,  also : 

ai  — aa  -i-aj«  -fa,  <t 

■f  ft  , a4-a  , 

ft — 1 ^ fl’ 

wo  a,  a.,  a,  . . . a alle  kleiner  als  n 

sind.  Für  jede  Zahl  kleiner  als  n muss 
es  ein  besonderes  Zeichen  (Ziffer,  Zahl- 
zeichen) geben.  Führt  man  noch  ein 
Zeichen  0,  welches  anzeigt , dass  ein 
Coefiieient  nicht  vorhanden  ist,  ein, 

so  können  die  Grössen  «”  * . . . 

ganz  wegbleiben,  da  sie  schon  durch  die 
Stellung  der  Coeffieienten  angezeigt  sind, 
so  dass  a ft]  . . . das  abge- 
kürzte Zeichen  für  das  obige  Poly- 
nom ist. 

In  unserm  Zahlensystem  ist  « gleich 
zehn , und  es  sind  daher  ausser  0 noch 
9 Ziffern  nöthig. 

Die  Brüche  fflgen  sich  durch  die  Be- 
trachtung ein,  dass  Zähler  und  Nenner 
derselben  ganze  Zahlen  sind.  Jedoch 
gibt  die  Theorie  der  Decimalbrüche,  oder 
die  Anordnung  der  Zahlen,  welche  klei- 
ner als  die  Einheit  sind,  nach  negativen 
Potenzen  von  « einen  noch  genaueren 
Znsammenhang  zwischen  Brüchen  und 


ganzen  Zahlen.  Auf  dem  Zahlensystem 
beruht  unser  numerisches  Hechnen  (ver- 
gleiche hierüber  den  Artikel:  Quan- 
tität). 

Unser  Zahlensystem  ist  den  Indiern 
entnommen , soweit  es  die  schriftliche 
Anordnung  der  Zahlen  anbetrifft.  Je- 
doch die  Aussprache  der  Zahlen,  welche 
sich  ebenfalls  dem  zehntheiligen  System 
anschliesst,  ist  allen  einigermaassen  ge- 
bildeten Völkern  gemein.  (Einige  Völ- 
ker auf  der  untersten  Stufe  der  Bildung 
sollen  nach  anderen  Zahlen  ordnen.) 

Der  Umstand,  dass  man  zuerst  die 
zehn  Finger  zum  Zählen  benutzt,  haben 
ohne  Zweifel  auf  die  Zahl  zehn  geführt. 
Dieses  System  vereinigt  auf  glückliche 
Weise  die  beiden  Vortheile,  dass  man 
nicht  zu  viel  Ziffern  braucht,  deren  grös- 
sere Anzahl  das  Rechnen  erschwert,  und 
auch  nicht  bei  mässigen  Zahlen  zu  viel 
Stellen  bedarf.  (Bei  einem  dreitheiligen 
System,  welches  nur  die  Ziffern  0,  1,  2 
hat,  Wörde  z.  B.  die  Zahl  112  schon  5 
Ziffern  haben.) 

Dennoch  lässt  »sich  die  Frage,  ob  dies 
System  das  allerzweckmässigste  mögliche 
sei,  nicht  unbedingt  bejahen.  Die  Divi- 
sion wird  erleichtert,  namentlich  auch 
bei  Einführung  der  negativen  Potenzen, 
wenn  die  Grundzahl  « viel  Theiler  hat. 
10  hat  jedoch  nur  2 und  5 zu 
während  die  ebenfalls  nicht  zu  grosse 
Zahl  12  die  Theiler  2,  3,  4,  6 hat. 
Wollte  man  dessenungeachtet  einwen- 
den,  dass  das  Multiplicircn  und  Dividiren 
zwölftheiliger  Systeme  zu  schwierig  sei, 
so  widerlegt  sich  dies  dadurch , dass 
man  ja  z.  B bei  der  Eintheilung  des 
Fusscs  in  12  Zoll  sich  eines  secundären 
zwölf theiligen  Systems  wegen  des  über- 
wiegenden Vorthcils  ‘der  häuügeren  Thci- 
lung  bedient.  Indess  ist  dieser  Vortheil 
immerhin  kein  sehr  bedeutender . und 
kann  namentlich  nicht  veranlassen,  etwa 
das  seit  Jahrhunderten  und  theilweise 
seit  Jahrtausenden  eingebürgerte  zehn- 
theilige System  aufzugeben. 

Zahlxeichen,  Ziffer  (Arithmetik). 

Siehe  Zahlensystem. 

Zahn  (Maschinenlehre). 

Siehe  Rad. 

Zahnrad  (Maschinenlehre). 

Siehe  Rad. 

Zalmreibnng  (Maschinenlehre). 

Siehe  Rad. 


Zahnstange. 

4. 

Zahnstange  (laschinenlehre). 

Siche  Rad. 

Zapfenreibnng  (Mechanik). 

Siehe  Reibung. 

Zanberqnadrat  (Arithmetik). 

Siche  Quadrat  — magisches. 

Zecchine  (Mttnzknnde). 

Italienisches  Goldstück,  gleich  1 Du- 
katen. Auch  in  der  Türkei  und  1 gyp- 
ten  kommt  eine  Münze  dieses  Namens 
vor. 

Zehneck  (Geometrie). 

lieber  die  Construction  und  Berech- 
nung desselben  vergleiche  den  Artikel: 
Raumlehre. 

Zeichenapparat  — djnamometrischer 
(MaschinenlAre). 

Ein  Federdynaroometer , in  welchem 
das  Maass  der  Kraft  vermittelst  eines 
Stiftes  auf  einen  unter  demselben  fort- 
gezogenen Papierstreifen  aufgczoichnet 
wird  (vergleiche  den  Artikel:  Dynamo- 
meter). 

Zeichenregel  des  Descartes  (Algebra). 

Diese  Regel  lehrt  eine  obere  Grenze 
für  die  Anzahl  der  positiven  und  nega- 
tiven Wurzeln  einer  beliebigen  alge- 
braischen Gleichung  finden,  und  die  An- 
zahl der  positiven  und  negativen  Wur- 
zeln überhaupt  bestimmen , wenn  alle 
Wurzeln  reell  sind.  Sie  lautet: 

„Wenn  man  bei  irgend  einer  alge- 
braischen , nach  Potenzen  von  x geord- 
neten Gleichung  die  Vorzeichen  aller 
Coefficienten  nach  ihrer  Reihenfolge,  und 
diejenigen  Coefficienten , welche  etwa 
gleich  Null  sind,  ganz  beliebig  als  posi- 
tiv oder  negativ  betrachtet,  so  kann  die 
Anzahl  der  positiven  Wurzel  nicht  grös- 
ser als  die  der  Zeichenfolgen  sein. 

Da  nun  die  Summe  der  Zeichenfolgen 
und  Zeichcnwechsel  gleich  dem  Grade 
der  Gleichung,  also  gleich  der  Anzahl 
der  Wurzeln  ist,  so  drückt,  wenn  alle 
Wurzeln  reell  sind,  die  Anzahl  der  Zei- 
cbenwechsel  die  der  positiven,  die  An- 
zahl der  Zeichenfolgen  die  der  negativen 
Wurzeln  genau  ans.“ 

Dieser  Satz  gilt  zunächst,  wie  leicht 
zu  sehen,  für  die  Gleichung  ersten  Gra- 
des: 

ttx-\-  6 = 0. 

Haben  a und  6 gleiche  Zeichen,  so 
findet  in  der  That  eine  Zeichenfolge 


489  Zeichenregel  des  Descartes. 

• 

und  auch  eine  negative  Wurzel,  haben- 
a und  6 ungleiche  Zeichen,  ein  Zcichcn- 
wcchsel  und  eine  positive  Wurzel  statt. 

Wir  beweisen  nun , dass  wenn  unser 
Satz  für  jede  Gleichung  n — Itcn  Gra- 
des gih,  er  auch  für  jede  nten  Grades 
statthat,  womit  dann  derselbe  ganz  all- 
gemein erwiesen  ist. 

Sei  die  gegebene  Gleichung: 

f(x)-=a^x  -4-rt,x  + . • • 

+ «„=  0. 

In  dem  Dififerenzialquotienten : 

/■'(x)=  + 

haben  nun  die  betreffenden  Coefficienten 
dieselben  Vorzeichen  wie  in  f{x)  und 
unserer  Annahme  zufolge  findet  für  die 
Gleichung: 

r[x)=Q 

die  Zeichcnregcl  des  Descartes  statt. 

Da  nun  aber  diese  letzte  Gleichung 
die  Werthe  von  x anzcigt , in  welchen 
der  Ausdruck  f{x)  ein  Maximum  oder  Mi- 
nimum haben  kann  > ohne  dass  dies  noth- 
wendig  ist),  so  lehrt  diese  Regel: 

Die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  der  n 
ersten  Coefficienten  von  f (x)  zeigt  die 
höchste  Anzahl  der  positiven,  die  Anzahl 
der  Zeichenfolgen  die  der  negativen 
Werthe  von  x an,  in  welchen  f{x)  einen 
Grenzwerth  (Maximum  oder  Minimum) 
haben  kann. 

Es  liegt  nun  aber  in  der  Natur  der 
Sache,  dass  immer  einem  Maximum  ein 
Minimum  folgen  muss  und  umgekehrt, 
und  dass  zwischen  je  zweien  dieser 
Grenzwerthe  höchstens  eine,  jenseits  der 
beiden  äussersten  (Jrenzwerthe  auch  nur 
je  eine  Wurzel  liegen  kann . und  mehr 
reelle  Wurzeln  kann  es  nicht  geben. 
Da  nun  die  zwischen  zwei  positiven 
Grenzwerthen  liegende  Wurzel  auch  po- 
sitiv, die  zwischen  zwei  negativen  ne- 
gativ ist,  so  kann  nur  das  Zeichen  der- 
jenigen Wurzel  fraglich  sein , welches 
zwischen  dem  kleinsten  positiven  und  ne- 
gativen Grenzwerth  möglicherweise  liegt. 
Die  Anzahl  der  übrigen  ist  n — 1,  und 
von  diesen  wird  also  der  obere  Grenz- 
werth der  Anzahl  der  positiven,  bezüg- 
lich negativen  durch  die  Zeichenwechsel 
in  den  Coefficienten  von  /“(*)  mit  Aus- 
nahme des  letzten'  angezeigt-  Was  nun 
die  noch  nicht  bestimmte  Wurzel  anbe- 
trifft, BO  kommt  cs  hierbei  auf  das  Zei- 
chen von  a , und  das  von  an. 
n — 1 r» 

Für  x = 0 ist: 


Zeit.- 
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Je  nacJuicm  die  letztere  Grösse  positiv 
«Iller  negativ  ist,  ist  f{x)  für  jc  = 0 >m 
Steigen  uder  Fallen.  Ist  im  crstcrcn 
Falle  a positiv,  so  ist  fürx=0  der 

Wurselwerth  von  f(x)  bereits  über- 
schritten , also  die  fragliche  Wurzel  ne- 
gativ, ist  dagegen  negativ,  so  ist  der 

Wurzelivorth  noch  nicht  erreicht,  also 
die  Wnrzcl  positiv.  Ist  dagegen  , 

negativ,  so  ist  für  positives  a der  Null- 

ft 

wei'lh  von  f(x)  noch  nicht  erreicht,  da 
die  Function  fällt,  und  für  negatives 

bereits  überschritten,  also  im  ersteren 
Falle  die  Wurzel  positiv,  im  letzteren 
negativ.  Also  für: 

a , a 
«— « n 

+ + 

+ 

+ 

so  tindet  im  ersten  und  leuten  Falle 
eine  negative,  im  zweiten  und  dritten 
eine  positive  Wurzel  statt.  Dem  ent- 
sprechend aber  ist  auch  eine  Zeichen- 
folge im  ersten  und  vierten,  ein  Zeichen- 
wcchsel  im  zweiten  und  dritten  Falle 
hinzugekoromen , womit  unser  Satz  er- 
wiesen ist  Selbstverständlich  ist  , wenn 
von  einer  positiven  oder  negativen  Wur- 
zel geredet  ist,  «lies  immer  so  zu  ver- 
stehen, dass  sic  jedenfalls  vorhanden 
sei , wie  dies  oben  schon  gesagt  wor- 
den ist. 

Wir  haben  noch  den  Fall  nicht  be- 
rücksichtigt, wo  f(z)  und  f'(x)  eine 
gemidnschaftliche  Wnrzcl  haben,  dann 
tritt  der  Grenzwerth  für  die  Wurzel 
selbst  ein , und  diese  ist  eine  mehrfache, 
hat  dann  aber  selbstverständlich  mit  dem 
Grenzwerthe  dasselbe  Vorzeichen,  womit 
dieser  Fall  erschöpft  ist. 

Verschwinden  endlich  einzelne  Coeffi- 
cienten,  so  kann  man  dieselben  durch 
abnehmende,  nach  Belieben  positive  oder, 
negative  Zahlen  ersetzen  Da  sich  die 
Wurzeln  der  gegebenen  Glciidtnng  nun 
auf  eine  beliebige  Difteronz  der  so  mo- 
«liticirten  nähern , so  ist  der  obige  Satz, 
der  für  die  letztere  richtig  ist,  auch  noch 
für  die  tirstore  richtig.  Ist  eine  Wnrzcl 
selbst  gleich  Null,  so  kann  man  «licse 
nach  Belieben  als  positiv  oder  negativ 

betrachten.  Da  in  diesem  Falle  o =0 

» 

ist,  so  ent.spricht  negativ  angenom- 


men in  der  That  dom  einen,  positiv 

angenommen  dem  andern  der  beiden 
Fälle. 

Beispiele. 

Die  Gleichung: 

X*  — 4 X*  — 7x’  -f-22x-f  24=0 
hat  4 reelle  Wurzeln; 

x=  — 1,  x = — 2,  x = 3,  x = 4. 

Die  Zeichenreihe  ist: 

4-  — — -f  4- 

Das  sind  zwei  Zeichenwechscl  und  zwei 
Folgen,  also  zwei  Wurzeln  sind  positiv 
und  zwei  negativ 

Die  Gleichung: 

X*  — 1 = 0 
hat  die  Wurzeln: 

x=i,  x = — 1,  i,  — s iVb  iV“** 
Die  Zeichenreihe  Ibt: 

+ 0000000  — 

Wie  man  die  Coefheienten , die  gleich 
Null  sind,  auch  positiv  oder  negativ  an- 
nimmt, immer  wirtl  zwischen  dem  ersten 
und  letzten  ein  Zeichcnwechsel  und 
eine  Zeichenfolge  eintreten.  Die  ge- 
ringste Anzahl  der  Zeichenwechsel 
tritt  nämlich  ein,  wenn  man  allen  Nullen 
dasselbe  Zeichen  gibt,  und  dann  ist  ein 
Zeichenwechscl  noch  vorhanden.  Die 
geringste  Anzahl  der  Zeichenfolgen  aber 
ist  die.  wo  den  Nullen  immer  abwechseln- 
des Zeichen  gegeben  wird  , und  da  die 
Anzahl  derselben  ungrade  ist,  so  muss 
eins  der  Zeichen  dann  noch  mit  dem 
ersten  oder  letzten  übereinstimmend 

Zeigerwage  (Statik). 

Siche  Wage. 

Zeit  (Chronologie). 

Die  Zeit  tritt  uns  ins  Bewusstsein 
durch  die  verschiedenen  Zustände,  welche 
dasselbe  Ding  annchmen  kann.  Diese 
Zustände  lassen  sich  immer  auf  Raum- 
änderungen zurückführen.  Obgleich  nun 
ein  Gegenstand  nach  verschiedenen  Raum- 
änderungen wieder  auf  seinen  früheren 
Ort  znrückkommen  kann,  so  schreiben 
wir  ihm  doch  einen  Unterschied  von 
seinem  früheren  Zustande  zu,  und  dieser 
Unterschied  ist  eben  die  Zcitverschieden- 
heit.  Die  Zeit  ist  also  zu  deßniren  als 
dasjenige,  was  zwei  Zuständen  desselben 
Dinges  nicht  gemein  sein  kann. 

Da  die  Kanmänderung  eine  continuir- 
liche  ist,  so  müssen  wir  auch  der  Zeit 
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Cuntinuität  zuschreiben.  Die  Zeit  ist 
also  eine  GrCsse,  d h.  theilbnr  und  kann 
gemessen  werden.  Das  wirkliche  Messen 
der  Zeit  gelingt  natürlich  nur  durch 
Vermittelung  des  Raumes  und  auf  einem 
Umwege. 

Zunächst  kommt  es  darauf  an,  gleiche 
Zeiten  zu  bestimmen.  Der  Raumändc* 
rung  oder  Bewegung  schreiben  wir  näm- 
lich immer  eine  Ursache  zu  (Kraft)  und 
müssen  annehmen,  dass  wenn  dieselbe 
Ursache  zu  verschiedenen  Zeiten  auf 
dasselbe  Ding  wirkt,  dies  auch  gleiche 
Zeiten  gebraucht,  um  gleiche  Räume  zu- 
rückzulegen. Also  wenn  z.  B.  zu  ver- 
schiedenen Zeiten  ein  Körper  im  luft- 
leeren Raume  zu  fallen  anfängt,  so  kön- 
nen wir  sagen , es  seien  gleiche  Zeiten 
verflossen,  wenn  er  jedesmal  1 Fuss  zu- 
rückgelegt hat. 

Die  Theilung  der  Zeit  beruht  nun 
darauf,  dass  ein  Körper  fortwährend  der- 
selben bewegenden  Ursache  ausgesetzt 
sein  kann.  Ein  Gegenstand,  der  einmal 
gestossen  ist,  unterliegt,  wenn  wir  die 
Nebenhindernisse  vernachlässigen,  immer 
derselben  bewegenden  Ursache,  er  be- 
wegt sich  also  glcichmässig,  d.  h.  cs  sind 
also  dann  gleiche  Zeiten  verflossen,  wenn 
er  gleiche  Räume  znrQcklegt,  und  wenn 
wir  den  durchlaufenen  Raum  thcilen,  ist 
also  die  Zeit  zugleich  mit  gcthcilt.  — 
Theoretische  Betrachtungen  und  Ver- 
gleiche mit  anderen  Bewegungen  haben 
uns  darauf  geführt,  dass  die  Bewegung 
der  Erde  um  ihre  Axe,  und  die  mittlere 
Bewegung  derselben  um  die  Sonne  gleich- 
mässig  seien;  dies  führt  uns  auf  das  Maass 
der  Zeit.  Als  Maass  nimmt  man  an: 
das  mittlere  Jahr  für  grössere,  und  den  Ster- 
nentag,  auch  den  durch  eine  Abstraction 
sich  ergehenden  mittleren  Sonnentag  für 
kleinere  Zeiträume.  Jedoch  kommt  nur 
der  Tag  (Sternen-  oder  mittlere  Sonnen- 
tag) als  Einheit  der  Zeit  in  Betracht, 
da  dos  Jahr  durch  Tage  ausgedrückt 
werden  muss.  Um  so  wichtiger  ist  es 
daher,  dass  in  neuester  Zeit  Delaunay 
aus  theoretischen  Gründen  (der  Reibung 
an  der  Erdoberfläche,  welche  Ebbe  und 
Fluth  bedingen)  und  Erfahrungen  (die 
nicht  völlige  Uebercinstimmung  der  Be- 
schleunigung der  Revolutionsperiodo  des 
Mondes  mit  der  Theorie)  auf  eine  Bo. 
schleunigung  der  Axendrehung  der  Erde 
scbliesst.  Indess  mag  diese  noch  strei- 
tige Frage  dieser  jedenfalls  sehr  geringen 
Aenderung  des  Tages  hier  noch  uner- 
Örtert  bleiben. 

. Die  Betrachtung,  dass  unter  gewissen 
Umständen  ein  Pendel  und  eine  Stahl- 
feder isochrone  (gleichzeitige)  Schwin- 


gungen machen , führt  uns  zum  Messen 
der  Zeit  durch  Uhren . welche  von  der- 
gleichen Apparaten  regulirt  sind. 

So  einfach  das  Prinzip  der  Zeitthei- 
lung  ist,  welcher  überdies  der  glückliche, 
wenigstens  bis  vor  Kurzem  als  festste- 
hend angenommene  Umstand  des  unver- 
änderlichen Sternentages  und  des  mittle- 
ren sidcrischen  Jahres  — doch  was  das 
letztere  anbetrifift,  abgesehen  von  perio- 
dischen Störungen  — zu  statten  kommt, 
so  schwierig  hat  sich  doch  in  der  That 
die  Sache  gestaltet,  und  zwar  einestheils 
deshalb,  weil  die  wirkliche  Zeiteinheit 
auf  die  periodischen,  durch  das  Wechsel- 
verhältniss  zwischen  Sonne  und  Erde 
bedingten  Aenderungen  bezogen  werden 
muss,  andererseits  aber  deshalb  , weil 
beide  Einheiten  Tag  und  Jahr  in  kei- 
nem rationalen  Verhältnisse  stehen.  Was 
den  ersteren  Umstand  anbetriift,  so  muss 
der  Tag  sich  nach  dem  höchsten  Stande 
der  Sonne  Mittags  regeln,  nicht  aber 
dem  Stande  der  Sterne  nach,  es  ist  also 
der  Sonnentag  an  die  Stelle  des  Ster- 
nentages zu  setzen.  Der  Sonnentag  aber 
steht  allerdings  in  der  Beziehung  zu 
dem  letzteren,  dass  das  tropische  Jahr 
einen  Sonnentag  weniger  als  Siernen- 
tagc  enthält,  da  die  Sonne  im  Laufe  des 
tropischen  Jahres  360  Grad  zurücklegt, 
im  Uebrigen  aber  sind  die  Sonnentage 
ungleich.  Wenn  man  also  trotzdem,  wie 
es  früher  geschehen,  den  wahren  Sonnen- 
tag als  Maass  der  bürgerlichen  Zeit  an- 
nimmt, so  hat  man  eine  veränderliche 
Zeiteinheit,  also  eine  Differenz  zwischen 
der  gleichmässigcn  Uhrzcit  und  der  un- 
glcichmässigen  — etwa  von  einer  Son- 
nenuhr angegebenen  — Sonnenzeit. 

Ausgeglichen  wird  diese  Differenz 
durch  die  mittlere  Sonnenzeit,  d.  h.  die 
Theilung  des  tropischen  Jahres  in  so 
viel  mittlere  gleiche  Tage,  afs  es  wahre 
Sonnentage  enthält.  Es  entsteht  hier- 
bei allerdings  eine  Differenz  zwischen 
den  bürgerlichen  und  den  wahren,  durch 
den  Stand  der  Sonne  bedingten  Tages- 
zeiten, jedoch  sind  diese  nicht  so  gross, 
um  Störungen  in  den  täglichen  Geschäf- 
ten hervorznbringen  Wohl  zu  merken 
aber  ist,  dass  absolute  Glcichmässigkeit 
der  Zeiteinheit  selbst  hierdurch  nicht 
erreicht  ist,  da  das  tropische  Jahr  ver- 
möge der  Präcession  seihst  einer  säen- 
laren  Aenderung  von  freilich  geringer 
Grösse  unterliegt. 

Was  den  zweiten  Umstand,  das  irra- 
tionale Verhältniss  zwischen  Tag  und 
Jahr,  anbetrifft,  so  haben  verschiedene 
Völker  sich  die  Sache  noch  mehr  er- 
schwert, indem  sie  selbst  den  Mond  her- 
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beitogcn,  und  dem  bürgerlichen  Jahre 
eine  volle  Anzahl  Mondnmläufe  und 
Sonnentage  gaben.  Bei  dem  Sonnen- 
jahru  ist  jedoch  der  Mond  ausser  B ■- 
traeht  geblieben,  und  das  bürgerliche 
Jahr  mit  einer  vollen  Anzahl  Tage  der- 
art abgeschlossen,  dass  durch  einen  Tag, 
welcher  von  Zeit  zu  Zeit  eingeschaltet  wird, 
die  Überschiessenden  Stunden  und  Minuten 
wieder  ausgeglichen  werden.  In  welcher 
Weise  dies  beim  Gregorianischen  Jahre 
geschieht,  darüber  vergleiche  den  Arti- 
kel ; Kalender,  auch  : Zeitrechnung.  Un- 
ser bürgerliches  Jahr  ist  also  eine  nn- 
gleichmässigc,  jedoch  nur  periodisch  und 
um  einen  Tag  sich  ändernde  Einheit. 

Zeitgleichnng  (Astronomie  and  Chro- 
nologie). 

Die  Differenz  zwischen  mittlerer  und 
wahrer  Sonnenzeit.  Da  die  erstere  durch 
eine  R&dcruhr,  die  letztere  durch  eine 
Sonnenuhr  angegeben  wird,  so  ist 'die 
Zeitgleichung  auch  diejenige  Anzahl  von 
Minuten  und  Sccunden,  welche  zu  der 
von  der  Sonnenuhr  angegebenen  Zeit 
hinzngezählt  w’erden  muss,  wenn  sie  zum 
Keguliren  einer  Käderuhr  dienen  soll ' 
Astronomisch  ist  die  Zeitgleichung  zu 
definiren  als  der  Unterschied  des  Stun- 
denwinkols  der  wirklichen  Sonne  von 
dem , welchen  eine  gedachte  mittlere 
Sonne  zurQcklegen  würde,  welche  wie 
die  wahre  in  einem  Jahre  ihren  Lauf 
vollendet,  sich  aber  nicht  ungleichmässig 
in  der  Ekliptik,  sondern  glcichmässig  im 
Acquator  bewegt. 

Ueber  die  Entwickelung  des  Aus- 
druckes der  Zeitgleichung  siche  den  Ar- 
tikel ; Astronomie  — theorische.  Die 
Formel  für  dieselbe  ist  folgende: 

Ist  X der  Unterschied  zwischen  wahrer 
und  mittlerer  Sonnenzeit  in  Sccunden, 
L die  mittlere  Länge  der  mittleren  Sonne, 
so  hat  man: 

X = 79",4  sin  L +435", 8 cos  h 
-597", 1 sin  2L  + 1",6  cos  2L 
-3",4sin3L-18",8  cos  3L 
+13",2sin4/.+  . . . 

Zeitrechnang  (Chronologie). 

Man  kann  hierunter  die  Beantwortung 
aller  die  Zeit  betreffenden  Fragen  ver- 
stehen. Diese  Wissenschaft  zerfällt  so- 
mit in  drei  Theile,  einen  mathematischen, 
welcher  die  Theorie  der  Sonnen-  und 
Mondbewegung . auf  welcher  die  Zeit- 
messung beruht,  gibt,  und  in  Bezug  auf 
den  wir  auf  den  Artikel:  Astronomie 
verweisen,  einen  zweiten,  der  die  prak- 


tisch angewandte  Art  der  Zeitmessung 
und  Zeiteinheiten  also  die  Jahresbestim- 
mung und  'Theilung  der  verschiedenen 
Völker,  die  Anfangspunkte  ihrer  Acren, 
auch  die  Bestimmung  der  Feste  enthält, 
dieser  Thcil,  auch  Calcndorographie  ge- 
nannt , soll  hier  namentlich,  so  weit  er 
er  den  bei  uns  gebräuchlichen  Kalender 
betrifft,  mitgetheilt  werden.  Endlich  gibt 
cs  einen  dritten  Theil , welcher  die  Zei- 
ten historischer  Begebenheiten , ansge- 
drückt  in  die  Daten  eines  gegebenen 
Kalenders.  namentlicJi  des  jetzt  allgemein 
gebräuchlichen  Anden  lehrt.  Die  Haupt- 
frage desselben  ist,  eine  in  irgend  einem 
Kalender  gegebene  Zeitbestimmung  auf 
einen  andern  zurOckzufObren.  Da  aber 
nicht  die  Zeit  jeder  Begebenheit  voll- 
ständig gegeben , sondern  zuweilen  nur 
durch  coincidirende  Begebenheiten  , ' na- 
mentlich auch  Jahreszeiten,  Mondphasen 
und  Finsternisse  angedentet  ist,  so  kom- 
men hier  mancherlei  astronomische  Be- 
trachtungen und  historische  Combina- 
tiunen  in  Betracht,  die  sich  kaum  einem 
bestimmten  System  unterordnen  lassen. 
Wir  beginnen  hier  mit  dem  jetzt  ge- 
bräuchlichen Kalender. 

1)  Grandzüge  de  s Jul  i ani  s eh  on 
und.  Gregorianischen  Kalen- 
ders. 

Das  von  Julius  Cäsar  709  nach  der 
Erbauung  Roms  cingeführte  reine  Son- 
neujabr  besteht  aus  Cyclen  von  je  vier 
Jahren,  deren  drei  je  365,  das  vierte 
(Schaltjahr)  aber  366  Tage  hat.  In  un- 
serer von  Christi  Geburt  an  gezählten 
Aera  ist  das  vierte  n.  Chr.  das  erste 
Schaltjahr,  so  dass  also  von  den  Jahren 
n.  Chr.  im  Julianischen  Kalender  jedes, 
dess  Zahl  von  der  Form  4m  ist,  ein 
Schaltjahr  sein  wird.  Was  die  Jahre 
vor  Christas  anbetrifft,  denn  um  eine 
einheitliche  Zeitrechnang  zu  haben,  zählt 
man  dieselben  auch  nach  dem  Juliani- 
schen  Kalender  und  nimmt  Christi  Ge- 
burt als  Anfangspunkt,  so  ist  hier  eine 
zweifache  Art  zu  zählen.  Die  astrono- 
mische Zählung  bezeichnet  das  Jahr  der 
Geburt  Christi  mit  0,  das  vorhergehende 
mit  —1  u.  s.  w.,  so  .dass  bei  dieser 
Zählung  immer  4n  ein  Schaltjahr  ist,  n 
möge  positiv  oder  negativ  sein.  Diese 
Art  der  Zählung,  ,als  die  einzige  conse- 
quente,  legen  wir  den  hier  zu  gebenden 
Betrachtungen  zu  Grande.  indess  bei 
der  historischen  Zählung  wird  das  Jahr 
der  Geburt  Christi  selbst  mit  —1,  das 
vorhergehende  mit  —2  bezeichnet,  so 
dass,  wenn  — n die  astronomische  Jah- 
reszahl, — (n+1)  die  historische  ist,  und 
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die  Schaltjahre  von  der  Form  — (4n+l) 
sind. 

Jede  der  beiden  Zählangen  läast  sich 
natürlich  sogleich  anf  die  andere 'redu- 
ciren. 

Das  Julianische  Jahr  hat  im  Darch* 
schnitte  3652  = 365,25  Tage.  Wir  wollen 
dies  mit  dem  wahren  tropischen  Jahr 
vergleichen.  Obgleich  dasselbe  nicht 
ganz  unveränderlich  ist,  so  ändert  es 
sich  doch  in  einem  Jahrhundert  um  keine 
volle  Secunde  (jetzt  im  Abnehmen). 
Man  kann  es  daher  als  fest  betrachten. 
Das  tropische  Jahr  hat  nun  365,242255 
Tage  = 365  Tage  5 Stunden  48  Minu- 
ten 51  Secunden.  Das  Julianische  Jahr 
ist  also  gegen  das  wahre  um  11  Minu- 
ten 9 Secunden  zu  gross,  ein  Fehler, 
der  alle  129,2  Jahre  schon  einen  Tag 
beträgt.  Die  Festtage,  Mondwechsel- 
berechnung u.  dergl.  sind  nach  diesem 
Kniender  auf  dem  Nicäischen  Concil 
328  n.  Chr.  geordnet ‘worden.  Von  die- 
ser Zeit  an,  bis  zur  Gregorischen  Kalen- 


das  letzte  Viertel.  Zur  genauen  Be- 
stimmung der  Phasen  ist  astronomische 
Rechnung  nöthig,  da  der  Umlauf  des 
Mondes  sehr  ungleichmässig  ist , und 
ausser  den  periodischen  auch  einer  sä- 
cularen  Aendemng  unterliegt.  Sehen 
wir  von  der  letzteren  als  sehr  unbedeu- 
tend hier  ganz  ab,  so  kann  man  einen 
mittleren  Mondumlauf,  den  man  sich 
gleichmässig  denkt,  einfUhren,  um  we- 
nigstens die  vollen  Tage  der  verschie- 
denen Phasen  zu  ermitteln.  Dies  ist 
schon  ans  dem  Grunde  nöthig,  weil  von 
dem  mittleren  Mondumlauf  unter  andern 
die  beweglichen  Feste  der  christlichen 
Kirche  abhängen.  Bis  zur  Kalender- 
reformation war  bei  dieser  Bestimmung 
das  Julianische  Jahr  als  richtig  ange- 
nommen worden , und  obgleich  diese 
Annahme  machte,  dass  die  berechneten 
Mondphasen  mit  den  wirklichen  nicht 
übereinsiimmten,  ist  diese  Annahme  zu- 
nächst hier  bcizubehalten , um  das  Ju- 
lianische Osterfest  zu  ermitteln.  Behuts 


der- Reformation  1582  n.  Chr.  war  also 

1267 

bereits  ein  Fehler  von  = Tagen 

ungefähr  entstanden,  und  diesen  glich 
Gregor  derart  aus,  dass  er  im  gedachten' 
'Jahre  anf  den  4 October  den  15..  fallen 
liess:  Um  aber,  für  die  Folge  einen 

ähnlichen  Ucbclstand  zu  vermeiden,  sollte 
in  allen  vollen  Jahrhunderten' (deren 
Jahreszahlen  mit  zwei  Nullen  endigen) 
der  Schalttag  ausfallcn , ausgenommen 
diejenigen,  deren  Zahl,  abgesehen  von 
den  beiden  Nullen,  durch  4 theilbar  ist. 
Es  entstehen  also  Cyclcn  von  400  Jah- 
ren mit  3 - 24  + 25  = 97  Schalttagen, 
während  ein  solcher  Cyclus  im  Juliani- 
schen Kalender  100  Schalttage  hat.  Es 
ist  also  das  mittlere  Gregor’schc  Jahr 
8 

= 9-9075  Tage  kürzer  als  das 
400  ^ 

Julianische,  und  hat  somit  365,2425  Tage, 

ist  also  in  der  Tbat'noch  um  0,000245 

Tage  zu  lang.  Dies  beträgt  einen  Tag 

1 

in  Q 00024^  — 4082  Jahren.  Bleibt  in 

den  Jahren  4000  , 8000  u.  s.  w.  der 
Schalttag  wieder  weg,  so  ist  auch  dieser 
Fehler  fast  ganz  ausgeglichen. 

2)  Mondph a sen. 

Unter  Mondphase  kann  die  Zeit  vom 
letzten  Neumonde  bis  zu  einem  gege- 
benen Zeitpunkte  verstanden  werden. 
Die  Hanptphasen  sind  dann,  ausser  dem 
Neumond  selbst,  der  mit  0 zu  bezeich- 
nen ist,  der  Vollinond , das  erste  und 


der  wirklichen  annähernden  Bestimmnng 
der  Mondphasen  im  Jnlianischen  Kalen- 
der soll  dann  nachher  die  nöthige  Cor- 
rection  gegeben  ^werden.  ^ 

Die  mittlere  Dauer  des  Mondumlaufes 
beträgt  29  Tage  12  Stunden  44  Minuten 
3 Seennden,  also  etwa  29^  Tag,  und 
man  kann  daher,  wenn'  es  nnr  anf  rolle 
Tage  ankommt,  den  Mondnroläofen  ab- 
wechselnd 29  und  30  Tage  geben,  wie 
es  auch  in  denjenigen  Kalendern,  welche 
die  Monate  mit  den  Mondumläafen  zn- 
sammenfallcn  lassen,  geschieht.  Ein 
Schalttag  gleicht  dann  von 'Zeit  zu  Zeit 
die  Differenz  ans.  i < 

Zwölf  wahre  Mondnraläufc  umfassen 
hiernach  einen  Zeitranm  von  354  Tagen 
8 Standen  48  Minuten  36  Secunden,  bei 
der  eben  gegebenen  angenäberten  Be- 
stimmung dagegen  354  Tage.  Es 
schiesson  also  im  mittleren  Jnlianischen 
Jahre  von  365  Tagen  6 Standen  noch 
10  Tage  21  Standen  11  Minuten  24  Se- 
canden  gegen  die ' zwölf  wahren  Vett- 
monde  über,  um  soviel  Zeit  fallen  also 
in  jedem  Jahre  die  Vollmonde  früher 
als  im  vorhergehenden.  Im  nächsten 
Jahre  ist  diese  Zahl  zn  verdoppeln , . im 
folgenden  zu  verdreifachen,  n.  s.  w.  and 
dab^i,  wenn  es  möglich  ist,  die  Daner 
eines  vollen  Monats,  29  Tage  12  Stan- 
den 44  Minuten  3 Seennden  abzuziehen, 
am  die  Unterschiede  in  den  Vollmonds- 
daten zn  ermitteln.  Diese  Reste  heissen 
wahre  Epakten.  Dieselben  sind  bezüg- 
lich in  1,  2 . . . Jahren : 
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Jahr 


Wahre  Epakte 


1 

10  Tage 

21  Stunden 

11  Minuten 

24 

2 

21 

18 

22 

48 

3 

3 

’2 

60 

9 

4 

14 

0 

1 

33 

5 

24 

21 

1 

57 

6 

G 

5 

40 

18 

7 

17 

2 

51 

42 

8 

28 

0 

3 

6 

9 

9 

8 

30 

27 

10 

20 

5 

41 

51 

11 

1 

14 

9 

12 

12 

12 

11 

20 

36 

13 

23 

8 

3 

20 

14 

4 

16 

59 

21 

15 

15 

1 

30 

45 

16 

26 

11 

22 

9 

17 

7 

19 

49 

30 

18 

18 

17 

0 

54 

■ 19 

0 

1 

27 

15 

Nach  Verlauf  von  19  Jahren  wird  die  Epakte  also  nur  etwa  Stunden  he- 
tragen,  die  Mondphasen  also  worden  auf  dieselben  Monatstage  wie  19  Jahre  zuvor 
fallen.  Da  cs  nur  auf  die  vollen  Tage  ankommt,  betrachtet  man  die  Zahl  11* 
und  die  Reste  ihrer  Vielfachen  nach  30  als  abgekürzte  Epakte,  und  lässt  nach 
19  Jahren  dieselbe  von  vorn  anfangen.  Man  hat  also  einen  Cyclus  von  19  Jah> 
ren  für  den  Mondzirkel,  in  welchem  die  Epakten  sind: 


Jahre 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 9 

10 

Epakte 

11 

22 

3 

14 

25 

6 

17 

28  9 

20 

Jahre 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18  19 

Epakte 

1 

12 

23 

■ 4 

15 

26 

' 7 

18  29 

Man  sicht 

durch  Vergleiche, 

dass  diese 

nannten 

Ostervollmond.  Zu 

dem 

Zahlen  gute  Annäherungen  an  die  wah-  bemerken  wir,  dass  derselbe  im  Jahre 
ren  Epakten  bieten.  Der  Mondzirkel  323  n Cbr.  auf  den  5.  April,  also  15 
von  19  Jahren  liegt,  wie  hier  schon  bc-  Tage  nach  dem  21.  März  hei.  Soll  nun 

merkt  werden  mag , auch  dem  Monden-  der  Ostervollmond  des  n ten  auf  323 

jahrc  zu  Grunde.  Immer  wenn  sich  die  folgenden  Jahres  gefunden  werden,  d.  h. 
11  überschiessonden  Tage  jedes  Jahres  wieviel  Tage  derselbe  nach  dem  21.  März 
zu  mehr  als  SO  vereinen,  sind  dem  Jahre  fällt,  so  ist  offenbar  die  Epakte  von  n 
18  statt  12  Monate  zu  geben , es  sind  von  15  abzuzichen,  wenn  diese  Zahl  aber 

also  in  dem  Mondzirkel  die  Jahre  3,  6,  negativ  wird,  so  ist  die  Dauer  eines  Mo- 

9,  11,  14,  17,  19  Schaltjahre  zu  13  Mo-  nats,  also  30  hinzuzuzählen, 
naten,  die  Periode  enthält  deren  also  7 
zu  383  oder  384  Tagen,  während  das 
Gomeinjahr  354  Tage  und  12  Monate 
hat.  Kehren  wir  jedoch  zum  Juliani- 
schen Jahre  zurück. 


Uro  die  Tage  sämmtlicher  Mondphasen 
eines  bestimmten  Jahres  zu  kennen, 
braucht  man  nur  eine,  etwa  einen  Voll- 
mond, zu  kennen,  und  wir  wählen  hierzu 
denjenigen , welcher  auf  das  Frühlings- 
äquinoctium  (21.  März)  folgt,  den  soge- 


Bczeichnen  wir  mit  A , den  Rest 

mod  n 

der  Zahl  A nach  a genommen,  so  ist 
die  Epakte  von  n offenbar  gleich 
llw^^jgQ,  wenn  n kleiner  als  19  ist; 

ist  n aber  grOsser  als  19,  so  muss  hierin 
statt  n der  Rest  von  n nach  19,  also 
iV  = 29  genommen  werden.  Der 

Osterv'ollmond  ist  dann  (15—11  39 

Tage  nach  dem  21.  März,  oder  da  ein 
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Vielfaches  von  30  diese  Rcstbestiinmang 
nicht  ändert : 

(15  + 30  30 

= (>*+lä‘'Ud30 

nach  besagtem  Datum. 

Uebrigens  kann  man  statt  n die  Jah> 
vesxHhl  selbst  nehmen,  da.  wenn  dieselbe 
gleich  S ist,  i\  = (^— jg  aber 

323  durch  19  theilbar  ist.  Die  Rech- 
nung ist  also  folgende.  Sei  S die  Jah- 
reszahl. Man  berechne : 

^mod  19“ 

(*6+19''Ud30  = ''- 

und  der  Julianischo  Ostcrvollmond  fällt 
dann  auf  den  21  + <ften  März,  oder  wenn 
J grösser  als  10  ist,  auf  den  rf— lOten 
April. 

Man  könnte,  falls  diese  Rechnung  den 
wahren  Vollmond  ergäbe,  auch  die  Zahl 
S selbst  negativ  (für  astronomische  Jahre) 
nehmen , es  ist  dann  für  N immer  der 
kleinste  positive  Rest  nach  19  zu 
nehmen. 


Beispiel. 


Im  Jahre  des  Concils  325  ist: 


A = 2,  rf=23. 


der  Ostervollmond  also  fiel  auf  den 
23  — 10=13ten  April. 

Wir  wollen  jetzt  aus  dem  kirchlichen 
Vollmond  des  Julinnischen  Jahres  den 
angenähert  wahren  Vollmond  der  Julia- 
nischen  Jahre  bestimmen. 

Der  Grund,  warum  dieselben  mit  den 
eben  berechneten  nicht  übereinstimmen, 
ist  der,  dass  nach  19  Jahren  der  Voll- 
mond nicht  auf  dieselbe  Stunde  fällt, 
sondern  1 Stunde  27  Minuten  15  Se- 
cunden  später,  als  19  Jahr  zuvor,  und 
in  etwa  16^  Mondzirkeln  oder  in  312^ 
Jahren  wird  sich  diese  Zahl  bereits  zu 
einem  Tage  vermehrt  haben,  wo  dann 
die  Epakte  um  1 grösser  wird.  Da  wir 
die  Epakte  des  mit  1 bczcichnetcn  Jah- 
res mit  11  bezeichnet  haben,  so  ist  sie 
also  312^  Jahre  später  gleich  12.  wie- 
der nach  312^  Jahren  gleich  23  n.  s w. 
Um  die  Vollmondsfonnel  zu  verbessern, 


> 

wollen  wir  jetzt  unter 


die  grösste 


in  dem  Quotienten  — enthaltene  ganze 
Zahl  verstehen.  Von  der  Zahl : 


‘'=(«+19'VU,3o 

ist  nnn  derjenige  Qnotient  abzuziehen. 
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der  entsteht,  wenn  man  den  Ueberschuss 
der  Jahreszahl  über  325,  von  welchem 
Jahre  die  Bestimmungen  datiren,  durch 
312^  dividirt.  Statt  der  Zahl  3%  neh- 
men wir  die  runde  Zahl  300,  was  nur 
einen  Unterschied  macht,  der  keinen 
vollen  Tag  beträgt,  und  ändern  die 
Epakte  nur  im  vollen  Jahrhundert,  was 
auch  gestattet  ist,  da  in  100  Jahren  die 
Mondphasen  noch  nicht  um  Tag  vor- 
treten. Ist  dann  H die  Anzahl  der  in 
der  Jahreszahl  enthaltenen  vollen  Jahr- 
hunderte, so  ist  //— 3 mit  der  Aenderung 

eines  Jahrhunderts  ~ ^ multi- 

plicirt,  aber  der  Bruch  zu  vernachlässi- 
gen , es  ist  also  nach  der  obigen  Be- 
zeichnung die  Zahl  ~ 

15-|-19iV  abzuziehen. 


Mun  ist: 


von 


so  dass  man  hat: 


^’mod  19  ~ 


16+19(V-(i^) 


mod  30 


srf. 


Beispiel. 

Im  Jahre  der  Kirchenverbesserung 
1582  ergab  die  Julianischc  Regel  für 
den  Ostervollmond: 

iV  = 5,  c/  = 20, 

also  den  10.  April.  In  der  That  abei 
war: 

« = 15. 

also : 


t/  = 17, 

und  dieser  Vollmond  fiel  auf  den  7.  April. 

Wir  wollen  jetzt  den  Ostcrvollmond 
auch  Air  das  Gregorianische  Jahr  be- 
rechnen. 

ln  demselben  nimmt  die  Zahl  gegen 
den  angenommenen  Vollmond  des  Ju- 
lianischen Jahres  folgende  vier  Aendc- 
rnngen  an : 

1)  wegen  der  10  im  Jahre  1582  aus- 
gefallenen Tage  fällt  jeder  Vollmond 
10  Kalendertage  später, 

2)  die  säculare  Aenderung  liess  .den- 
selben , wie  das  eben  gegebene  Beispiel 
zeigt,  statt  auf  den  lOten  auf  den  7 ten 
April,  also  3 Tage  früher  fallen,  wegen 
beider  Aenderungen  ist  also  zu  .dem 
Werthe  von  d 7 zuzuzählen, 

3;  kommt  die  säculare  Aenderung  für 
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die  Gregorianischen  Jahre  hinzu,  derzufolge  in  Jedem  . rollen 'Jahrhnndertc  vom 
16  ten  an,  die  durch  4 iheilbaren  ausgenommen,  der  Vollmond  um  einen  Tag 
froher  fällt;  die  zuzuzählende  Zahl  ist  also,  wenn  H die  Anzahl  der  verflossenen 
Jahrhunderte  ist: 

4)  fällt  weg  die  in  der  Anzahl  der  vollen  Jahrhunderte  mit  ^ multiplicirt 
enthaltene  grösste  ganze  Zahl,  ganz  wie  oben,  jedoch  muss,  da  die  Aendcrung 
zuerst  im  16 ten  Jahrhundert,  also  von  1500  ab,  stattfindet,  daselbst  //  — 3 

durch  //— 14  ersetzt  werden,  so  dass  ^ ^~25  " ) ***  subtrahiren  ist.  Die  beiden 

letzten  Aenderungen  geben : 

Nun  ist: 

Es  geben  nun  alle  vier  Aenderungen: 

15+19  A+7  + W - 16-  +4-  ) +5» 

also : 

15+19 3o=-'- 
Alle  drei  Vollmondsregeln  lassen  sich  vereinigen  in  den  Formeln: 

®modl9  = ^’,  ^5+l®^'+t’mod30=‘^’ 


* 


und: 


Beispiel. 


für  den  Julianischen  Kirchenvollmond, 


für  den  wirklichen  Vollmond  der  Jnlia- 
nischen  Jahre, 


für  den  Qregorischen  Vollmond. 


Aus  dem  Ostervollmonde  eines  Jahres 
lassen  sich  alle  übrigen  Vollmonde  des- 
selben Jahres  durch  Zuzählen  oder  Ab- 

n • 59 

ziehen  von  n • 29^  oder  Tagen  fin- 


den , der  Neumond  ist  dann  15  Tage 
später  zu  nehmen. 

Offenbar  kann  man  in  dieser  Rech- 
nung gegen  die  astronomische  Bestim- 
mung Fehler  von  einem  und  selbst  zwei 
Togen  machen. 

üm  die  Regel  für  (astronomische) 
Jahre  vor  Christas  anzuwenden,  ist  $ 
negativ  zu  nehmen,  es  kann  aber  ein 
Vielfaches  von  19  zugczählt  werden,  da- 
mit der  Rest  positiv  sei. 


Das  Jahr  von  Casars  Tode  44  v.  Chr. 
ist  nach  astronomischer  Zeit  =—43; 
zählen  wir  3 • 19  = 57  hinzu  , so  wird 
A'  = 14.  Da  cs  im  —1  ten  Jahrhunderte 
liegt,  so  ist  W=— 1,  und  da  wir  Julia- 
nische  Jahre  haben : 


Es  ist  nämlich  im  algebraischen  Sinne: 


d = (15+19.M+2)„„j3o  = 12, 

SO  dass  der  Vollmond  auf  den  3.  April 
fiel.  Der  nächst  vorhergehende  Neu 
mond  war  15  Tage  früher,  also  am 
19.  März.  Die  Nacht  vor  Cäsars  Er- 
mordung (15  Marz)  hat  also  eine  Mond- 
phase zwischen  letztem  Viertel  und  Neu- 
mond. 

8)  Die  beweglichen  Feste, 

Die  Feste  der  christlichen  Kirche  fal- 
len theilweise  auf  bestimmte  Kalender- 


1 

i 


I 


4 
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tage,  diese  sind:  Neujahr  1 Januar,  Weih- 
nachten 25  Dezember;  theilweise  erge- 
ben sic  sich  nach  dem  Osterfeste:  Cbar- 
freitog  fallt  2 Tage  vor,  Pfingsten  7 
Wochen  nach  Ostern. 

Für  das  Osterfest  selbst  stellt  das  Ni- 
cäischc  Concil  die  Regel  auf,  dass  der 
Ostersonntag  unmittelbar  auf  denjenigen 
• Vollmond  folgen  solle,  der  nach  der 
Frfihlingsnachtgleichc  folgt,  wobei  för 
diese  Nachtgleiche  der  21.  März  ange- 
nommen , der  Osterrollmond  durch  die 
obige  Durchschnittsrechnung  ermittelt 
wird.  Fällt  der  Vollmond  hierbei  selbst 
auf  einen  Sonntag,  so  ist  natürlich  der 
nächste  zu  nehmen.  Man  glaubte  mit 
Unrecht,  auf  diese  Weise  ein  Zusammen- 
fällen des  Osterfestes  mit  dem  jüdischen 
Passah  zu  vermeiden. 

Es  lässt  sich  hiernach  das  Osterfest 
nach  beiden  Kalendern  berechnen,  indem 
man  für  den  Julianischen  Kalender: 


in  dem  Aasdrucke: 

entspricht  also  der  0 ein  Freitag,  der  1 
ein  Sonnabend  n.  s.  w.  Damit  wie  oben 
dem  Werthe  0 ein  Montag  entspreche, 
ist  3 abzuziehen.  Dadurch  erhalten  wir 
folgende  Regel  für  beide  Kalender. 

Man  untersucht  den  Ausdruck:  ' 

®+(l)  + ”mod7’ 
wo  im  Julianischen  Kalender: 

0 = 0, 

im  Gregorischen  : 


e=o, 

für  den  Gregorianischen  : 
setzt. 

Bemerken  wir  nun,  dass  der  früheste 
Ostertermin  der  22.  März  ist,  wenn  näm- 
lich der  Vollmond  auf  den  21.  März 
und  einen  Sonnabend  fällt,  und  berech- 
nen wir  den  Wochentag  des  21.  März 
für  beide  Kalender.  Im  Jahre  von 
Christi  Geburt  Null  war  dieser  Tag  ein 
Montag,  im  Jahre  S würde  er  S Wochen- 
tage später  fallen,  wenn  wir  es  nur  mit 
Gemeinjahrcn  zu  thun  hätten,  und  we- 


ist, und  je  nachdem  dieser  Ausdruck  den 
Werth  0,  1,  2 . . . hat,  ist  der  22  März 
ein  Montag,  Dienstag  n.  s.  w.  Da  der 
21+rfte  März  der  Vollmondstag  war, 
so  kann  der  Ostertag  auf  den  22-f</ten 
März  frühestens  fallen,  und  auch  dieser 
Tag  ist  ein  Montag  u.  s.  w.,  wenn: 

s+(|)+<>+rf„„„=o 

u.  8.  w.  ist.  Es  fällt  dann  Ostern  6 
Tage  später,  wenn  der  Rest  1 ist  5 Tage 
u.  8.  w. , wenn  er  6 ist,  also  0 Tage 
später,  d.  h.  auf  diesen  Tag  selbst.  Setzt 
man  also : 


vjemeinjaurcu  zu  inun  naiien  , unci  we-  / S\ 

gen  der  Schaltjahre  noch  Tage  ' 4 / ^ ^mod  7 


= e. 


später.  Da  die  Woche  aber  einen  Zir- 
kel von  7 Tagen  bildet,  so  ist  der 

Rest  von  7 zu  nehmen. 

Je  nachdem  nämlich  die  Zahl: 

®‘‘'(T)mod  7 

gleich  0,  1,  2,  3,  4,  5,  6 ist,  wird  der 
22.  März  ein  Montag,  Dienstag  u.  s.  w. 
sein,  so  dass  6 dem  Sonntag  entspricht. 
Was  den  Gregorischen  Kalender  anbe- 
trifift,  so  rückt  im  Jahre  1582  der  Wochen- 
tag des  22.  März  um  10  Tage,  also 
nach  Abzug  einer  Woche  nm  3 Wochen- 
tage_  zurück , ganz  als  wenn  im  Jahre 
Null  der  22.  März  ein  Freitag  gewesen 
wäre.  Wegen  der  ausfallenden  Schalt- 
tage aber  ist  von  S -f  abzuziehen : 


so  wird  der  Ostersonntag  immer  der 
22  + d-i-ete  März,  oder  wenn  diese  Zahl 
grösser  als  31  ist,  der  (f+g_9te  April 
sein. 

Für  den  Julianischen  Kalender  ist  diese 
Regel  immer  richtig,  für  den  Gregori- 
schen aber  tritt  vermöge  einer  eigen- 
thümlichen  Bestimmung  noch  eine  Aus- 
nahme ein.  Da  = so 

kann  N jede  Zahl  von  0 bis  18  sein, 
der  Werth  von  d im  Julianischen  Ka- 
lender 15-f-19S^^^gQgibt  für  alle  diese 

Werthe  von  S; 

15,  4,  23,  12,  1,  20,  9,  28,  17,  6,  25, 
14,  3,  22.  11,  0,  19,  8, 

so  dass  der  grösste  Werth  28  ist,  also 
dass  der  späteste  Ostervollmond  auf  den 
18.  April  fitllt,  Ostern  selbst  spätestens 
am  25.  April  eintroten  muss.  Die  Gre- 
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goritchcn  Ostern  konnten  dagegen,  da  d 
jede  Zahl  bis  29  sein  kann,  auch  auf 
den  26.  April  fallen,  indess  war  ein- 
mal der  25.  April  als  letzter  Ostertermin 
angenommen.  Die  Gregorische  Kalen- 
derverbesserung  bestimmte  daher,  dass 
zunächst,  wenn  dieser  Fall  sich  ereignete, 
also  der  Vollmond  anf  den  19.  April 
und  einen  Sonntag  fiele,  der  vorherge- 
hende Tag,  der  18.  April,  als  Vollmonds- 
tag betrachtet,  und  somit  Ostern  anf 
den  19.  April  fallen  solle,  also  7 Tage 
früher,  als  unsere  Rechnung  ergibt.  Tritt 
dies  indess  in  irgend  einem  Jahrhun- 
dert ein,  so  kann  ein  anderer  Vollmond 
wirklich  auf  den  18.  April  fallen,  und 
um  dies  zu  vermeiden,  wurde  bestimmt, 
dass  der  Vollmond  dann  für  den  17.  April 
gedacht  werde.  Einen  Einfluss  hat  dies 
nur,  wenn  der  18 te  ein  Sonntag  ist, 
Ostern  würde  dann  auf  den  25.  April 
fallen;  durch  diese  Verbesserung  aber 
fällt  cs  anf  deu  18  ten,  also  ebenfalls  7 
Tage  früher.  Um  diese  Aenderung  der 
Rechnung  zu  unterwerfen,  stellen  wir 
sic  folgendcrroaassen  dar. 

In  denjenigen  Jahrhunderten , wo  d 
einmal  wenigstens  gleich  29  wird,  soll 
Ostern  immer  7 Tage  früher  fallen,  als 
unsere  Formel  angibt,  wenn  d gleich  2H 
oder  29  und  zugleich  dar  21-f-Jte  März 
ein  Sonntag  ist.  Letzteres  aber  ist  der 
Fall,  wenn  : 

S+(-|)+"+''m„d7  = ® 


WO  n eine  beliebige  ganze  Zahl  ist.  Da 
es  aber  nur  anf  den  Rest  nach  30  an- 
konimt,  kann  man  setzen  : 

= 30  = 11, +26^^30. 

Nun  ist  N höchstens  18,  es  wird  also 
29  — iV  zwischen  1 1 und  29  (inclusive) 
liegen.  Aber: 

29-JV=29-11,-26„„3  30. 


3 — llemod  80  ■ 30' 

Die  Bedingung,  dass  in  einem  Jahrhun- 
dert die  Ausnahme  eintreten  kann , ist 
also  die,  dass  der  Ausdruck: 

J = (3  + 19o)n,od30 


zwischen  11  und, 29,  also  8+J  zwischen 
19  und  37  liegt.  In  diesem  Falle,  und 

in  diesem,  ist  aber  =r  1 sonst 


nur 


= 0.  Der  erste  Fall  zeigt,  dass  in  einem 
gegebenen  Jahrhunderte  (wo  d durch  q 
und  (<  durch  H bestimmt  ist),  die  Aus- 
nahme eintreten  kann,  der  zweite,  dass 
es  nicht  geschieht. 


Beispiel. 

Im  laufenden  Jahrhundert  ist: 

J/  = 18, 

-«  /8ff-H3\  „ 

^ \ 4 / ' 25  / mod  30 

J = (8-H52)^,j  30=10, 


ist. 

Es  fragt  sich  zunächst,  in  welchen 
Jahrhunderten  diese  Ausnahme  stattfin- 
den kann.  Wir  hatten: 

d~  15  + C + lO  ^mod30‘ 

N konnte  jeden  Werth  von  0 bis  18 
haben,  cs  muss  also,  falls  diese  Aus- 
nahme sich  ereignen  kann , für  einen 
dieser  Werthe : 

>®+f+'9'"mod30=» 

sein,  also: 

19iV-30x  = 14-e, 

wo  X eine  beliebige  ganze  Zahl  ist. 

Die  Gleichung: 

19iV-30x  = -l 

gibt  (vergleiche  den  Artikel:  Unbestimmte 
Aufgaben) : 

iV=ll,  x = 7 

also  unsere  Gleichnngt 

iV  = ll(p— 14)-f30n, 


Die  Ausnahme  findet  nicht  statt. 
Für  Hzzid  ist: 

P=9.  rf=24,  (g)  = l. 


sie  wird  also  im  kommenden  Jahrhun- 
dert eintreten. 

Suchen  wir  nun  die  Jahre,  in  welchen 
die  Ausnahme  in  der  That  stattfindet. 
Für  dieselben  ist  d=28  oder  29  , also 

(I)  = 1,  .0»..  i.t  = 0.  D.  «oh 


nun  beide  Bedingungen  vereinigen  müs- 
sen, so  ist  die  Bedingung 


für  die  Ausnahme  nothwendig.  Es  tritt 
aber  die  Bedingung  hinzu,  dass  der 
VoUmondstag,  der  2l-i-dte  März,  ein 
Sonntag,  also  der  22-f*<^to  ein  Montag, 
d.  h.: 


s+(f)+»+-i„.„=o 
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sei;  in  diesem  Falle  ist  e = 6.  Die 
Ausnahme  nimmt  nun  folgende  Ge- 
stalt an  : 

Wenn  gleichzeitig  e = 6 und: 


ZeitrechnoDg. 


also: 


(!)(¥)- 


4 4 mod  7 


ist,  so  ist  der  Ostersonntag  nicht  der 
22-f-<f-|-eto,  sondern  der  22-4*<f+*— 7te 
März. 

Wir  wollen  jedoch  die  Formel  so  än- 
dern, dass  die  Zahl  22-|-rf -f  * immer 
richtig  bleibt. 

Zn  dem  Ende  fügen  wir  zn  dem  Wer- 

the  von  c noch  die  Zahl 

hinzu,  e bleibt  dann  ungeändert,  wenn 
das  Product  Null  ist,  und  nimmt  um  1 
zu , wenn  es  gleich  Eins  ist.  Ist  aber 
der  frühere  Werth  von  e; 


Noch  kann  ein  Vielfaches  von  7,  also: 

7S-7^~+7rf 
zngezählt  werden,  und  man  erhält: 

.=6  + 4S  + 24+6</„„„, 

auch  kann  man  statt  S seinen  Rest  nach 
7,  also  r,  wenn: 


c~S 


mod  7 


mod  7 

gleich  6,  so  wird  der  jetzige  Werth 
von  e: 

— ^mod  7 ~ 

und  dies  tritt  ein , wenn  die  Ausnahme 
stattfindet. 

Nimmt  man  nun  den: 

- (4)  (^)  ““ 

als  Ostertermin,  so  ist  allen  Fällen  Rück- 
sicht gewidmet,  nämlich  eine  Aenderung 
findet  gar  nicht  statt,  wenn  das  letzte 
Glied  0 ist.  Ist  es  gleich  1,  aber  nicht 
zugleich  e gleich  0 oder  der  alte  Werth 
von  e = 6,  so  wird  einerseits  e um  Eins 
vermehrt,  andererseits  der  Ostertag  um 
Eins  zurückgcrückt,  nur  wenn  gleichzei- 
tig e=0  (d.  h.  der  alte  Werth  von  e = 6) 
ist,  wird  e um  6 vermindert  und  der 
Ostertag  tritt  noch  um  Eins  zurück,  so 
dass  in  der  That  derselbe  eine  Woche 
früher  genommen  wird,  wie  dies  sein 
muss. 

Wir  wollen  nnn  die  entwickelten  For- 
meln noch  etwas  vereinfachen. 

Es  war  für  die  Julianischen  Ostern: 

« = 6- * 

wozu  für  die  Gregorisehen  noch; 

tritt.  Setzen  wir  nun ; 

b = S. 


ist,  nehmen.  Zu  der  so  gefundenen 
Zahl  tritt  im  Gregorisehen  Kalender 
noch: 


wenn: 


.4Ä— ff, 

. -P-S-').  -© 

ist,  hinzu.  Noch  war: 
also: 

e = Aß -^26 +ie+Gd-{-H 


also  wenn; 


-('-1-3 
\if  moir 

ist,  und  wenn  man: 

4 

zGzftbit: 

ezzAB^i+2b+ic+Qd+ey-\-2ß^^^^, 


wo: 


ist. 


^ ~ ^mod  7 


mod  4* 


so  ist: 


Wir  geben  jetzt  die  Formeln  für  den 
Ostersonntag  und  den  Ostervollmond 
nach  beiden  Kalendern  in  übersichtlicher 
Form , indem  wir  statt  der  Zahl  N jetzt 
a setaen  wollen. 


32* 
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L Jalianitiche  Ostern. 

5 ist  die  Jahreszahl. 

®“®modl9’  *“^mod4’  ® = ®mod7’  30’ 

e = 6 + 2A  4- 7 , 

Osterr oll mo nd  (nachdem  Kalender): 

21-1-rfte  Marz  oder  d — 10  tc  April, 

Ostersonntag: 

22-H<i4-«te  März  oder  rf-j-e — 9tc  April. 

Für  den  wahren  Vollmond,  der  anf  die  Frühlingsnachtgleiche  folgt,  setze  noch 
die  Anzahl  der  verflossenen  Jahrhunderte  gleich  H und  nehme : 

^=16+19“-(®-|5-Ld30- 

den  Vollmond  aber  wie  oben. 

II.  Gregorische  Ostern. 

Setze  wieder  S für  die  Jahreszahl,  H für  die  darin  enthaltenen  vollen  Jahr- 
hunderte. 


A)  Saculare  Grossen: 

?="-(t) ^="modC 

■'=*+18^m.d30-  -‘  = C-^)' 

B)  Jährliche  Grössen: 

‘*  = ®modl9’  * = *mod4’  ®~®mod7’  ‘^~^®+e+^^®mod30* 


e=4+2/?+6yf26  + 4c4-6<i+ 


O stervollmond : 

21 -feite  März  oder  d — lOte  April. 


O Ster  Sonntag: 

22+J-l-c  — ABte  Marz  oder  rf+e — AB — 9te  ApriL 

Das  Glied  AB  kommt  nur  in  den  Jahrhunderten  in  Betracht,  wo  A=1  ist, 
und  nur  dann,  wenn  B:zl,  d.  h.  d=28  oder  29,  und  wenn  e = 0 ist. 

Diese  Formeln  geben  fürs  16 te  Jahrhundert: 

i/=15,  p = 7,  /9=3,  y = l,  <f=16,  A = l. 

Wenn  man  die  Rechnung  auch  für  die  anderen  Jahrhunderte  macht,  kommt: 

16t*es  Jahrhundert: 

‘^=^+19‘*mod30’  « = 2 + 26+4c+6d+Äjj^Q^7, 

17tes  Jahrhundert: 

■ ‘^=^+^^®rood30’  e = 2+26-l-4c-f-6(i+^njod7. 

IStes  Jahrhundert: 

d =23+ 19  e=3+26+4c+6d^Qj7, 

19tes  Jahrhundert: 

d=23+19a^^^gg,  e = 4+26+4c+6d„jQ^7, 

20tes  Jahrhundert: 

d=24+19aj^^^3Q,  « = 5+24+4c+6d+fi„jjjj  7. 

Die  Formeln  für  a,  b,  c,  B sind  in  allen  Jahrhunderten  dieselben. 
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e=0=5+2»+4o+M+l^„_,,. 


Da  d durch  7 theilbar  ist,  so  erhält 
mau : 


d.  h. : 


Wir  haben  bereite  oben  die  Bedingung 
abgeleitet,  unter  welcher  in  einem  Jahr- 
hunderte i4  = l-ist,  also  die  Ausnahme 
eintreten  kann.  Es  war  die,  dass  der 
Rest  von  3+19(»  nach  Modul  30  für 
dies  Jahrhundert  zwischen  11  und  29 
fällt. 

Beantworten  wir  noch  die  Frage, 
a priori  die  Jahre  eines  solchen  Jahr- 
hunderts zu  finden,  wo  diese  Ausnahme 
wirklich  cintritt,  d.  h.  wo  d =28  oder 
29,  e = 0 ist.  Da  die  Rechnung  immer 
dieselbe  ist,  wollen  wir  uns  hierbei  aufs  ®~^mod  7 = + 

20.  Jahrhundert  beschränken.  Es  war  ^ 

für  dasselbe: 


0=6+24+4c^„„, 

l = 2‘+'^mod7' 


also  die  zweite  Bedingung.  Was  die 
Werthe  von  b und  c anbetrifft, ‘so  ist: 


24+19  30, 

also  im  Falle  der  Ausnahme: 


oder : 


|}  = 24+19.„oa30- 

5}=^®“mod80' 


Von  den  zwei  Werthen  ist  der  obere 
immer  auf  den  Fall  bezogen,  wo  der 
Ostersonntag  auf  den  18  ten,  der  untere, 
wo  er  auf  den  19  ten  April  fällt.  Diese 
Gleichung  ist  gleichbedeutend  mit: 


19 


a— 30*  = |g. 


Die  Auflösung  ergibt  sich  leicht  (ver- 
gleiche den  Artikel:  Unbestimmte  Auf- 
gaben): 


44+30y 

"-f-55+30y’ 


oder  wenn  man  y = z+2  setzt: 

«_jl6+30s 
"“I  5+30  z* 

Da  aber  a kleiner  als  19  sein  muss,  so 
entspricht  jedem  Falle  nur  ein  Werth 
von  o,  nämlich: 

« = 16  für  den  18  ten, 

a=  5 für  den  19 ten  April, 

wegen : 

®~\od  19 

muss  also  die  entsprechende  Jahreszahl 
von  der  Form : 


j=m+| 


16 

6 


sein,  und  dies  ist  die  erste  Bedingung 
der  Ausnahme.  Setzen  wir  jetzt  zu- 
nächst den  oberen  Werth,  also: 

S = 191+16,  rf=28 
voraus,  so  gibt  die  Gleichung: 


und  dieser  Werth  kann  in  der  vorletzten 
Gleichung  den  Rest  c ersetzen,  da  der 
Modul  7 in  beiden  Gleichungen  derselbe 
ist.  Die  zweite  Bedingung  ergibt  sich 
dann  in  der  Form : 

«='>‘+6'mod7- 

b ist  hier  gegeben  durch  die  Gleichung: 
mod  4* 

und  wegen  S = 191+16  erhält  man: 
^“^^mod4* 

Also  damit  die  Ausnahme  stattfinde, 
und  der  18.  April  Ostersonntag  ist,  sind 
folgende  Bedingungen  zu  erfüllen: 

A)  Die  Grösse  — muss  eine 

ganze  Zahl  sein,  die  zwischen  1900  und 
2000  liegt.  Dem  entsprechen  offenbar 
die  Wertho: 

S = 1916,  1935,  1954,  1973,  1992, 
und  bezüglich: 

1 = 100,  101,  102,  103,  104, 
wegen  der  Gleichung: 

*“^^mod4 

aber  noch: 

6 = 0,  3,  2,  1,  0. 

B)  Der  Ausdruck  26+61  muss  durch 
7 theilbar  sein.  Man  hat  bezüglich: 

26+61  = 600,  612,  616,  620,  624, 

von  denen  nur  der  dritte  durch  7 theil- 
bar ist.  Die  Ausnahme  tritt  also  im 
20  ten  Jahrhundert  nur  im  Jahre  1954 
mit  der  Bedingung  ein,  dass  der  Oster- 
sonntag auf  den  18.  April  fällt. 

Soll  er  aber  auf  den  19.  April  fallen, 
so  ist: 

S=19l+5,  d=29. 

Die  Gleichung: 

0 = 5+26+4c+6</+l^^  Y 
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gibt  dann  wie  oben  all  zweite  Bedin> 
gung: 

2 = 26+4c^qj^. 

Es  ist  nun; 

*^=^mod7=^^+^mod7’ 

und  dieser  Werth  hann  in  die  vorige 
Gleichung  eingesetzt  werden.  Es  ergibt 
sich : 

3 = 26+6A^y^  7’ 

Air  6 hat  man  t 

* ^mod  4* 

also : 

‘=3'+>mo<i4- 


sein.  Wegen  dieser  Bedingungen  hat 
man: 

4+24+4. 

Die  erste  Congruenz  ist  identisch  mit: 
30x  - 19rt  = 23, 
woraus  sich  ergibt; 

rt=13+30n. 

Aber  da  a der  Rest  nach  Modul  19  ist, 
kann  nur  der  Werth  a=13  in  Betracht 
kommen.  Da  das  Jahr  1805  das  erste 
in  diesem  Jahrhundert  vorkommende 
durch  19  theilbare  Jahr  ist,  so  ista  = 13 
für  die  Jahre; 

1818,  1837,  1853.  1875,  1884, 


Die  Bedingungen  dafür,  dass  die  Aus- 
nahme Btattfinde  und  der  Ostersonntag 
der  19>  April  ist,  sind  also : 

S 5 

A)  - - =4  muss  eine  ganze  Zahl 

sein.  Man  erhält  die  Worthe  : 

S=1905,  1924,  1943,  1962,  1982, 

und  bezüglich; 

1 = 100,  101,  102,  103,  104, 

wegen  Gleichung: 

A = 3A-t-lmod4 


die  entsprechenden  Wertho  von  b und 
c für  diese  Jahre  sind : 

6 = 2,  1,  0,  3,  2, 
c =5,  3,  1,  6,  4, 
und  die  von  4-f-26-f-4c  sind: 

28,  18,  8.  34,  24, 

von  welchen  Zahlen  nur  die  erste  durch 
7 theilbar  ist,  so  dass  in  diesem  Jahr- 
hundert nur  im  Jahre  1818  der  Oster- 
sonntag auf  den  22.  März  ticl. 

Damit  der  Ostersonntag  aber  der 
25.  April  sei,  muss  man  haben : 


aber: 


22-f-rf-t-e  ~ 56, 


6 = 1,  0,  3,  2,  1.  d.  h.: 


B)  Per  Ausdruck: 

264-61  - 3 

muss  durch  7 theilbar  sein»  Man  er- 
hält : 

264-61  — 3 = 599,  603,  615,  619,  623* 


d4-s=34. 

Da  e höchstens  gleich  6 sein  kann, 
so  muss  d mindestens  gleich  28  sein, 
und  kann  daher  nur  einen  der  Werthe 
28  oder  29  haben. 

Man  hat  also  die  Congruenz: 


Nur  der  letzte  ist  durch  7 theilbar.  Im 
20tcn  Jahrhundert  findet  also  die  Aus- 
nahme nur  im  Jahre  1981  mit  der  Be- 
dingung statt,  dass  der  Ostersonntag  auf 
den  19.  April  fällt.  Die  Jahre  1954 
und  1981  sind  also  die  einzigen  Aus- 
nahmen des  20tcn  Jahrhnnderts. 

Es  ist  nnch  nicht  schwer,  die  Jahre 
eines  Jahrhunderts  zu  ermitteln,  in  wel- 
chen der  Ostersonntag  auf  einen  der 
äuBsersten  Termine , bezüglich  den 
22.  März  und  25.  Apil  füllt.  Wir  wol- 
len diese  Aufgabe  für  das  laufende  Jahr- 
hundert lösen.  In  jedem  anderen  Jahr- 
hundert ist  sic  natürlich  ganz  ebenso  an 
behandeln. 

Soll  der  22.  März  der  Ostersonntag 
sein,  so  muss  ofifenbar: 
rf=s  eaO 


234-100=281 

29)  mod  30' 

Die  entsprechenden  Werthe  von  o erge- 
ben sich  wie  oben : 

<1  = 5 für  den  ersten  Fall. 

Für  den  zweiten  Fall  wrflrde  sich: 

a = 244-30n 

ergeben.  Da  in  diesem  Ausdruck  aber 
keine  positive  Zahl,  die  kleiner  als  19, 
enthalten  ist,  so  kann  dieser  Fall  nicht 
eiatreten.  Pie  entsprechenden  Jahre 
sind  somit: 

1810,  1829,  1848,  1867,  1886. 

Diesen  Jahren  entsprechen  also  die 
Werthe: 
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a = 5, 

6 = 2,  1,  0,  3,  1, 
c = 4,  2,  0,  5,  2, 
d=28, 

und  wegen : 

‘e  = 4 + 26+4c  + 6rf^^j7  = 4+26 


Die  hier  gegebene  Osterregcl  ist  in 
dieser  Form  Ton  Oauss  gegeben.  Frü- 
her bediente  man  sich  der  Ostcrtafeln 
und  gewisser  Hülfsgrössen,  nämlich  ausser 
den  Epakten  noch  der  güldenen  Zahl, 
welche  die  Stelle  des  Jahres  im  Mond- 
zirkel vom  Jahre  Null  ab  gezählt) 
angab. 


+^mod  7 

hat  man : 

e = 3,  0,  4.  2,  0. 

Da  nur  der  Werth  e=6  unserem  Falle 
entspricht,  so  kommt  in  diesem  Jahr- 
hundert- kein  Jahr  vor,  wo  der  Oster- 
sonntag auf  den  25.  April  fällt. 

Beispiele. 

Im  Jahre  der  Kalender- Reformation 
1582  ist  für  die  Julianiachen  Ostern: 

u = 5,  6 = 2,  c = 0,  fi=20,  e = 4, 

Ostern  fiel  also  auf  den  15  April. 

Im  Jahre  1864  ist  für  die  Gregorischen 
Ostern: 

a = 2,  6 = 0,  c = 2,  d=l,  e = 4, 

Ostern  fiel  auf  den  27.  März,  der  Oster- 
vollmond auf  den  22  März. 

(Die  astronomische  Rechnung  gibt  den 
Vollmond  ftr  den  23  März  Vormittags.) 

Historisch  ist  zu  bemerken , dass  die 
deutschen  Protestanten,  welche  erst  1700 
die  Kalender-Reformation  annabmen,  zu- 
erst den  Ostervollmond  und  die  Früh- 
lings-Nachtgleiche durch  astVonomischo 
Rechnung  ermittelten.  Dies  führte  zu 
dem  Uebelstandc,  dass  zuweilen  die  ka- 
thoUschon  Ostern  mit  den  protestantischen 
nicht  üborcinstimmten.  Auch  hat  hier 
die  astronomische  Rechnung  manche 
Uebelstände.  Falle  z.  B.  in  Frankreich 
der  Ostervollmond  zwischen  11  und  12 
Uhr  Nachts,  so  wird  er  in  Deutschland 
zwischen  12  und  1 Uhr  fallen.  Ist  dies 
nun  die  Nacht  vom  Sonnabend  zum  Sonn- 
tag, so  ist  für  Deutschland  der  letztere 
Tag  zu  nehmen,  und  Ostern  fiele  hier 
8 Tage  später  als  in  Frankreich.  Un- 
möglich würde  es  übrigens  sein , die 
Ortsgrenze  zu  bestimmen,  wo  das  eine 
anfhöre  und  das  andere  eintretc.  Man 
ist  daher  später  auf  die  Gregorische  Be- 
stimmung zurückgekommen,  in  Prenssen 
auf  Friedrich  II.  Befehl  1775,  in  ganz 
Deutschland  durch  Reichatagsbcschluss 
1777. 

Die  Engländer  schlossen  sich  1777 
dem  verbesserten  Kalender  an,  die  Rus- 
sen und  Griechen  haben  noch  jetzt  den 
Julianiseben. 


4)  Gebrauch  des  immerwäh- 
renden Kalenders. 

Es  kann  historisch  wichtig  sein,  aber 
selbst  auch  aus  Rcchtsgründen  und  an- 
dern Veranlassungen  das  Bedürfniss  ge- 
fühlt werden,  die  gewöhnlichen  Kalender- 
notizen  für  irgend  ein  vergangenes  oder 
zukünftiges,  Julianisches  oder  Gregoria- 
nisches Jahr  schnell  zu  finden.  — Die- 
sen Anforderungen  genügt  recht  gut  ein 
immerwährender  Kalender,  wie  er  hier 
beigefügt  ist. 

Derselbe  besteht  aus  3 Spalten,  deren 
erste  die  Monatstagc,  die  zweite  die  7 
ersten  Buchstaben  des  Alphabets  in  wie- 
derkebrender  Reihenfolge , die  dritte  die 
Zahlen  30  bis  1 in  wiederkehrender 
Folge  enthalten;  ln  dem  je  zweiten  Mo- 
nate entsprechen  die  Zahlen  25  und  24 
demselben  Tage.  Für  die  Schaltjahre 
entspricht  ausserdem  dem  29.  Februar 
dieselbe  zweite  und  dritte  Spalte,  als 
dem  1.  März. 

Die  zweite  Spalte  dient,  um  die 
Wochentage  jedes  gegebenen  Monats- 
tages zu  finden.  Der  Buchstabe,  wel- 
cher irgend  einem  Sonntage  entspricht, 
heisst  nämlich  Sonntagsbuchstabe;  aus 
demselben  lassen  sich  sogleich  die  der 
andern  Wochentage  finden.  Ist  z.  B. 
d der  Sonntagsbuohstabc , so  ist  e der 
für  den  Montag  u.  s.  w.  Um  den  Sonn- 
tagsbuchstaben  und  selbst  den  jedes 
Monatstages  zu  finden , haben  wir  in 
dem  Artikel : Sonntagsbuchstabe  eine 
directe  Regel  gegeben , aber  bestimmt 
man  das  Osterfest  des  betreffenden  Jah- 
res , wie  cs  ja  doch  zur  Vollständigkeit 
des  Kalenders  geschehen  muss,  so  hat 
man,  da  cs  stets  auf  einen  Sonntag 
fällt,  auch  den  Sonntagsbuchstaben  des 
betreffenden  Jahres.  Zu  bemerken  ist 
nur,  dass  bei  Schaltjahren  derselbe  nur 
vom  März  an,  für  Januar  und  Februar 
aber  der  folgende  Buchstabe  gilt.  Z.  B. 
für  1864,  wo  Ostern  auf  den  27.  März 
fiel,  ist  6 der  Sonntagsbuchstabe  vom 
1.  März  ab , für  Januar  und  Februar 
aber  c. 

Die  dritte  Spalte  gibt  die  Mondphasen. 
Bestimmt  man  einen  Vollmond,  aldoden 
Ostervollmond , so  hat  man  diejenige 
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Zahl,  welche  jedem  Vollmonde  entspricht,  melfahrtstng  39  Tage,  Pfingsten  49 
Z.  B.  für  1864,  wo  der  22.  März , also  Tage,  Frohnleichnamsfcst  6Q  Tage  nach 
die  Zahl  9 dem  Vollmonde  entspricht,  Ostern  fällt.  Der  L Adventsonntag  aber 
gilt  dies  fürs  ganze  Jahr.  Die  Neu-  ist  der  vierte  Sonntag  vor  Weihnachten, 
mondszahl  aber  ist  dann  9-f-15  = 24.  Derselbe  wird  also  bestimmt,  wenn  man 
Es  folgt  hier  der  immerwährende  Ka-  von  dem  mit  Hülfe  des  immerwähren- 
Icnder,  ausserdem  eine  Tafel  für  die  be-  den  Kalenders  ermittelten  Sonntag 
wcglichcn  Feste,  mit  der  Bemerkung,  vor  Weihnachten  28  Tage  rückwärts 
dass  Aschermittwoch  46  Tage  vor,  Hirn-  geht. 


rmmerwäh r end er  Kalender. 


Januar 

Februar 

März 

1 April 

Mai 

Juni 

1 

a 

30 

1 

d 

29 

1 

d 

30 

1 

9 

29 

1 

b 

28 

1 

e 

27 

2 

b 

29 

2 

e 

28 

2 

e 

29 

2 

a 

28 

2 

c 

27 

2 

f 

26 

3 

c 

28 

3 

27 

3 

f 

28 

3 

b 

27 

3 

d 

26 

3 

9 25-5 

4 

d 

27 

4 

9 

26 

4 

9 

27 

4 

c 

26 

4 

e 

25 

4 

a 

23 

5 

e 

5 

a 

25-24 

5 

a 

26 

5 

d 25-24 

5 

f 

24 

Sl 

J22 

6 

f 

25 

6 

b 

23 

6 

h 

25 

6 

e 

23 

6 

9 

23 

6 

c 

21 

7 

9 

24 

7 

c 

22 

7 

c 

24 

7 

f 

22 

7 

a 

22 

7 

d 

20 

8 

a 

23 

8 

d 

21 

8 

d 

23 

8 

9 

21 

8 

b 

21 

8 

e 

19 

9 

b 

22 

9 

t 

20 

9 

t 

22 

a 

r 

c 

20 

9 

18 

10 

c 

21 
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Immerwährender  Kalender. 
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Tafel  der  beweglichen  Feste. 


Aschcrmitt- 

Oster« 

Himmel« 

Pfingst« 

Frohnleich- 

1.  Advent- 

woch 

sonotag 

fahrtstag 

Sonntag 

namsfest 

sonntag 

5. 

Märt 

20. 

April 

29. 

Mai 

8.  Juni 

19.  Juni 

30.  November 

18 

Februar  . 

h. 

April 

14. 

Mai 

24.  Mai 

4.  Juni 

29.  November 

10. 

Februar 

27. 

März 

5. 

Mai 

15.  Mai 

26.  Mai 

27.  November 

1. 

Mars 

16.  April 

25. 

Mai 

4.  Juni 

15>  Juni 

3.  December 

19. 

Februar 

1. 

April 

10. 

Mai 

20.  Mai 

31.  Mai 

2.  December 

6 

M&rz 

% 

21. 

April 

30. 

Mai 

9.  Juni 

20.  Juni 

1.  December 

26. 

Februar 

12. 

April 

21. 

Mai 

31.  Mai 

11.  Juni 

29.  November 

10. 

Febmar 

28.  März 

6. 

Mai 

16.  Mai 

27.  Mai 

28.  November 

2. 

März 

17. 

April 

26. 

Mai 

5.  Juni 

16.  Juni 

27.  November 

22. 

Februar 

9. 

April 

18. 

Mai 

28.  Mai 

8.  Juni 

3.  December 

14. 

Februar 

31.  März 

9. 

Mai 

19.  Mai 

30.  Mai 

1.  December 

26 

Februar 

13. 

April 

22. 

Mai 

1.  Juni 

12.  Juni 

30.  November 

oo 

Februar 

5. 

April 

14. 

Mai 

24  Mai 

4.  Juni 

29.  November 

10. 

Fcbniar 

28 

März 

6. 

Mai 

16.  Mai 

27.  Mai 

28.  November 

1. 

März 

16. 

April 

25. 

Mai 

4.  Juni 

15.  Juni 

3.  December 

14. 

Februar 

. 1. 

April 

10. 

Mai 

20.  Mai 

31.  Mai 

2.  December 

6. 

Märe 

21. 

April 

30. 

Mai 

9.  Juni 

20.  Juni 

1.  December 

26. 

Februar 

13. 

April 

22. 

Mai 

1.  Juni 

12.  Juni 

30.  November 

10. 

Februar 

28. 

März 

6. 

Mai 

16.  Mai 

27.  Mai 

28.  November 

2. 

März 

17. 

April 

26. 

Mai 

5.  Juni 

16.  Juni 

27.  November 

22. 

Februar 

9. 

April 

18. 

Mai 

28.  Mai 

8.  Juni 

3.  December 

/. 

Februar 

25. 

März 

8. 

Mai 

13.  Mai 

24,  Mai 

2.  December 

25. 

Februar 

11, 

April 

20. 

Mai 

30.  Mai 

10.  Juni 

28.  November 

16. 

Februar 

3. 

April 

12. 

Mai 

22.  Mai 

2.  Juni 

27.  November 

8. 

März 

23. 

April 

1. 

Juni 

11.  Juni 

22.  Juni 

3.  December 

21. 

Februar 

8. 

April 

17. 

Mai 

27.  Mai 

7.  Juni 

2.  December 

13. 

Februar 

30. 

März 

8. 

Mai 

18.  Mai 

29  Mai 

30.  November 

4. 

März 

19. 

April 

28. 

Mai 

7.  Juni 

18.  Juni 

29.  November 

24.  Februar 

11. 

April 

20. 

Mai 

30.  Mai 

10.  Juni 

28.  November 

11 

Februar 

29. 

März 

7. 

Mai 

17.  Mai 

28.  Mai 

29.  November 

2 

März 

17. 

April 

26. 

Mai 

5.  Juni 

16.  Juni 

27.  November 

15. 

Februar 

2. 

April 

11. 

Mai 

21.  Mai 

1.  Juni 

3.  December 

7. 

Februar 

25. 

März 

3 

Mai 

13.  Mai 

24.  Mai 

2.  December 

28. 

Februar 

14. 

April 

23. 

Mai 

2.  Juni 

13.  .Juni 

1.  December 

18. 

Februar 

5. 

April 

14. 

Mai 

24.  Mai 

4.  Juni 

29.  November 

3. 

März 

18. 

April 

27. 

Mai 

6.  Juni 

17.  Juni 

28.  November 

23. 

Februar 

10. 

April 

19. 

Mai 

29.  Mai 

9.  Juni 

27.  November 

15.  Februar 

2. 

April 

11. 

Mai 

21.  Mai 

1.  Juni 

3.  December 

Digitized  by  Google 


Zeitrechnnng.  507  Zeitrechauog. 

5)  lieber  einige' andere  Kalen*  benannte  Jahr  ein.  Um  alle  Uebelständo 


der. 

Der  Sonncnjahro  bedienten  sich  schon 
frühe  einige  Völker 

Die  Aegyptier  hatten  ein  solches 
von  365  Tagen;  da  kein  Schaltjahr  war, 
so  musste  sich  bald  eine  Ungenauigkeit 
einstellcn.  und  in  der  That  nahm  man 
eine  Periode  von  1460  Jahren  an,  nach 
deren  Verlauf  die  Stellung  der  Gestirne 
wieder  denselben  Monatstagen  ent* 

spreche. 

Die  Aegyptier  hatten  1*2  Monate , je- 
den zu  30  Tage,  und  ausserdem  5 ein- 
geschaltete Tage  (l-nnyöfiU'ot),  ein  Ver- 
fahren , welches  der  französische  Revo- 

lutionskalendcr  na>-hgcahmt  hat.  Die 

Monatsnamen  der  Aegyptier  sind: 

Thot,  Fhaophi,  Athyr,  Chocak,  Tybi, 
Mechir,  Phomenoth,  Pharmulhi,  Pachon, 
Pauni,  Epiphi,  Metori. 

Dem  alten  römischen  Jahre  scheint 
ebenfalls  das  Sonnenjahr  zu  Grunde  ge- 
legen zu  haben.  Es  wurde  anfänglich 
in  10  Monate  gctheilt,  von  denen  der 
erste,  dritte,  fünfte  und  achte  31,  die 
übrigen  30  Tage  hatten,  so  dass  das 
ganze  Jahr  304  Tage  enthielt.  Wie 

gross  die  Vcrwirning  gewesen,  die  hier- 
aus erfolgte,  lässt  sich  denken.  Die 
Pontifices  bestimmten  die  Länge  jedes 
Jahres,  nicht  ohne  Parteirücksichten,  in- 
dem sic  befreundeten  Consuln  ihr  Amt 
verlängerten,  andern  abkürzten.  Die 
alten  Monatsnamen  waren: 

Marlis,  Aprilis,  Majus,  Junitu,  Qui»- 
tilis  (später  Julius,  dem  Cäsar  zu  Ehren), 
Sextiiis  (später  Augtulus),  September, 
Oclober,  November,  Uecember. 

Den  Ilten  und  12ten  Monat  Ja- 
nuarius und  Februarius  soll  schon  Nnroa 
hinzugefOgt  haben,  jedoch  scheint  man 
beiden  zusammen  nur  51,  also  dem  Jahre 
355  Tage  gegeben  zu  haben.  Diese 
neuen  Monate  waren  die  letzten,  da  das 
Jahr  mit  dem  1.  März  begann.  Julius 
Cäsar  führte  auf  den  Rath  des  Sosigcncs 
44  V.  Chr.  (astronomisch  —43)  und  709 
nach  Erbauung  der  Stadt  das  nach  ihm 


auszugleichen,  wurden  dem  Jahre  708 
44.5  Tage  und  15  Monate  gegeben,  cs 
heisst  daher  Jahr  der  Verwirrung. 
Noch  ist  zu  bemerken,  dass  die  Ponti- 
fices die  Regel,  dass  das  vierte  Jahr  ein 
Schaltjahr  sein  solle,  nach  römischer 
Art  zu  zählen  so  verstanden , dass  sie 
das  erste,  vierte,  siebente  u.  s.  Jahr 
zum  Schaltjahre  machten,  was  erst  nach 
40  Jahren  wieder  ausgeglichen  wurde. 
Der  1.  Januar  als  Jahresanfang  trat 
darum  ein,  damit  die  Consuln  nach  Ver- 
lauf des  Winters  schon  bei  ihren  Heeren 
sein  könnten. 

‘ Zu  bemerken  ist  auch  die  römische 
Art,  die  Monatstagc  zu  zählen. 

Diese  geschah  von  3 Tagen  aus,  Ca- 
lendae,  Nunae,  Idus , von  denen  die 
Calendae  auf  den  1.  jedes  Monats,  die 
Nonae  und  Idus  für  März , Mai , Juli 
und  October  auf  den  7 ten  und  15tcn, 
für  die  übrigen  Monate  auf  den  5 ten 
und  13  ten  fielen. 

Von  diesen  Terminen  wurde  znrück- 
und  vorwärts  gezählt,  nach  römischer 
Art  jedoch  so,  dass  dieselben  als  erster 
Tag  mitgezahlt  wurden.  Also: 

Dritter  Tag  vor  den  Kalenden  des 
Juli  (dies  terlius  ante  Valendas  Julias) 
= 29.  Juni,  nämlich  man  zählt  zurück 
1.  Juli,  30.  Juni,  29.  Juni. 

Von  den  Kalenden  des  März  zählte 
man  bis  zum  6 ten  Tage  zurück , diese 
Tage  entsprechen  also  im  Gemcinjahr 
dem  1.  März,  28.,  27..  26  , 25  , 24  Fe- 
bruar, im  Schaltjahre  1.  März,  29.,  28, 
27. , 26. , 25.  Februar.  Es  wurde  dann 
ein  zweiter  6tcr  Tag,  der  24.  Februar 
[dies  bis  sexlus  a.  Cal.  M.)  angenommen, 
und  dies  war  also  der  Schalttag.  Daher 
der  müssige  Streit,  ob  der  29.  oder 
24.  Februar  Schalttag  sei. 

Das  Schaltjahr  selbst  hiess  aus  diesem 
Grunde  annus  bis  sexlus  (noch  jetzt  im 
Französischen  bis  sexlile). 

Die  folgende  Tafel  gibt  eine  Ueber- 
sicht,  wie  die  römischen  Tuge  unseren 
Monatstagen  entsprechen. 
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M&ri,  Mai, 
Jnli  and  Oc- 
tober  (haben 
31  Tage) 


Januar,  Au- 
gust, Deceto- 
ber  (haben 
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(des  folgen, 
den  Monats) 


April,  Juni, 
September, 
November 
(30  Tage) 

I 

Calendis . | 
IV 1 ante 
III ' Nonas 
Pridie  Nonas 
Nonis 
VIII, 

VII  I 

VI  I anle 
V l Idus 
IV  I 

in  ' 

Pridie  Idus 


Idibus 


xvin 

XVII 

t 

1 

XVI 

1 & 

XV 

1 a 
1 ^ 

XIV 

1 ? 

XIII 

o. 

XII  1 

a 

«n 

XI  \ 

O 

X 

L OB 

* c* 

IX 

a 

vin 

S 

P. 

a 

vn 

a 

VI 

o 

a 

p 

V 

a 

IV  • ^ 

III 

Prid,  Calend. 

(des  folgen- 

den Monats) 

Februar 
bat  28  und  in 
Schaltjahren 
29  Tage 

Ca  lendis 
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Bet  den  Sonnenjabren  wollen  wir 
schliesslich  noch  des  persischen  von 
Omar  Cheiam  im  11.  Jahrhundert  ein» 
geführten  Jahres  crw&hnen.  Dasselbe 
hat  eine  noch  genauere  Schaltperiode  als 
das  Gregorianische.  Es  besteht  nämlich 
ans  Zirkeln  von  33  Jahren,  in  dem  sich 
25  Gemein-  und  8 Schaltjahre  befinden. 
Das  mittlere  Omar’sche  Jahr  hat  sonach 
365  Tage  5 Standen  49  Minuten  5-^  Se- 
cunden.  Es  ist  dem  wahren  also  näher 
als  das  Gregorianische. 

Das  Mondjahr  stellt  sich  die  Auf- 
gabe, die  Rotation  der  Erde,  den  Lauf 
der  Sonne  und  des  Mondes  zu  vereini- 
gen. Bei  diesem  Jahre  sind  die  Mo- 
nate nicht  blosse  Theilungsperioden,  son- 
dern jeder  Monat  beginnt  und  schliesst 
mit  dem  Neumonde.  Wir  haben  oben 
gesehen,  dass  dies  erreicht  wird,  wenn 
in  einer  Periode  von  19  Jahren  sich 
12  Gemeinjahre  zu  354  und  7 Schalt- 
jahre zu  3^  bis  384  Tagen  befinden, 
die  Monate  abwechselnd  30  und  29  Tage 
haben.  Da  freilich  zwei  Gemeinjahre 
oft  anf  einander  folgen,  so  wird  der  Son- 
nenlauf und  die  von  ihm  bedingten  Er- 
scheinungen, also  z.  B.  die  Jahreszeiten, 
nur  sehr  unvollkommen  wiedergegeben, 
da  22  Tage  Unterschied  hier  stattfinden 
kann.  Wegen  des  Ueberschusscs  von 
1 Stunde  27  Minuten  nach  Verlauf  des 
Mondzirkels  ist  Übrigens  von  Zeit  zu 


Zeit  eine  Einschaltung  von  1 Tag  nöthig, 
welches  durch  den  Wechsel  zwischen  ^ 
und  30  Tagen  erreicht  werden  kann. 
Das  Mondjahr  entbehrt  indess  aus  die- 
sen Gründen  der  Uebersichtlichkeit  und 
ist  daher  von  den  meisten  gebildeten 
Völkern  wieder  aufgegeben  worden.  — 
Die  Völker,  welche  sich  desselben  be- 
dienten, sind  folgende: 

Die  Griechen.  Sie  legten  zuerst 
ihre  Eintheilung  in  Olympiaden  von  4 
Jahren  zu  Grunde , und  gaben  einer 
Doppelolympiade  3 Schaltjahre,  das  dritte, 
fünfte  und  achte.  Da  diese  Theilung 
ungenau  war,  so  traf  jeder  der  griechi- 
schen Staaten  eine  andere  Corrcction, 
und  hatte  sonach  seinen  eigenen  Mond- 
kalcnder,  so  gut  wie  die  deutschen  Staa- 
ten ihre  eigene  Art  des  Messens  und 
Wiegens. 

Meton  vereinigte  diese  verschiedenen 
Kalender  durch  Einführung  des  Mond- 
zirkels von  19  Jahren,  welcher  übrigens 
auch  ziemlich  gut  die  Sonnen- und  Mond- 
finsternisse periodisch  wiedergibt. 

Die  Schaltjahre  hatten  in  dieser  Pe- 
riode nicht  ganz  die  in  Abschnitt  2)  ge- 
gebenen Zahlen,  sondern  die  folgenden: 

3,  5,  8,  11,  13,  16,  19. 

Im  Uebrigen  ist  der  Kalender  des  Me- 
ton und  die  Monatsnamen  in  folgender 
Uebersiebt  zusammcngestellt. 


Met 

0 n i s 

ehe 

P 0 

r i 0 

d c. 

Monate 

Jahre  des  Cyclus 

1 

2 

3 

4 

6 

6 

7 

8 

9 

Hekatomb&on 

30 

29 

30 

30 

30 

30 

29 

30 

30 

Metagitnion 

30 

30 

29 

29 

30 

29 

80 

29 

29 

Boödromion 

29 

29 

30 

30 

29 

30 

29 

30 

30 

Pyanepsion 

30 

30 

29 

29 

30 

30 

30 

29 

29 

M&makterion 

29 

29 

30 

30 

29 

29 

29 

30 

80 

Poseideon 

30 

30 

29 

29 

30 

30 

30 

29  - 

29 

Poseidon  II.  (Schaltmonat) 

30 

29 

30 

GamoUon 

29 

30 

29 

30 

80 

29 

29 

29 

30 

Anthesterion 

30 

29 

30 

29 

29 

30 

30 

30 

29 

Elaphebolion 

29 

30 

30 

30 

30 

29 

30 

29 

30 

Munychion 

30 

29 

29 

29 

29 

30 

29 

30 

29 

Thurgolion 

29 

30 

30 

30 

30 

29 

30 

30 

30 

Skirophorion 

30 

29 

29 

29 

29 

30 

29 

29 

29 

Anzahl  der  Tage  des  Jahres 

355 

354 

384 

364 

384 

355 

364 

384 

354 
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Mctonischo  Periode. 
Monate  Jahre  des  Cyclas 


10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

Hekatombäon 

30 

29 

29 

30 

30 

30 

29 

29 

30 

30 

Metagitnion 

29 

30 

30 

29 

29 

29 

30 

30 

29 

29 

Boedromion 

30 

29 

29 

30 

30 

30 

29 

29 

30 

30 

Pyanepsion 

30 

30 

30 

29 

29 

29 

30 

30 

29 

30 

Märnakterion 

29 

29 

29 

30 

30 

30 

29 

29 

30 

29 

Poseideon 

30 

30 

30 

29 

29 

30 

30 

30 

29 

30 

Poscideon  II. 

(Schaltmonat) 

80 

30 

29 

29 

Gamclion 

29 

29 

29 

29 

30 

29 

30 

29 

30 

30 

Anthesterion 

30 

30' 

30 

30 

29 

30 

30 

30 

29 

29 

Elaphebolion 

29 

29 

29 

29 

30 

29 

29 

29 

30 

30 

Munychion 

30 

30 

30 

30 

29 

30 

80 

30 

29 

29 

Thurgeliou 

29 

29 

30 

29 

30 

29 

29 

29 

30 

30 

Skirophorion 

30 

30 

29 

80 

29 

30 

30 

30 

29 

29 

Anzahl  d.  Tage  d.  Jahres  355 

384 

354 

384 

354 

355 

384 

354 

354 

384 

Die  ganze  Periode  ist  =19  Jahr, 
= 235  Monat,  =6940  Tage. 

Uebrigens  ist  die  Mctonische  Periode 
dennoch  etwa  um  ^ Tag  zu  lang,  und 
Calippus  fQhrtc  daher  eine  76jährige 
ein , oder  einen  Zirkel  von  4 Metoni* 
sehen,  in  welcher  ein  Tag  ausficl  (300 
V.  Chr.). 

Das  hebräische  Jahr  ist  dem 
Metonischon  nacbgebildct.  Jedoch  com- 
plicirt  durch  religiöse  Gründe.  Es  darf 
nämlich  ein  streng  gefeierter  Festtag 
(die  alle  auf  bestimmte  Monatstage  fallen) 
nie  dem  Sabbath  vorbergehen  oder  dem- 
selben folgen,  wegen  der  bfirgerlichen 
Schwierigkeit,  welche  in  diesem  Falle 
die  Arbeitseinstellung  verursachen  würde, 
•och  soll  das  Jahr  nie  mit  einem  Sonn- 
tag, Mittwoch  oder  ITrcitag  beginnen. 
So  entstehen  6 Arten  von  Jahren:  ab- 
gekürzte, ordentliche  und  überzählige 
Gemeinjahre  zu  353,  354,  855,  und  der- 
gleichen Schaltjahre  zu  3^,  384  , 385 
Tagen.  Schaltjahre  sind  3,  6,  8,  11,  14, 
17,  19. 

Die  Namen  und  Tage  der  Monate 
sind: 

Tisri,  Marchesvan , Kislev,  Tebcth, 
30  29  30  29 


Adar, 

Nisan, 

Ijar, 

Sivan, 

29 

30 

29 

30 

Tlmmus, 

Ab, 

Elul. 

29 

30 

29 

Die  Tageszahl  gilt  fürs  ordentliche  Gc- 
meinjabr,  im  überzähligen  Jahre  kom- 
men auf  Marchesvan  30,  im  abgekürz- 
ten auf  Kislev  29,  im  ordentlichen 
Schaltjahr  hat  Adar  30  Tage  und  ihm 
folgt  der  Schaltmonat  Wcadar  mit  29. 
Der  1 tc  des  Monats  Tisri,  also  der  Jah- 
resanfang, fällt  zwischen  6.  September 
und  7.  October  unseres  Kalenders. 

Auch  die  Türken  haben  ein  Mond- 
jahr zu  354  und  355  Tagen,  aber  ohne 
weitere  Einschaltung,  also  sie  sehen  von 
dem  Stand  der  Sonne  ganz  ab.  Die 
Monate  haben  abwechselnd  30  und  29 
Tilge.  Ihre  Namen  sind  : 

Mobarrem,  Safar,  Rebi  el  awwel,  Rcbi 
cl  accher,  Dschemadi  el  awwel,  Dsche- 
madi  cl  accher,  Rcdscheb,  Schaban,  Ra- 
madan, Schewwal,  Dfu’l  kadc,  Dfu’l 
hedchc.  — Im  Schaltjahr  bat  der  letzte 
Monat  30  Tage. 

Es  sind  noch  einige  Worte  über  die 
Anfangspunkte  der  Zeitrechnung,  oder 
über  die  Acren  zu  sagen. 

Die  Geburt  Christi  ist  nach  der  An- 
nahme des  Dionysius  Exiguus  600  Jahre 
nach  unserer  Zeitrechnung  festgesetzt, 
wahrscheinlich  nicht  genau.  Ein  ande- 
rer Anfangspunkt,  der  noch  viel  will- 
kürlieher,  ja  ohne  allen  Halt  ist,  ist  die 
Erschaffung  der  Welt.  Die  Juden  neh- 
men dafür  dos  historische  Jahr  3761 
V.  Chr.,  Petavins  3984,  die  neueren 
Griechen  5508. 

Die  Römer  zählten  von  der  Erbauung 
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Roms,  753  v*  Chr.,  die  alten  Griechen 
von  der  Einffihmng  der  olympischen 
Spiele,  776  v.  Chr,,  die  Mahumedaner 
von  der  Flacht  Mahomeds,  16.  Juli 
622  n.  Chr. 

Historische  Begebenheiten  werden , in 
welchem  Volke  und  zu  welcher  Zeit  sic 
auch  vorgcfallen  seien,  in  Jalianischcn 
Jahren  wiedergegeben,  falls  sie  vor  1.582 
fallen,  sonst  in  Gregorianischen.  Die 
Weise,  wie  dies  geschehen  muss,  ist  an 
sich  einlc  chtend. 

Was  die  Tbcilnng  des  Jahres  anbe- 
trifift,  so  stammt  die  in  Monate  jeden- 
falls von  dem  Mondjahre  her,  wenn  auch 
in  unseren  Monaten  diese  Beziehung  zum 
Monde  verschwunden  ist.  Die  Woche 
ist  vielleicht  ebenfalls  von  den  4 Mond- 
vierteln, deren  jedes  7 Tage  hat,  ent- 
standen , vielleicht  aber  auch  von  den  7 
Planeten  der  Alten  , deren  jeder  einen 
Tag  lang  herrschen  sollte,  hergenom- 
men. Die  lateinischen  Namen  der 
Wochentage  wenigstens:  dies  — Solls, 
Lunae,  Marlis,  Mercurii,  lovis,  Veneris, 
Salumi,  deuten  darauf  hin.  Unsere 
Wochentagsnamon  sind  Uebersetzungen 
der  lateinischen,  freilich  mit  dem  Miss- 
verständnisse, dass  die  Gottheiten,  wel- 
che den  Planeten  ihren  Namen  gegeben, 
genommen,  und  ihre  nordischen  Vertre- 
ter an  deren  Stelle  gesetzt  sind.  Diens- 
tag stammt  nämlich  von  Thuit  oder 
Teut,  dem  Mars  des  Nordens,  Donners- 
tag vom  Donnergott  (Thor),  Freitag  von 
der  Freia,  der  Liebesgöttin,  her.  Bei 
Mittwoch  und  Sonnabend  ist  diese  Be- 
ziehung aufgegeben.  Der  Name  Sams- 
tag für  den  letzteren  hängt  vielleicht  mit 
Sabbattag  zusammen. 

Schliesslich  sei  noch  dos  Kalenders 
der  französischen  Revolution  erwähnt. 
Derselbe  ist  am  5.  October  1793  einge- 
fQhrt,  zählt  von  der  Entstehung  der  Re- 
publik 1792  n.  Chr.  an,  wurde  aber  im 
Gegensätze  zu  den  übrigen  Reformen  in 
der  Messkunst,  welche  diese  Zeit  her- 
vorbrachto  und  die  sich  immer  mehr 
Bahn  brachen,  nach  14  Jahren  wieder 
aufgegeben.  Die  Grundzüge  dieses  Ka- 
lenders sind  folgende. 

Der  Tag  ist  in  10  Stunden,  die  Stunde 
in  100  Minuten , die  Minute  in  10  Se- 
cunden  getheilt. 

An  die  Stelle  der  Woche  tritt  die  De- 
cade,  ein  Zeitraum  von  10  Tagen,  wel- 
che die  Nomen  haben: 

Primidi,  Duodi,  Tridi,  Quarlidi,  Quin- 
tidi , Sixtidi,  Septidi,  Octidi,  Nonidi, 
Decadi. 

Der  Dicadi  ist  der  Ruhetag  an  der 
Stelle  des  Sonntag. 


Der  Monat  hat  in^er  30  Tage,  also 
3 Decaden. 

Das  Jahr  hat  12  Monate  und  5 Er- 
gänzungs-  oder  Festtage  {jours  comple- 
menlaires  auch  Sansculotides).  im  Schalt- 
jahre 6,  also  365  bezüglich  366  Tage. 
Es  beginnt  mit  dem  Ilerbstäquinociiura. 
Ein  Schaltjahr  tritt  ein,  wenn  der  Ueber- 
schuss  der  tropischen  Jahre  gegen  <lio 
bürgerlichen  mehr  als  einen  Tag  beträgt, 
also  in  der  Regel  nach  4,  voü  Zeit  zu 
Zeit  nach  5 Jahren. 

Die  Schaltpcriode  hiess  Franciade. 

Die  Monatsnamen  sind : 

Herbstmonate:  Vendemiaire,  Bru- 
maire,  Frimaire. 

Wintermonate:  Nivose,  Pluviose, 
Ventose. 

FrQhlingsmonate:  Germinal,  Flo- 
real,  Prairial. 

Sommer  nt  onate:  Messidor,  Ther- 
midor, Fructidor. 

Die  Ergänzungstage  sind:  Fete  de  la 
vertu,  du  genie,  du  travail,  de  Vopinion, 
des  recompenses. 

Zeitrente  (Rentenrechnnng). 

Eine  Rente , die  ans  irgend  einem 
Grunde  nur  auf  eine  bestimmte  Zeit  zu 
zahlen  ist.  Ueber  deren  Berechnung 
vergleiche  den  Artikel:  Rente. 

Zellenrad  (Hydranlik). 

Siche  Wasserrad. 

Zenitb,  Scheitelpunkt  (Astronomie). 

Der  Punkt,  in  welchem  die  durch  den 
Mittelpunkt  der  Erde  gehende  Grade, 
welche  auf  dem  Horizont  eines  gege- 
benen Ortes  senkrecht  steht,  das  Him- 
melsgewölbe trifft. 

Zenithabstand  (Astronomie). 

Der  Theil  des  grössten  Kreises,  wel- 
cher durch  einen  gegebenen  Stern  und 
den  Zenith  geht,  welcher  von  diesen 
beiden  Punkten  begrenzt  ist. 

Zerstrennngsglas  (Optik). 

Siehe  den  Artikel:  Optik  (Dioptrik). 

Zerstrennngskreis  (Optik). 

Siehe  den  Artikel:  Optik  (Dio]>trik). 

Ziffer  (Arithmetik). 

Siehe  Zahlzeichen. 

Zimmer  (Metronomie). 

Gewöhnlich  40,  zuweilen  20  Stück. 
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Zinsen  (angewandte  Rechenkunst). 

Zinsen  sind  der  Lehenspreis  für  ein 
vorgCBchossencs  Capital  oder  anch  die 
Ertragsrente  eines  solchen,  wenn  es.  wie 
z.  B.  der  Boden  an  sich , einen  solchen 
zn  gewähren  im  Stande  ist. 

Die  Zinsen  werden  vom  Hundert  ge- 
rechnet und  also  in  Procenten  gegeben. 

Man  unterscheidet  einfache  Zinsen, 
wclehe  während  der  Dauer  des  Leihge- 
schäftes zu  bestimmten  Zeiträumen,  z.  B. 
jährlich,  vom  Schuldner  geleistet  werden, 
und  Zinszinsen , wo  für  gewisse  Zeit- 
räume die  fälligen  Zinsen  berechnet, 
aber  nicht  bezahlt, ' sondern  selbst  als 
Capital  betrachtet,  also  verzinst  werden. 
In  gewöhnlichen  Leihgeschäften  sind 
Zinszinsen  ausgeschlossen , Sparkassen 
gewähren  dergleichen , auch  muss  jeder 
Boden-  oder  Geschäftsbesitzer  den  Theil 
des  Ertrages,  den  er  zur  Erweiterung 
und  Verbesserung  seines  Geschäftes  ver- 
wendet , als  auf  Zinseszins  gegeben  bc- 
. trachten. 

Die  Formeln  für  einfache  Zinsrech- 
nung sind  leicht.  Sei  C das  Capital,  n 
die  Anzahl  der  Jahre  oder  sonstigen 
Zeiträume,  für  welche  der  Zins  berech- 
net wird,  K die  Summe,  zu  der  das 
Capital  anwächst,  p die  Procente,  z die 
Zinssumme,  so  erhält  man  für  je  100 
Einheiten  in  einem  Jahre  deren  n,  also 

für  C deren  also  in  n Jahren: 


r-^ Ig/iC-lgC 

Die  Grundsätze  der  Zinscszinsrcchnung 
kommen  auch  bei  Volkszählungen,  Zu- 
wachs von  Wäldern  u.  s.  w.  in  Anwen- 
dung, wie  folgendes  Beispiel  zeigt. 

Beispiel. 

Eine  Stadt  ist  in  5 Jahren  von 
120,000  Menschen  auf  150,000  Menschen 
angcwachscn.  Wieviel  Procent  hat  die 
durchschnittliche  jährliche  Vermehrung 
betragen? 

Auflösung. 

Es  ist: 

ä:=  150000. 

P = 120000, 

n = 5, 

also  nach  der  letzten  Formel: 

P = (/L25'-1)100, 
lg  1,25  = 0,09691 
5)  0.01938 

num  =1,0455 

-1 


Cpn 

lÖÖ’ 


z = 


K = C + 


Cpn 

WÖ’ 


0,0465 

100 


Was  die  Zinszinsen  anbetriiTt,  so  ist 
nach  Verlauf  eines  Jahres  das  Capital 
angewachsen  zu: 


p = 4,55 

Werden  die  Procente  jährlich  berech- 
net, aber  in  Zeiträumen  von  — Jahren 

s 

die  Zinsen  zum  Capital  geschlagen,  so 
erhält  man: 


wenn: 


9 = 1+ 


100 

gesetzt  wird.  Da  nun  Cg  das  neue  Ca- 
pital ist,  so  wird  daraus  nach  zwei 
Jahren: 

Cq>q  = Cq*, 
also  nach  n Jahren: 

K=  Cq”- 

Sehr  leicht  lassen  sich  aus  diesen  For- 
men die  Fragen  erledigen,  wo  statt  nach 
K nach  C,  p oder  n gefragt  ist. 


Bei  Geschäftsetablissemcnts,  die  in  sehr 
gutem  Fluss  sind,  z.  B.  Banken,  kann 
man  s sehr  gross  nehmen,  und  erhält 
dann,  da: 


nh 


ist,  den  Grenzwertb: 

JÜL 

wo  e die  Basis  der  natürlichen  Logarith- 
men ist. 
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Zlnfliahl,  Iiidtotion  (Chronologie). 

Auch  Römer  Zinszahl.  Die  Zahl, 
welche  die  Stelle  eines  bestimmten  Jah- 
res in  einer  Periode  von  15  Jahren  an- 
gibt , die  3 Jahre  (historisch)  v.  Cbr. 
beginnt.  Sie  hängt  wahrscheinlich  mit 
den  Stenervcrhältnisscn  der  ROmer  zu- 
sammen, und  steht  in  unseren  Kalendern 
ohne  andern  Zweck  als  den,  dass  früher 
zur  Gültigkeit  der  Testamente  auch  die 
Angabe  dieser  Zahl  erforderlich  war. 

Zoll  (Hetronomie). 

1^7  oder  Fnss. 

Zollgewicht  (Hetronomie). 

Das  im  deutschen  Zollvereine  eingc- 
führte  Gewicht,  welches  jetzt  auch  Lan- 
desgewiebt  für  die  Zollvcreinsstaaten  ge- 
worden ist.  Das  Zollpfund  ^enth&It 
\ Kilogramm  = 500  Gramms. 

Zone  (Geometrie). 

Der  von  zwei  parallelen  Kreisen  ein- 
geschlosscne  Theil  der  Oberfläche  eines 
Rotationskörpers. 

Um  die  Formel  für  die  Zone  zu  An- 
den , setzen  wir  die  Radien  der  begren- 
zenden Kreise  gleich  r und  r\  die  Ent- 
fernungen derselben  vom  Anfangspunkt 
gleich  h und  also  die  Höhe  gleich 
h'  — h.  Sei  die  Höhe  zunächst  unendlich 
klein  gleich  JA,  so  kann  die  Zone  als 
Oberfläche  eines  abgestumpften  Kegels 
betrachtet,  und  nach  der  Formel: 

71  $ (r-f  r') 

(siehe  den  Artikel:  Raumlehre)  berech- 
net werden,  wo  t die  Kegelscite,  also 
hier : 

• s = ]/(r'— r)*-4-dA* 


Für  die  Kalotte,  welche  nur  von  einem 
Kreise  abgeschnitten  wird,  ist  r=;0  zu 
setzen.  Haben  wir  es  z.  B.  mit  einer 
Kugel  zu  tbun,  so  ist: 

wenn  R der  Kugelradius  ist; 

dr  _ h 

dh~~~T' 

Z = 2iRl  dh=z2nR(h'-h), 

^ h 

wie  sich  auch  leicht  auf  elementarem 
Wege  finden  lässt.  Vergleiche  den  Ar- 
tikel: Raumlehre-. 

Zone  (mathematische  Geographie). 

Die  Zonen  der  Erdoberfläche,  welche 
besonders  zu  beachten  sind,  heissen 
heisse  Zone-,  nördliche  und  südliche  ge- 
mässigte, nördliche  und  südliche  kalte 
Zone.  Betrachtet  man  die  Erde  als  Ku- 
gel, so  lassen  sich  ihre  Inhalte  leicht 
berechnen. 

Heisse  Zone  heisst  der  Theil  der  Erde 
zwischen  beiden  Wendekreisen,  wo  also 
die  Sonne  zweimal  im  Jahre  im  Schei- 
telpunkt steht. 

Sei  der  Winkel  zwischen  Aeqnator 
und  Ekliptik  also  7 =23**  27^  so  ist 
für  die  halbe  heisse  Zone: 

Ä = 0,  A'=Rsin7. 

Die  gemässigte  Zone  ist  der  Theil 
^wischen  Wendekreis  und  Polarkreis, 
also: 

k^R&xxif,  A'=Rsin  7.^, 


ist.  Setzen  wir  noch: 

r^  = r-\-dr,  r+r'=2r^dr  = 2r, 

indem  dr  verschwindend  klein  ist,  so 
kommt ; 

2/xr  )/jr*-f-(fA*. 

Sind  nun  A,  r und  r'  beliebig,  so  ist 
die  Summe  aller  unendlich  kleinen  Zo- 
nen, oder  das  Integral  in  den  Grenzen 
r und  r'  zu  nehmen,  und  man  hat  für 
die  Zone: 

Z = 2»y*^r|/n-(^)  dr 


da  der  Polarkreis  mit  der  Erdaxe  den 
Winkel  7 macht,  undi 

A'-*=2«co«^  .m(i  - 1.) 


Die  kalte  Zone  wird  vom  Pole  an 
durch  den  Polarkreis  abgeschnitten.  Für 
dieselbe  ist  somit: 

A=Acos7>  = 

A'-A  = Ä (I-COS7)  = 2Ä sin 
also  die  Flächeninhalte: 


für  die  heisse  Zone: 

47  A*  sin  7, 

83 
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für  die  kalte: 

4t  ft*  sin  (|-)\ 
für  die  gcm&ssigtc: 

Die  Formeln  für  die  Erdzonen,  falls 
man  die  Erde  als  Sphäroid  betrachtet, 
sind  ebenfalls  nicht  schwor  zu  finden. 

Zaber  (Metronomie). 

Ein  Hohlmaass,  das  verschieden  ein- 
gethcilt  wird.  In  Baden  ist  es  ein  Ge- 
treidemaass  = 15  Hektoliter,  in  Chur  oin 
Flüssigkeitsmaass  = 106,323  Liter. 

ZafäUiger  Punkt  (Perspective).  . 

Der  Punkt,  in  welchem  eine  Linie,  die 
einer  gegehenen  parallel  durch  das  Auge 
geht,  die  Projcctionscbcnc  schneidet. 

Zugbrücke  (angevrandie  Mechanik). 

Siehe  Brücke. 

Zugeordnete  Form  oder  Contrava- 
riante (Algebra). 

Siehe  Substitution  (lineare). 

Zugeordneter  Punkt  (Geometrie). 

So  heisst  ein  Punkt,  der  durch  die 
Gleichung  einer  Curve  gegeben  ist,  aber 
ganz  von  derselben  getrennt  liegt.  Z.  B. 
in  der  Gleichung: 

(*’+y*)  (*”-«)  = 0 
ist  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten, 
wo  x=y  = 0,  ein  zugeordneter  Punkt, 
da  er  die  Gleichung  erfüllt,  die  Neben- 
punkte aber  nicht.  Ueber  die  Berech- 
nung der  zngeordneten  Punkto  siche:  be- 
sondere Punkte. 

Zuglinie  (Geometrie). 

Siehe  Tractorie. 

Zugramme  (Maschinenlehre). 

Siehe  Ramme. 

Zunahme  und  Abnahme. 

I.  Eine  Function  f von  einer  oder  meh- 
reren Variablen  x,  y,  s,  die  jedoch  als 
reell  vorausgesetzt  werden  müssen,  ist 
im  Zunehmen  für  alle  Werthe  von  x, 
y,  z,  für  welche  sic  die  Bedingung: 

y -I-  /9,  t-f-)'  . . y.  * • • .) 

erfüllt,  wenn  «,  ß,  y verschwindend 
kleine  positive,  sonst  ' aber  beliebige 


Grössen  sind.  Sie  ist  im  Abnehmen, 

wenn  die  Bedingung: 

* 

f(x  + n,  y + ß,  z-\-y  . . .)</’(x,  y,  s . . .) 
erfüllt  ist. 

Für  den  Uebergang  vom  Zunehmen 
zum  Abnehmen,  d.  h.  fürs  Maximara 
oder  Minimum,  muss  also  entweder: 

y+ß,  z-\-y  . . .)=/(x,  y,  z . . .) 

werden,  nnd  zwar  findet  dies  immer  statt, 
wenn  die  Function  continuirlich  ist, 
oder  es  muss  eine  Discontinuität  eintre- 
ten , in  welchem  Falle  der  Werth  der 
Function  in  anderer  Weise  zu  prüfen  ist. 

Diese  Betrachtung,  die  übrigens  leicht 
zu  den  in  der  Differenzialrechnung  vor- 
kominendcn  Criterien  führt,  ist  die  all- 
gemeinste, und  z.  B.  von  Format  schon 
vor  Erfindung  der  Differenzialrechnung 
angewendet  worden. 

Da  die  allgemeine  Theorie  der  Maxima 
und  Minima  in  den  Artikeln : Quantit&t 
und  Variationsrechnung  enthalten  ist, 
wollen  wir  hier  einige  elementare  Be- 
trachtungen und  Beispiele  über  diesen 
Gegenstand  geben. 

Zunächst  soll  hier  die  Methode  folgen, 
nach  der  Format  dergleichen  Probleme 
behandelt. 

Sei : 

so  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  f(x) 
ein  Maximum  oder  Minimum  sei : 

nx,)=f{x). 

Bringt  man  diese  Gleichung  auf  eine 
Form : 

7 (x,  x,)  = 0, 

wo,  vorausgesetzt,  dass  f eine  algebrai- 
sche Function  sei,  alles  Irrationale  ent- 
fernt ist,  so  muss  7 notbwendig  durch 
eine  Grösse  von  der  Gestalt: 

• (x,-x), 

oder  allgemeiner: 

theilbar  sein,  und  nach  Entfcmnng  die- 
ses Factors  kann  man,  da  a unendlich 
klein  ist,  x,  mit  x idcntificircn , was 
eine  Gleichung  gibt,  ans  der  man  die 
dem  Falle  des  Maximum  oder  Minimnra 
cntsprechendrn  Werthe  von  x findet.  Da 
übrigens : 

/•(x  + «)  = /-(x) 

werden  kann,  ohne  dass  ein  Maximum 
oder  'Minimum  stattfindet,  so  ist  die 
Frage,  ob  ein  solches  vorhanden  sei,  noch 
direct  zu  entscheiden. 
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Wir  geben  hiencn  einige  Beispiele. 
Aufgabe  I. 

Unter  allen  gleichschenkligen  Drei- 
ecken, deren  Grandlinicn  parallele  Seh- 
nen desselben  Kreises  sind , und  deren 
Spitze  im  Mittelpunkt  liegt,  das  grösste 
zu  bestimmen. 

Sei  X die  Grundlinie,  y die  Höhe  eines 
solchen  Dreiecks,  r der  ^dius  des  Krei- 
ses, so  ist: 

und  der  Inhalt  des  Dreiecks  gleich: 
-^V(4r*-x*). 

Man  hat  also  die  Gleichung: 

jrV(4r>-x>)  = x,  V(4r'*-x,’), 

oder  durch  Quadriren,  bezüglich  Sub- 
trahiren ; 

4r»  (x*—x^  0 = X*— Xj*. 

Diridirt  man  mit  x*— x,*,  und  identi- 
ficirt  dann  x mit  x^,  so  kommt: 

4 r*  = 2x*, 

also: 

also  auch : 

X _ r _ 

‘"2  ~ V2~^‘ 

Die  halbe  Grundlinie  ist  also  gleich  der 
Höhe , der  Winkel  an  der  Spitze  ein 
rechter. 

Offenbar  ist,  wenn  die  Sehne  gleich 
Null  wird,  der  Inhalt  des  Dreiecks  gleich 
Null,  und  dasselbe  tritt  ein,  wenn  beide 
Schenkel  einen  Winkel  von  180*  machen. 
Es  muss  also  nothwendig  einmal  zwischen 
beiden  Werthen  ein  Maximum  liegen. 
Es  gibt  aber  überhaupt  nur  dies , und 
kein  Minimum , da  unsere  Bedingungs- 
gleichung  nur  eine  Auflösung  zulässt. 

Aufgabe  II. 

, Einer  Kugel  denjenigen  Kegel  einzu- 
sebreiben , dessen  Inhalt  ein  Maxi- 
mum ist. 

Zu  jeder  gegebenen  Basis  gehören 
unendlich  viel  Kegel,  von  denen  derje- 
nige, dessen  Spitze  in  der  Verbindungs- 
linie des  Mittelpunktes  der  Basis  mit 
dem  der  Kugel  liegt,  offenbar  die  grösste 
Höhe  hat.  Der  fragliche  Kegel  ist  also 
ein  Rotationskcgel.  Sei  p der  Radius 
der  Grundfläche,  h die  Höhe,  so  ist  der 
Inhalt: 


np’  h 

~3~ 

aber,  wenn  r der  Kugclradius , x die 
EnUernung  der  Mittelpunkte  von  Basis 
und  Kugel  ist: 

p«  = r*-x*,  h = r+x, 
also  der  Inhalt  gleich  : 

n(r»-x»)(r-t-x) 

3 

und  die  Bedingungsgleichung: 
(r*-x*)(r-|-x)  = (r>-*,«)(r+xj, 

oder: 

r(Xi>-x*)-(x,-x)r*  }-x,«-x»=:0, 

oder  wenn  man  durch  a:,-x  dividirt 
und  X mit  x,  identificirt:  ’ 

2rx-r»-f3x*  = 0, 
woraus  sich: 

*=-J»-±V(5r*)  = ir  . 

ergibt,  da  der  negative  Werth  ausser  Be- 
tracht bleibt.  Es  ist  also  die  Höhe  des 
Kegels  gleich  J r,  der  Radius  seiner  Ba- 
sis gleich  Jr  j/2.  Der  Schwerpunkt  des 
so  bestimmten  Kegels  fällt  in  den  Mit- 
telpunkt der  Kugel. 

Aufgabe  III. 

Das  Rechteck  vom  grössten  Umfange 
zu  bestimmen,  welches  einem  Kreise  ein- 
geschrieben ist. 

Die  Seiten  seien  x und  y,  r der  Ra. 
dius  des  Kreises,  so  ist: 


also  der  Umfang  gleich: 

2x  + 2 V(4r*— x’). 

Die  Bedingungsgleichung  ist: 

*+V(4r“-x*)  = x,-{-V(4r»— Xj*), 

d.  h.; 

4r*— x»=(xi— x)»-f4r»— X,* 

-l-2(x^-x)  y(4r»-x«), 

oder; 

xx,-x*  = (x^-x)  V(4r*-Xj’), 

also  wenn  man  mit  x^—x  dividirt,  und 
dann  qnadrirt: 

x*=4r*— X,’. 

Wird  Xj  mit  x identificirt,  so  kommt: 
x = rV2. 

Das  Rechteck  ist  ein  Quadrat. 

33* 
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n.  Namentlich  bei  geometrischen  Aufgaben  ist  es  oft  geraUien»  den  . 
Ausdruck : 

/"(x-i-it,  y-\-ßt  yi  * • • •)> 


der  im  Falle  des  Maximums  oder  Mi- 
nimums verschwinden  muss,  nicht  durch 
Rechnung,  sondern  durch  geometrische 
Betrachtungen  zu  ermitteln. 

Dies  soll  ebenfalls  an  einigen  Bei- 
spielen dargethan  werden. 


Aufgabe  I. 

Denjenigen  Punkt  zu  bestimmen,  des- 
sen Entfemnngssumme  von  n gegebenen, 
mit  ihm  in  einer  Ebene  befindlichen 
Funkten  ein  Minimum  ist. 


Fig.  225. 


Sei  A (Fig.  225)  einer  der  gegebenen, 
X der  gesuchte  Punkt,  wo  X natürlich 
in  der  Ebene  der  gegebenen  Punkte 
liegt.  Sei  XM  ii^ond  eine  feste  Rich- 
tung in  dieser  Ebene , und  Winkel 
AxM  = 'f.  Wir  denken  uns  jetzt  Punkt 
X um  unendlich  wenig  nach  X'  ver- 
schoben, fallen  von  X Loth  XY  anf 
yl.Y'.  so  ist  wegen  der  unendlich  gerin- 
gen Verschiebung  AX  = AY  zu  setzen 
(denn  X Y kann  auch  als  Kreisbogen 
mit  Mittelpunkt  A gedacht  werden) ; sei 
Z der  Schnittpunkt  von  AX'  und  MX, 
und  Winkel  AZM=(f\  Winkel 
A''  A'  ;V  = a , dann  ist  auch  Winkel 
XX*Y=(t->f\ 

A'K=  XX' cos  («-//')• 

Dies  ist  offenbar  der  Zuwachs  des  Strahls 
AX , welcher  durch  die  Verschiebung 
hervorgebracht  wird.  Es  kann  aber  für 
7>'  auch  gesetzt  werden,  wegen  des 
unendlich  kleinen  Unterschiedes  beider 
Winkel.  Versteht  man  nun  unter 
7,,  7|  . . . bezüglich  die  Winkel  der 
-durch  einen  der  gegebenen  Funkte  A, 
B,  C . . . und  den  gesuchten  Punkt  X 
gelegten  Strahlen  mit  irgend  einer  festen 
Richtung,  so  ist  also: 


X X' [cos(a— 7 ,)-|-cos(rt— 7,)-f-C08(«  — 7,)+  . . .]=0. 

«c  ist  der  Winkel  der  Versebiebungsrichtung  mit  der  festen  Richtung,  und  ist  da- 
her ganz  beliebig,  auch  gleich  Null  zu  setzen,  was  ohne  die  Allgemeinheit  zu 
beschränken  geschehen  kann,  und  man  hat  also: 


CO87 , -|-cos7‘,-l-cos7‘, -f  . . . =0. 

Als  feste  Richtung  kann  man  nach  einander  die  eines  joden  der  Strahlen  AX,  BX, 
CX  u.  s.  w.  nehmen ; man  erhält  dann  soviel  Gleichungen,  als  Strahlen  da  sind, 
von  denen  jedoch  nur  zwei  von  einander  unabhängig  sind. 

Sei  jetzt  Winkel: 

AXB  = Äp  BXC=l„  CxD  = lt  . . ., 
also  wenn  Ax  als  feste  Richtung  genommen  wird : 

7>,  = 0,  = , 7»=Ai-|-A„  74=Ai+A,-fl,  . . . • • • +^„_|  1 


wenn  Bx  als  feste  Richtung  genommen  wird : 

y,=0,  7>,  = i„  7,=si,4-A,,  9T4  = A«+^«+i4  • • • = • • • =*„» 


u.  B.  w«,  übrigens : 


A|+Ai+ 


• • • 
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Seien  i.  B.  drei  Paukte  gegeben,  so  ist,  da  cosO=l  ist: 

l + COSil,  +C08  (1,+A,)  = 0, 
l + cosil,  + co8  (A,+il,)  = 0, 
1+C0SA,+C08  (A,  + ^i)  = 0. 

Die  zweite  Gleichnng  nimmt  wegen: 

=2/1 

die  Gestalt  an: 


1 + C08  + ==  0. 


Die8elbe  von  der  ersten  subtrahirt,  gibt  dann: 

cos  (ü,  + i,)  =C08  A,, 

was  nur  möglich,  wenn  A|=0,  welches  keinen  reellen  Werth  von  ergibt,  oder 
wenn: 


A,  =2/1  — Aj  — A, 

ist.  Dieser  letstere  Werth  gibt  in  die  erste  Gleichang  gesetzt: 

l+cos  A,4-cos2A,  = 0, 


also : 
d . h. : 


2(cos  A,)*-fcosA,  =0, 


cos  A,  = — T, 

(da  A,  nicht  gleich  Null  sein  kann)  A,  = 120*.  Derselbe  Werth  ergibt  sich  für 
A^  and  A,. 

Seien  jetzt  vier  Punkte  gegeben,  so  ist,  wenn  man  die  Gleichnng: 

+ = 2/j 

berücksichtigt : 


l + cos  A^-j-cos  (A,  + A,)  -fcos  A*  =0, 
l+cosAj  + co»  (Aj+A,)  + cosAi  = 0, 
l + cos  A,  + cos  (A,+^4)+cos  A,  =0, 
l4-cosA*+cos  (A^+A  J+cosA,  =0. 


Vergleicht  man  die  erste  dieser  Gleichnngen  mit  der  zweiten,  die  zweite  mit* der 
dritten,  die  dritte  mit  der  vierten,  die  vierte  mit  der  ersten,  so  kommt: 


cos  (A,+A,)+co8A*  = cosA,4*cos  (A,  +A,), 
cos(A,4-A,)4-co8  Ai=  cos A, -fcos (Aj-I-A*), 
cos  (A,  4-A*)4-cos  A,  = cos  A4  4-  cos  (A4+  A J, 

C08(A4  + A,)  + C08  A,  =C08  A4+COs(A,+Aj). 

Die  erste  Gleichnng  gibt,  wenn  man  för  A4  wieder  Ai-f^j  + ^i  setzt: 
cos  (A,  +A,)-cos  A,  = cos  (A,  +A,)— cos  (A , + A,+A,), 

oder : 


A|4-2A,  . A,  Ai4'2A,+  2Aj  ■,  A, 

2 2 — f’ 

oder  da  A|  nicht  gleich  Nnll  and  gleich  n sein  kann: 


sin 


dies  ist  der  Fall,  wenn  man  hat: 


^4-^1+ 1*  = ^+-ö"+^ 


a> 


was  A,=n  ergeben  würde,  was  ^icht  möglich  ist,  ausserdem,  wenn  man  hatt 
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_2n  — A,, 


d.  h.: 

—2rt — A,, 

ebenso  ergibt  sich  aber  wegen  der  Symmetrie  der  vorliegenden  Gleichungen: 


also : 


— 2n  Agf 

A j -f- A I — 2?i~  Ag, 


- Aj  = Ag, 

und  ebenso: 

A*  — Al« 

Die  Strahlen  bilden  also  die  Diagonalen  des  durch  die  vier  Funkte  bestimmten 
Vierecks. 

Diese  etwas  weitläufige  Rechnung  lässt  sich  vermeiden , wenn  man  auf  die 
sehr  einfache  geometrische  Bedeutung  der  Bedingungsgleichung  achtet. 

Schneidet  man  auf  allen  Strahlen  gleiche  Stücke  a ab,  und  ptojicirt  diese 
auf  die  bezeiebnete  feste  Richtung,  so  ist  die  Summe  der  Projectionen  gleich: 

a cos  (/ |-f-a  cos /j+acoB»/ j+  ...  =0. 


Dies  ist  bekanntlich  nur  möglich,  wenn 
diese  Strecken,  jede  in  ihrer  Richtung 
an  den  Endpunkt  der  vorhergehenden 
angetragen,  ein  geschlossenes  Vieleck 
bilden.  Also  damit  die  Strahlensumme 
ein  Minimum  sei,  muss  es  ein  Vieleck 
mit  gleichen  Seiten  geben,  von  denen 
jede  je  einem  der  Strahlen  parallel  ist. 
^ Sind  z.  B.  nur  drei  Strahlen  vorhanden, 
* so  ist  das  Vieleck  ein  gleichseitiges 
Dreieck,  je  zwei  auf  einander  folgende 
Seiten  bilden  also  einen  Winkel  von  60*, 
und  da  die  Winkel  zweier  Strahlen  selbst 
durch  den  Winkel  einer  Vielecksseitc 
mit  der  Verlängerung  der  folgenden  be- 
stimmt wird,  so  schneiden  sich  je  zwei 
Strahlen  unter  Winkeln  von  120“.  Bei 
vier  Punkten  hat  man  ein  Viereck  mit 
vier  gleichen  Seiten,  also  einen  Rhom- 
bus, es  sind  somit  je  zwei  nicht  auf  ein- 
ander folgende  Strablenwinkel  gleich, 
d.  h.  die  vier  Strahlen  sind  die  Diago- 
nalen des  durch  die  vier  gegebenen 
Punkte  bestimmten  Vierecks  u.  s.  w. 

Die  obige  Entwickelung  der  Bedin- 
gungsglcichungen  bat  vor  anderen  Me- 
thoden einen  ganz  besonderen  Vorzug, 
den,  dass  man  augenblicklich  erkennt, 
dass  diese  Gleichungen  noch  dann  gel- 
ten , wenn  die  gegebenen  Funkte  nicht 
auf  einer  Ebene,  sundem  auf  einer  ganz 
beliebigen  Fläche  liegen,  wo  dann  die 
kürzesten  Strahlen  natürlich  kürzeste 
Linien  auf  der  gegebenen  Fläche  sind. 
Das  geschlossene  Vieleck,  welches  von 
den  Richtungen  der  kürzesten  Strahlen 
gebildet  wird,  ist  hier  aus  den  Tangen- 
ten derselben  in  ihrem  gemeinschaftlichen 
Schnittpunkte  zu  bilden. 


Diese  Allgemeinheit  beruht  darauf, 
dass  nur  bei  der  Entwickelung  unendlich 
kleine  Linien  in  Betracht  kommen,  die 
ja  als  Grade  angenommen  werden  kön- 
nen. Die  Annahme , dass  dieselben  in 
einer  Ebene  liegen,  also  die  Winkel  um 
einen  Punkt  zusammen  gleich  2/t  sind, 
trifft  bekanntlich  bei  einer  continuirlich 
gekrümmten  Fläche  auch  noch  zu,  ausser- 
dem kam  noch  die  Betrachtung  in  An- 
wendung, dass  das  von  X auf  AX'  ge- 
fällte Loth  XY  ein  Stück  AY=AX  ab- 
schneide, und  dies  ist  nach  einem  Gauss- 
schen  Satze  noch  vollkommen  richtig, 
wenn  AX  und  AX'  kürzeste  Linien  sind. 
Dieser  Satz  lautet  nämlieh  : 

„Wird  eine  Schaar  kürzester  Linien 
von  zwei  anderen  Linien  orthogonal  ge- 
schnitten , so  sind  die  Stücke  der  erste- 
ren  zwis^en  den  letzteren  unter  einan- 
der gleich.  Geht  also  eine  Schaar  kür- 
zester Linien  durch  einen  Punkt,  so 
schneidet  jede  Orthogonalcurve  gleiche 
Stücke  von  denselben  ab.“ 

Aufg  abe  II. 

Eine  Anzahl  gegebener  Punkte  anf 
die  kürzeste  überhaupt  mögliche  Art  zu 
verbinden. 

Die  Aufgabe  sagt,  dass  dasjenige,  Li- 
niensystem ermittelt  werden  soll,  welches 
durch  alle  Punkte  geht  und  ein  Mini- 
mum ist.  Dieses  Minimum  ist  ein  be- 
dingtes, wenn  die  Punkte  und  die  Ver- 
bindungslinien auf  einer  gegebenen 
Fläche  liegen  sollen,  ein  unbedingtes, 
wenn  dies  nicht  der  Fall  ist. 

Wie  auch  die  betreffenden  Verbin- 
dungslinien beschaffen  seien,  so  kann 
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Fig.  226. 


man  zaoäcbst  diejenigen  Funkte  fixiren, 
in  welchen  sich  mehrere  derselben 
schneiden.  Sei  X ein  solcher  Fnnkt,  so 
behaupten  wir,  dass  in  einem  solchen 
sich  nur  drei  Linien  (jedenfalls  also 
kürzeste  Linien  im  Falle  des  bedingten, 
grade  im  Falle  des  unbedingten  Mini* 
mums)  schneiden,  und  zwar  unter  Win- 
keln von  120**.  Denn  angenommen,  es 
schnitten  sich  in  X drei  Linien  unter 
anderen  Winkeln,  so  nehme  man  auf 
jeder  dieser  Linien  einen  beliebigen 
Fnnkt  an,  seien  diese  /f,  B,  C,  so  lies- 
sen  sich  nach  der  vorigen  Aufgabe  diese 
Funkte  A,  B,  C durch  drei  Strahlen, 
die  sich  unter  120“  schneiden,  auf  eine 
kürzere  Weise  als  durch  die  durch  X 
gehenden  verbinden,  während  der  übrige 
Theil  des  Liniensystems  unverändert 
bliebe.  Angenommen  ferner,  es  gingen 
durch  Fnnkt  X mehr  als  drei  Linien,  so 
hxire  man  auf  zweien  davon  beliebige 
Funkte  A und  B,  die  Strecke  von  A 
nach  X und  von  X nach  B lässt  sich 
dann  durch  ein  kürzeres  System  von 
drei  Linien  ersetzen,  die  durch  A,  B 
und  X gehen,  und  sich  in  einem  ande- 
ren Punkte  unter  120“  schneiden. 

Beispiel. 

Sind  vier  Punkte  A,  B,  C,  D gege- 
ben, und  bilden  diese  ein  Ucchtcck,  des- 
sen kürzere  Seiten  AB  und  CD  sind,  so 
ist  das  Liniensysystem  offenbar  nach  A 
und  B und  nach  6’  und  D hin  symme- 
trisch. Man  zieht  also  durch  A und 
B zwei  Linien,  die  Aß  unter  30“  schnei- 
den, ihr  Schnittpunkt  sei  X,  ferner  durch 


C und  D Linien , die  CD  unter  30** 
schneiden,  ihr  Schnittpunkt  sei  F ; die 
Linie  X Y vollendet  dann  das  System. 

Bei  5 Punkten  A , B,  C,  D,  E (Fig. 
226)  ist  ein  System  von  7,  bei  n Funk- 
ten 2n— 3 Linien  nütbig. 

Aufgabe  III. 

Denjenigen  Funkt  zu  bestimmmen, 
dessen  Entfemungssummo  von  ti  gege- 
benen, nicht  in  einer  Ebene  licgeüden 
Funkten  ein  Minimum  ist. 

Der  Gang  der  Entwickelung  ist  wie 
oben.  Durch  den  gesuchten  Punkt  X 
wird  eine  beliebige  Ebene  gelegt,  und 
in  ihr  eine  beliebige  durch  X gehende 
Richtung  angenommen.  Einer  der  Strah- 
len AX  (Fig.  227)  macht  mit  dieser 
Richtung  den  Winkel  7.  Die  unendlich 


Fig.  227. 
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geringe  Verschiebung  Ton  X,  also  XX' 
kann  wegen  der  Willkürlichkeit  dieser 
Richtung  als  mit  ihr  zusammenfallend 
angenommen  werden.  Der  Winkel  von 
AX^  mit  XX'  sei  y.'.  Fällt  man  Loth 
XY  auf  AA'',  so  ist  FA'  der  Zuwachs 
des  Strahls  AX,  aber: 

FX'  = XX'  cos  y.'  = XX'  cos  y , 

da  der  Unterschied  von  y und  y>'  ver- 
schwindet, also  wieder: 

cosy i-|-cosy,-l-cosy,-4-  . . . =0, 
woraus  dann  wieder  der  Satz  folgt: 

„Es  gibt  ein  Vieleck  mit  gleichen 
Seiten , welches  jedoch  im  Allgemeinen 
kein  ebenes  ist , dessen  Seiten  den  ent- 
sprechenden Strahlen  parallel  sind.“ 

Da  drei  Punkte  immer  in  einer  Ebene 
liegen,  so  sind  hier  die  Schnittwinkel 
der  Strahlen  wieder  gleich  120**.  Bei 
vier  Funkten  hat  man  ein  Viereck  im 
Raume  mit  vier  gleichen  Seiten,  und  da 
bei  einem  solchen  je  zwei  Gegenwinkel 
gleich  sind  , so  bilden  die  Strahlen  eine 
vierkantige  Ecke,  worin  zwei  nicht  an 
einander  grenzende  Kantenwinkel  gleich 
sind. 

Anmerkung.  Die  A^ifgabe:  den 
Funkt  zu  finden,  dessen  Entfernungs- 
summe von  n gegebenen  graden  oder 
krummen  Linien  oder  von  n Flächen 
ein  Minimum  ist,  lässt  sich  in  ganz  glei- 
cher Weise  behandeln  und  Tührt  auch 
zu  demselben  Theoreme. 

Sei  X (Fig.  228)  der  gesuchte  Punkt, 
XO  das  auf  eine  der  Linien  und  Ebenen 


Fig.  228. 


gefällte  Loth.  Nimmt  man  dann  eine 
beliebige  Richtung  XX',  die  mit  der 
Vcrschicbungsrichtung  zusammcnfällt,  wo 
also  A'A'  unendlich  klein  ist,  und  fällt 
Loth  X'O'  nach  derselben  Linie  oder 
Ebene,  ferner  Loth  XF  auf  X'O',  so 
haben  XO  und  FO'  nur  einen  ge- 
gen XX'  verschwindenden  Unterschied, 


• 

und  der  Zuwachs  FX'  ist  gleich 
XX'cosXX'F,  woraus  wieder  der  obige 
Satz  folgt. 

Dieser  Satz  lautet  also  ganz  allgemein 
folgendcrmaasscn  : 

Es  sei  gegeben  eine  beliebige 
Anzahl  von  Punkten  oder  von 
Linien  (graden  oder  krummen) 
oder  von  Flächen  (ebenen  oder 
gekrümmten)  odex  ein  beliebig 
aus  Punk  ten,  Linien  undFlächen 
zusammengesetztes  System,  so 
ist  de rjenige  Funkt,  dessen  Ab- 
standssumme von  denselben  ein 
Minimum  ist,  gegeben  durch  fol- 
gende Bedingung,  die  immer 
gültig  bleibt,  dasMinimum  mag 
ein  unbedingtes  oder  bedingtes 
sein,  das  letztere  so  verstan- 
den, dass  das  gegebene  System 
auf  einer  Fläche  liegt,  auf  wel- 
cher dann  auch  der  Punkt  und 
die  Minimumsstrahlcn,  die  dann 
also  kürzeste  Linien  auf  der 
Fläche  sind,  zu  suchen  sind: 

„Es  gibt  im  Raume  ein  grad- 
liniges Vieleck,  dessen  Seiten 
gleich  und  in  ihrer  Reihenfolge 
den  Mi  nim  ums  8 tr  ah  I e n selbst, 
oder  deren  durch  den  gesuchten 
Punkt  gehenden  Tangenten  pa- 
rallel sind.“ 

Diese  Betrachtungen  unterliegen  aller- 
dings in  bestimmten  Fällen  einer  schein- 
baren Schwierigkeit,  der,  dass  gewisse 
Strahlen  auch  zuweilen  negativ  ge- 
nommen werden  müssen.  Z.  B.  wenn 
drei  Linien  in  der  Ebene  gegeben  sind, 
von  denen  zwei  einen  Winkel  bilden, 
der  grösser  als  120*  ist,  dann  liegen 
die  Minimumsstrahlen  ausserhalb  des 
von  den  drei  Linien  gebildeten  Dreiecks, 
und  die  Verlängerung  des  einen  der 
Strahlen  bildet  mit  den  anderen  Winkel 
von  120*.  Aus  diesem  Grunde  ist  der 
gedachte  Strahl  selbst  von  der  Summe 
der  anderen  abznzichen. 

III  Auch  Aufgaben,  welche  eigent- 
lich der  Variationsrechnung  angchören, 
lassen  sich  oft  elementar  durchführen. 
So  z.  B.  ist  von  Steiner  der  Satz: 

„dass  von  allen  Curven  von  gegebe- 
nem Umfang  der  Kreis  den  grössten  In- 
halt hat“ 

etwa  auf  folgende  Weise  bewiesen 
worden. 

Lehrsatz  1. 

Von  allen  Vielecken  von  gleicher 
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Scilennnzahl  i»,  von  denen  w — 1 gegeben 
sind,  die  fite  aber  nicht,  ist  dasjenige, 
welches  den  grössten  Flächeninhalt  hat, 
einem  Kreise  eingeschrieben , und  die 
nicht  gegebene  Seite  ist  der  Durchmesser 
desselben. 


Beweis. 

Dieser  Satz  wird  zunächst  fürs  Drei- 
eck bewiesen.  Seien  «,  h die  gegebenen 
Seiten,  k die  auf  a gefällte  Höhe,  so 

ist  ^ der  Inhalt,  h aber  immer  kleiner 

als  6,  mit  Ausnahme  desjenigen  Drei- 
ecks, wo  a und  b einen  rechten  Winkel 
bilden,  und  wo  h = b ist,  dieses  Dreieck 
ist  also  von  allen  das  grösste.  Offenbar 
liegt  ein  solches  Dreieck  aber  in  einem 
Halbkreise,  die  nicht  gegebene  Seite  ist 
also  Durchmesser. 

Sei  jetzt  abedef  (Fig.  229)  ein  n-Kck, 
und  zwar  das  grösste  von  allen,  worin 
ab,  bc,  cd,  de,  ef  die  gegebenen  Seiten, 
af  die  nicht  gegebene.  Um  zu  zeigen, 
dass  af  Durchmesser  eines  Kreises  ist, 
in  dem  alle  Ecken  liegen , haben  wir 


nur  darzuthuu,  dass  die  beiden  von  a 
und  f nach  irgend  einer  Ecke,  z.  B.  c, 
gezogenen  Linien  einen  rechten  Winkel 
bilden.  Wäre  dies  aber  nicht  der  Fall, 
so  könnte  man  die  Fignr  abc  so  um  c 
drehen , dass  Winkel  aef  ein  rechter 
würde , wobei  dann  nach  dem  ersten 
Theil  dieses  Beweises  das  Dreieck  aef 
Zunahme,  während  die  übrigen  Theile 
des  Vielecks  und  alle  Seiten  bis  auf  af 
unverändert  blichen.  Das  betrachtete 
Vieleck  könnte  also  nicht  das  grösste 
sein,  womit  unser  Satz  bewiesen  ist. 

Lehrsatz  2. 

Von  allen  n- Ecken  mit  gegebenen 
Seiten  liegt  das  grösste  im  Kreise. 

Beweis. 

Seien  ABCDEFG  (Fig.  230),  abedefg 
(Fig.  231)  zwei  n-Ecke  mit  entsprechend 
gleichen  Seiten;  möge  das  erste  in  einem 
Kreise  liegen , das  zweite  aber  nicht,  so 
ist  zu  beweisen,  dass  das  erstere  das 
grössere  ist. 

Durch  einen  beliebigen  Eckpunkt  A 
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legen  wir  einen  Durchmesser  AK,  dieser  möge  etwa  die  Seite  DE  schneiden, 
dann  ziehen  wir  DA,  und  DE,  über  de  errichten  wir  ein  Dreieck  DE A,  und 

ziehen  ka,  so  haben  die  Vielecke  abcdk  und  ABCDK,  ferner  agfek  und  AGFEK 
alle  Seiten  bis  anf  <»ib  und  AK  gemein,  es  ist  also  nach  dem  vorigen  Satze: 

ABCDK>  abcdk,  AG  FEK>  agfek, 

und  durch  Addition : 

ABCDKEFG  > ahedkefg, 

oder  wenn  man  die  congmenten  Dreiecke  DEK  und  dek  abzieht:  ' 

ABCDEFG>abcdefg, 

was  zu  beweisen  war. 


Lehrsatz  3. 

Von  allen  Dreiecken,  worin  eine  Seite  und  die  Summe  der  beiden  anderen 
gegeben  sind,  ist  dasjenige  das  grösste,  worin  die  beiden  nicht  gegebenen  Seiten 
gleich  sind. 


Beweis. 


Ist  a die  gegebene  Seite,  e die  Summe  der  nicht  gegebenen , so  können  die- 
selben mit  und  bezeichnet  werden,  wo  * ver&nderlich  ist.  Der  In- 

halt  eines  Dreiecks  mit  Seiten  a,  b,  c ist  nun  bekanntlich  gleich: 


]/»  (*-a)(»-6)(s-c), 

wenn  s die  halbe  Somme  der  Seiten  ist.  Es  ist  nun  hier: 


5 


«4- « 
“T"’ 


also  der  Inhalt  gleich: 


Dieser  Ausdruck  ist  desto  grösser,  je  kleiner  x*  ist, 
xs=;0,  womit  unser  Satz  bewiesen  ist. 


also  ein  Maximum,  wenn 


Lehrs  atz  4. 

Von  allen  Vielecken  von  gleicher  Seitenanzahl  und  gleichem  Umfange  is^ 
das  regelm&ssige  das  grösste. 


Beweis. 

Wir  zeigen  zunächst,  dass  das  grösste  dieser  Vielecke  gleiche  Seiten  hat. 
Denn  seien  zwei  an  einander  stossende  AB  und  BC  nicht  gleich,  so  ziehe  man 
ACi  man  könnte  dann  nach  vorigem  Satze,  indem  man  AB  und  BC  gleich  macht 
nnd  BC  unverändert  lässt,  das  Dreieck  ABC  vergrössem.  Da  hierbei  der  übrige 
Tbeil  des  Vielecks  und  sein  Umfang  ungeändert  bliebe , so  wäre  bei  unverän- 
dertem Umfang  das  Vieleck  vergrössert,  das  vorliegende  könnte  also  nicht  das 
grösste  sein. 

Es  ist  noch  zu  zeigen,  dass  das  betrachtete  Vieleck  auch  im  Kreise  liegt, 
womit  dann  dargethan  ist,  dass  es  regelmässig  ist.  Bei  allen  Vielecken  von 
gleichem  Umfang  und  gleichen  Seiten  sind  aber  die  letzteren  natürlich  auch  ent- 
sprechend gleich,  und  nach  Lehrsatz  2.  liegt  das  grösste  unter  ihnen  im  Kreise. 


Lehrsatz  5. 

Von  mehreren  regelmässigen  Vielecken  von  gleichem  Umfange  aber  ungleicher 
Seitenanzahl  ist  dasjenige  das  grösste,  welches  die  meisten  Seiten  hat. 


Beweis. 

Es  genügt  die  Bemerkung,  dass  ein  Vieleck  von  n— 1 Seiten  auch  als  n-Eck 
gelten  kann , worin  zwei  Seiten  einen  Winkel  von  180**  machen.  Ein  solches 


i. 
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fi*Eck  ist  natQrlich  kein  regelmässiges, 
folglich  ist  cs  nach  dem  vorigen  Satze, 
der  hier  offenbar  noch  Anwendung  fin< 
det,  kleiner  als  das  regelmässige. 

Es  sind  also  alle  gradlinigen  Figuren 
gleichen  Umfanges  kleiner  als  der  Kreis, 
welcher  denselben  Umfang  bat,  denn 
alle  Dreiecke  sind  kleiner  als  das  regel- 
mässige Viereck,  dies  wieder  kleiner  als 
das  Fünfeck  n.  s.  w.  Da  nun  ein  regel- 
mässiges Vieleck  sich  mit  zunehmender 
Seitenanzahl  dem  Kreise  nähert,  und 
zwar  bis  auf  jede  Grenze,  so  ist  der 
Kreis  von  gleichem  Umfange  grosser  als 
alle  diese  Figuren. 

Endlich  kann  man  jede  ebene  Figur 
bis  auf  jede  Grenze  durch  ein  n-Eck 


ersetzen,  und  hat  also  schliesslich  den 
Satz : 

Lehrsatz  6. 

Von  allen  Figuren  in  der  Ebene,  die 
gleichen  Umfang  haben,  bat  der  Kreis 
den  grössten  Inhalt. 

Zusatz  (allgemeine  Mathematik). 

Ein  Satz,  der  als  einfache  Folge  eines 
vorhergehenden  Lehrsatzes  sich  ergibt. 

Zwischenmaschine  (Maschinenlehre). 

Diejenigen  Vorrichtungen,  durch  wel- 
che die  Bewegung  der  Kraftmaschine 
auf  die  Arbeitsmaschine  übertragen  wird. 
Es  sind  dies  namentlich  Zahn-  und  Rie- 
menräder, Zahnstangen  u.  s.  w. 


Schluss. 


Nachtrag. 


Darch  ein  Verseheo  ist  im  sechsten 
Bande  S.  574  der  Artikel:  Storchschna- 
bel nnr  unvollständig  gegeben.  Die 
Folge  desselben  lautet  so : 

Eine  der  einfachsten  Formen  des 
Storchschnabels  ist  die  folgende: 


Zwei  gleiche  Lineale  AO  und  OB  sind 
um  Funkt  O wie  ein  Zirkel  beweglich, 
ebenso  zwei  andere  A'O'  und  0*8'  um 


Funkt  O';  diese  vier  Lineale  sind  von 
gleicher  Länge,  und  io  gleichen  Entfer« 
nungen  mit  einer  Anzahl  Löcher,  durch 
welche  Stifte  gesteckt  werden  können, 
versehen.  Es  werden  die  beiden  Lineal- 
Systeme  dann  so  mit  einander  verbanden, 
dass  durch  die  Punkte  D in  AO  und 
ly  in  A'O*,  E in  OB  und  E'  in  0*8' 
je  ein  gemeinschaftlicher  Stift  gesteckt 
wird,  derart  jedoch,  dass  einerseits  die 
Linien  AD,  DO',  OE  und  andererseits 
DO',  O'E  gleich  werden,  DO'EO  ist 
also  ein  Parallelogramm. 

Wenn  man  nun  die  ganze  Verbindung 
um  den  festen  Funkt  D dreht,  wo  durch 
D ebenfalls  ciu  Stift  zu  stecken  ist,  den 
Punkt  0*  aber  dabei  eine  beliebige  Curve 
beschreiben  lässt,  also  eine  gegebene  Li- 
nie entlang  fhhrt,  so  wird  Punkt  B eine 
ähnliche  Curve  beschreiben,  und  zwar 
wird  das  Verhältniss  beider  das  der  Li- 
nien OE  und  OB  sein,  welches  sich,  da 
die  Punkte  D und  E den  Löchern  der 
Lineale  entsprechen,  beliebig  ändern  lässt. 

Offenbar  sind  nämlich  immer  die  Drei- 
ecke ADO*  und  AOB  ähnlich,  aus  die- 
sem Grunde  liegen  die  Punkte  A,  0'  and 
B stets  in  grader  Linie,  und  es  verhält 
sich  AO' : ABz^OE  : OB,  wodurch  der 
obige  Satz  bewiesen  ist. 


V erbesseningen. 

8.  88  Z.  22  links  statt  Triliroarcoordinaten  lies  Trilinearcoordinaten. 
8.  105  Z.  12  links  statt  ~ = b lies  — =0. 
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Trochoidalis  (Geometrie)  88. 

Trochois  (Geometrie)  88. 

Trockener  Wechsel  (kaufmännische  Arith* 
metik)  88. 

Trockenpochwerk  (Maschinenlehre)  89. 
Trockenregnlator  (Maschinenlehre)  89. 
Trommel  (Maschinenlehre)  89. 
Trommelrad  (Maschinenlehre)  89. 
Tropen  (mathematische  Geographie)  89- 
Tropische  Umlaufszeit  (Astronomie)  89. 
Tropisches  Jahr  f Astronomie  und  Chro* 
nologie)  89 

Trojgewicht  (Messkunst)  89. 

Tnrbine  (Maschinenlehre)  80^ 
Tnrbinengebl&se  (Maschinenlehre)  89. 
TnrbinengOpel  (Maschinenlehre)  80^ 
Tnrbinenpochwcrk  (Maschinenlehre)  89, 


u. 

Ueberfall  (Hydraulik)  90, 
Ueberfallschützen  (Hydraulik)  90. 
Ueberfallwehr  (Hydraulik)  90, 
Ueberflüssige  (überschüssige)  Zahl  (nu- 
merus  abundans)  (Aritlimetik)  90 
Uebergewicht  (Statik)  90. 

Ueberhitzer  (Wärmelehre)  90. 
üeberm&ssiges  Intcr\’all  (Akustik)  90. 
Ueberschüssige  Zahl  90. 

Uhr  (Chronologie)  90. 

Umbilicns  (Geometrie)  90. 

Umdrehung  (Mechanik)  90 
Umdrehnngsebenc  (Mechanik)  90 
Umfang  (Geometrie)  90. 

Umfangswinkcl  (Geometrie)  90. 
Umformung  (Analysis)  90. 
UmhUllungscorrc,  Enveloppc  (Geometrie) 
91. 

Umhüllungsflächc  (Geometrie)  9L 
Umkehrung  eines  Satzes  91, 

Umkehrung  der  Functionen  und  Reihen 
(Analysis)  92, 

Umlauf  (Dynamik)  9ß. 

Umläufe  (Hydraulik)  96, 

Umschrieben  (Geometrie)  96. 

Umriss  (Feldmesskunst)  96. 
Umtriebsmaschine  (Maschinenlehre)  96. 
UmsctziingsTerhältnisB  (Maschinenlehre) 
96. 

Unabhängige  Variable  (Analysis)  96. 
Unbekannte  Grössen  (Algebra)  97. 
Unbenannte  Zahlen  (Arithmetik)  97, 
Unbestimmte  Analysis  (Arithmetik)  97. 


Unbestimmte  (auch  diopbantische)  Anf> 
gaben  (Arithmetik)  91, 

Unbestimmte  Coefficienten  (Analysis)  lOL 
Unbestimmte  Gleichung  (Arithmetik)  104. 
Unbestimmtes  Integral  (Analysis)  104. 
Undnlationsthcoric  (Optik)  104. 

Unechter  Broch  (Arithmetik)  104, 

Unecht  gebrochene  Function  (Algebra) 
104. 

Unendliche  Reihe  (Analysis)  104. 
Unendlichkeit  (Analysis)  104. 
Ungleichförmige  Beschleunigung  (Dyna- 
mik) 106. 

Ungleichförmige  Bewegung  (Dynamik) 
106. 

Ungieichschwebende  Temperatur  (Aku- 
stik) 106. 

Ungrade  (Arithmetik)  106. 

Union  (Cumbinationslehre)  106, 
Universalgelcnk  (Maschinenlehre)  106. 
Universalinstrument  (Astronomie)  106. 
Universalschraubenschlüssel  (Maschinen- 
lehre) 106. 

Universalohr  (Gnomonik)  106. 
Unmögliche  Grösse  (Analysis)  106. 
Unreine  Gleichung  (Algebra)  106. 

Unruhe  (Horologie)  KW. 

Unterer 'Planet  (Astronomie)  106 
Untergang  (Astronomie)  106. 

Unterschied  (Arithmetik)  106. 
Unterschlächtiges  Wasserrad  (Hydraulik) 
106. 

Unterstützongsponkt,  Hypomochliom  (Sta- 
tik) 107, 

Unveränderliche  Grösse,  Constante  (Ana- 
lysis) 107. 

Unvollkommene  Zahl  (Arithmetik)  107, 
Unze  (Messkunst)  107. 

Uranographic  (Astronomie)  107. 
Uranometrie  (Astronomie)  107. 

Uranos  (Astronomie)  107. 

Urvariable  (Analysis)  108. 

Usancen  (kaufmännische  Arithmetik)  108* 
Uso  (kaufmännische  Arithmetik)  KW. 

V. 

Valuta  (kaufmännische  Arithmetik)  109. 
Valvationswerth  der  Münzen  (practische 
Rechenkunst)  109. 

Varn  (Münzkunde)  109. 

Variable  (Analysis)  109, 

Variation  — combinatorische  (Analysis) 
109. 

Variation  (Astronomie)  109. 

Variation  der  Magnetnadel  (Mathemati- 
sche Geographie)  109. 
Variationsrechnung  (Analysis)  HO. 

Vat  (Messkunde)  1^ 

Ventil  (Maschinenlehre)  161, 

Ventilation  (angewandte  Wärmelehre) 
16L 


Ventilator. 


527 


Weber’sches  Gesetz. 


Ventilator  (Maschinenlehre)  163. 
Ventilhahn  (Maschinenlehre)  163. 
Ventilkolben  (Maschinenlehre)  163. 
Ventilsteuemng  (Maschinenlehre)  163. 
Venns  (Astronomie)  163. 

Veränderliche  Grösse  (Analysis)  164. 
Verbesserter  Kalender  (Zeitmessung)  164. 
Verbindungsrente  (Rentenrechnnng)  165. 
Verdoppelung  des  Cubus  (Geometrie)  165. 
VereinsmQnze  (Metronomie)  166. 
Yerfallzeit  (kaufmännische  Rechenkunst) 
166. 

Verhnsterung  (Astronomie)  166. 
Verfoignngslinie  (Geometrie)  166. 
Vergrösserung  (Optik)  167. 

Verhältniss  (Arithmetik)  167. 
Verifications-Basis  (Geodäsie)  167. 
Verjüngter  Maassstab  (Zeichenkunde) 
167. 

Verkehrte  Regeldetri  (angewandte  Arith- 
metik) 167. 

Verlorener  Punkt  (Markscheidekunst) 

167. 

Verlustrechnung  (kaufmännische  Arith- 
metik) 168. 

Verminderte  Octave,  Quarte,  Quinte 
(Akustik)  168. 

Vermischungsrechnnng  (practischc  Arith- 
metik) 1^. 

Vernier  (Messkunst)  168. 

Versicherung  (practische  Arithmetik)  168. 
Vcrsicherungsfemrohr  (Optik)  168. 
Versetzungen  (Combinationslehre)  168. 
Vertheilungsschieber  (Maschinenlehre) 

168. 

Vertikalkreis  (Astronomie)  169. 
Vertikalkreis  (Optik)  169. 
Vertikalprojeciion  (Projectionslehre)  169. 
Vertikalohr  (Gnomonik)  169. 
Vertikalwinkel  (Geometrie)  169. 
Verzahnung  (Maschinenlehre)  169. 
Verzugszinsen  (practischc  Arithmetik) 
169. 

Vesta  (Astronomie)  169. 

Vibration  (Optik  und  Dynamik)  169. 
Vieleck,  Polygon  (Geometrie)  169. 
Vieleckiger  Körper  (Geometrie)  171. 
Vielfacher  Punkt  (Geometrie)  171. 
Vielfacher  Stern  (Astronomie)  171. 
Vielfaches  (Arithmetik)  172. 

Vielseit  (Geometrie)  172. 

Viereck  (Geometrie)  172. 

Vierseit  (Geometrie)  172. 

Vierling  (Metronomie)  172. 

Viertelkreis  (Geometrie  und  Astronomie) 
172. 

Vierung  (Markscheideknnst)  172. 
Vierweghahn  (Maschinenlehre)  172. 
Virtuelle  Geschwindigkeit  (Statik)  172. 
Visiren  (Geodäsie)  172. 

Visirkarte  (Geodäsie)  172. 

Yisirknnst  (Messkunst)  172. 


Visirtafel  (Geodäsie)  172. 

Vistawechsel,  Sichtwechsel  (kaufmänni- 
sche Rechenkunst)  172. 

Vivianische  (auch  Florentinische)  Auf- 
gabe (Stereometrie)  172. 
Völligkeitscoefficient  (Hydraulik)  172. 
Vogelperspective  (Projectionslehre)  173. 
Vollkommene  Zahl  (Arithmetik)  173. 
Vollmond  (Astronomie)  173. 

Volumen  (Geometrie)  173. 
Voraussetzung,  Hjrpothesis  (allgemeine 
Mathematik)  173. 

Vorgelege  (Maschinenlehre)  173. 
Vorrücken  der  Nachtgleichen  (Astrono- 
mie) 173. 

w. 

Waage  (Statik  und  Maschinenlehre)  174. 
Waage  (Astronomie)  179. 

Waagerecht  (Statik  und  Geodäsie)  179. 
Waaren-Rechnung  (kaufmännische  Arith- 
metik) 179. 

Waaren- Scontro  (kaufmännische  Arith- 
metik) 179. 

W’Adar  (Chronologie)  179. 

Währung  (Metronomie)  179. 

Wälzendes  Pendel  (Dynamik)  179. 
Wälzende  Reibung  (Statik)  179. 

Wärme  (mathematische  Physik)  179. 
Wärme  — Verbreitung  derselben  (ma- 
thematische Physik)  221. 

Wärme  — Verwerthung  derselben  in 
technischer  Beziehung  252. 

Wage  (Maschinenlehre)  340. 
Wagenkessel  (Maschinenlehre)  340. 
Wagenrad  (Maschinenlehre)  340. 
Wagenwindc  (Maschinenlehre)  340. 
Wagenstenerung  (Maschinenlehre)  340. 
Wahre  Anomalie  (Astronomie)  340. 
Wahrer  Ort  (Astronomie)  340. 
Wahrscheinlicher  Fehler  (Wahrschein- 
lichkeitsrechnung) 341. 

W ahrschei  nlich  kei  tsrechnung  (Combina- 
tionslehre)  341. 

Walze  366. 

Wasser  366. 

Wasserdampf  366. 

Wasserrad , verticales  (Maschinenlehre) 
366. 

Wasserrad,  horizontales  — Turbine  (Hy- 
draulik und  Maschinenlehre)  402. 
Wassersäulcnmaschine  (Hydraulik)  429. 
Wasserschneckc  (Hydraulik)  439. 
Wasserschraube  (Hydraulik)  439. 
Wasscrwelle  (Hydraulik)  439. 

Wasserzoll  (Hydraulik)  440. 

Wati’sches  Gesetz  (Wärmelehre)  440. 
Watt’sches  Parallelogramm  (Maschinen- 
lehre) 440. 

Weber’sches  Gesetz  (mathematische  Phy- 
sik) 440. 


Wechsel. 
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Zwischenmaschine. 


Wechsel  (kaafna&nnische  Rechcnkanst) 
440. 


Z. 


• Wccbselducatcn  (Münzrechnung)  443. 

: Wechselwinkcl  (Geometrie)  443. 

• Weissgroschen  (Münzrechnnng)  443. 
Welle  (Maschinenlehre)  443. 

Welleolchrc  (mathematische  Physik)  443 
Wendepunkt  (Geometrie)  443.' 

Werst  (Metrologie)  443. 

Widder  — hydraulischer,  auch  Stoss- 
heber  (Hydraulik)  443.  • 

Widerstand  (Mechanik)  444. 

Widerstand  der  Flüssigkeiten  (Mechanik) 
445. 

Widerstandshöhe  (Hydraulik)  447. 

Wiege  447. 

Wigtje  (Metrologie)  447. 

Winde  (Masciiincnlchre)  447. 

Windfang,  auch  Flügelrad  (Maschinen- 
lehre) 447, 

Windmühle  (Maschinenlehre)  44S. 
Windrad  (Pneumatik)  448. 

Winkel  (Geometrie)  452 
Winkelgelgcschwindigkeit  (Dynamik)  452. 
Winkelhebel  (Maschinenlehre)  452. 
Winkelrad  (Maschinenlehre)  452. 

Winter  (Chronologie  und  mathematische 
Geographie)  452. 

Wirkung  (Dynamik)  452. 

Wirkungsgrad  (Maschinenlehre)  452. 
Wittwenkassc  (Rentenrechnung;  452. 
Woche  (Zeitrechnung)  452. 

Wölbung  (Statik)  452. 

Würfel,  Cubus  (Stereometrie)  452. 
Würfclspiel(  Wahrscheinlichkeitsrechnung) 
452. 

Wurfbewegung  (Dynamik  und  Ballistik) 
Wurzel  (Algebra)  468. 


X. 

Xauthicus  (Chronologie)  469. 


Y. 

Yard  (Metrologie)  470. 
Ycziegeridischcs  Jahr  (Chronologie) 


Zählapparat  (Maschinenlehre)  471. 
Zähler  (Arithmetik)  471. 

Zahl  (Arithmetik)  471. 

Zahl  (ideale)  471. 

Zahlcnlehre  (Arithmetik)  471. 
Zahlensystem  (Arithmetik)  488. 
Zahlzeichen,  Ziffer  (Arithmetik)  488. 
Zahn  (Maschinenlehre)  488. 

Zahnrad  (Maschinenlehre)  488. 
Zahnreibung  (Maschinenlehre)  488. 
Zahnstange  (Maschinenlehre)  489. 
Zapfenreibung  (Mechanik)  ^9. 
Zauberquadrat  (Arithmetik)  489. 
Zecchine  (Münzkunde)  489. 

Zehncck  (Geometrie)  489. 

Zeichenapparat . dynamometrischer  (Ma- 
schinenlehre) 489. 

des  Descartes  (Algebra) 

Zeiger  wage  (Statik)  490. 

Zeit  (Chronologie)  490. 

Zcitgleichung  (Astronomie  und  Chrono- 
logie) 492. 

Zeitrechnung  (Chronologie)  492. 

Zeitrento  (lientenrechnung)  511. 

Zcllcnrad  (Hydraulik)  511. 

Zenith,  Scheitelpunkt  (Astronomie)  511 
Zenithabstand  (Astronomie)  511. 
Zerstremingsglas  (Optik)  511. 
Zerstreuungskreis  (Optik)  511. 

Ziffer  (Arithmetik)  511 
Zimmer  (Metronomic)  511. 

Zinsen  (angewandte  Rechenkunst)  512 
Zinszahl,  Indiction  (.Chronologie)  513. 
Zoll  (Metronomie)  5iS. 

Zollgcwicht  (Metronomie)  513. 

Zone  (Geometrie)  513. 

Zone  (mathematische  Geographie)  513. 
Zuber  (Metronomie)  514. 

Zufälliger  Punkt  (Perspective)  514. 
Zugbrücke  (angewandte  Mechanik)  514. 
Zugeordneto  Form  oder  Contravarianto 
(Algebra)  514. 

Zugeordneter  Punkt  (Geometrie)  514. 
Zuglinie  (Geometrie)  514. 

Zugramme  (Maschinenlehre)  514. 
Zunahme  und  Abnahme  514. 

Zusatz  (allgemeine  Mathematik)  523. 
Zwischenmaschine  (Maschinenlehre)  523. 


Druck  »OM  J.  K.  Starcke  Jii  Berlin. 


